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Digitalis Jelfeldolgozas

1.1. Mi a fene az a DSP? ( What the heck is DSP? )

A DSP ( Digital Signal Processing ), azaz a digitalis jel feldolgozas az egyik
leggyorsabban fejlddé aga a modern elektronikdnak. Mint a modern szdrakoztatdipar,
mint a kifinomult szabalyzastechnika ¢és informatika elengedhetetlen része lett, széleskort
hasznélata szinte nélkiilozhetetlenné teszi barmely olyan technologia szdmara mely a
kiilvilagbol érkezo hatasokat belsdé digitalis uton kivanja feldolgozni. Ez teszi a DSP
elméletét és gyakorlatat olyannyira fontossd, hogy immar észrevétleniill nemcsak
technologidink hanem életiink, civilizacionk részévé is valt. Mikor autoba iiliink, vagy
replilégépen szallunk a felhdk kozt, hallgatvan kedvenc egyiittesiink CD-jét mind-mind a
DSP vivmanyai, apr6 processzorainak zimmdogése vesz minket koriil, persze nem halljuk
Oket, s gyakran nem is latjuk, de ott vannak, 6rkddnek talan nemsokara minden 1épésiink
felett is.

Ennek a kdnyvnek a célja, hogy hatasos betekintést nytjtson ebbe a technologidnak és
elméleti problémakdrnek az alapjaiba, megfiiszerezve azt a val6 vilag példaival. A konyv
kifejezetten a Veszprémi Egyetemen oktatott Digitalis Jelfeldolgozas tantargy hallgatoi
szamara késziilt, de 6rommel ajanljuk minden kedves érdeklddonek.

1.2. A DSP rendszerek altalanos modellje
( General model of DSP Systems )
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1. 4bra Altalinos DSP rendszermodell

Az 1. abran egy tipikus Digitalis Jelfeldolgozasi Rendszer, roviden DSP rendszer
modelljének felépitését lathatjuk. A DSP altal végzett operaciok a kdvetkezd csoportokba
sorolhatdak:

= Analdg jel, jelek fogadédsa az input csatornan.

* Ezen analdg jelek szdmokkal val6 abrazolasa, digitalizalasa.

* Bizonyos, a funkcidt jelentd szamitasok elvégzése az igy kapott
értékhalmazon.

» A szamok visszakonvertalasa analog jelekké.

Persze kozben az informaci6 feldolgozasra kertil, amit megjelenithetiink, tarolhatunk,
vagy tovabbithatunk is. Maga a modell csupdn 4ltalanossdgban vézolja az ilyen
rendszerek miikodését, a megvalositott megoldasok szétszedhetdek ezen részekre de ezek
kivitelezése, mar az adott technoldgiatol vagy alkalmazastol erésen fligg.
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Tekintsiik most a jelfeldolgozo rendszer részinek kicsit bévebb magyarazatat:
1.2.1. A bemenet és a jelérzékelo

Minden jelfeldolgozasi folyamat egy ugynevezett jel érzékeldvel ( input
transducer ) eszkdzzel kezdddik. Ennek feladata a probléma szamdra fontos
fizikai vagy kémia hatas elektromos jell¢ valo atalakitasa. Ezen folyamat kdzben
a mért jellemzd egy egységes, folytonos jeltartomanyba képzddik le, amely hiien,
a miszer altal biztositott pontossagon keresztiil koveti a fizikai / kémiai
paraméter valtozasat, pillanatnyi értékét. Ez az eszkdz szamtalan format olthet,
lehet példaul egy antenna, de akar egy mikrofon is.

1.2.2. Jelrendezés és simitas

A jelrendezés és simitas legfébb feladata, hogy a jelet, megfeleld tartomanyba
tolja, illetve leképezze, hogy a tovabbi fokozatok szdmara biztositsa a
biztonsagos miikodést, ezenkiviil az artalmas hatasok elleni védelem is ezen
kezdé fokozatban valosul meg. Altalaban erdsiték és levalasztok pl. optocsatolok
képzik ezen fokozatot.

1.2.3. Anti-aliasing sziirés

Maga az anti-aliasing sziir6 egy alul atereszt6 szird. FO feladata hogy az A/D
atalakitd, azaz a mintavételezés szdmara biztositsa a megfeleld jel sebességet,
korlatozva a jel valtozasi sebességét. Ez a része a rendszernek felelds azért, hogy
az egész rendszer maga kovetni tudja a bemeneti jelet és annak valtozasait. Ha a
bemeneti jel tal gyorsan valtozna, a rendszer képtelen lenne kovetni azt, s igy
értékes informaciok veszhetnének el a jelbol.

1.2.4. Analodg / Digitalis atalakité

Az A/D atalakitok legfobb feladata, hogy az analog, azaz a folytonos vilag jeleit
szamokka, értékekké, vagyis jol meghatarozott értékelési rendszerbe alakitsak at,
azaz digitalizaljak. Tipikusan egy ilyen atalakitds diszkrét elektromos
jeltartoményba viszi 4t a jelet, teszi azt a tovabbi részrendszerek szamara
értelmezhetévé. Az A/D atalakitok legfobb jellemzdje a konverzido sebessége
( conversion rate ) illetve a leképezés pontossaga, felbontdsi finomsaga
( resolution ). Mig az elsé a sebességét jellemzi a modszernek addig a masik
megmondja, hogy a kapott diszkrét értékek mennyire lesznek kozel a valos
értékhez. Az A/D atalakitasnak szamtalan modszere 1étezik, ezek targyalasaval a
villamosmérnoki szakkdnyvek foglalkoznak.

1.2.5. Processzor
A ,,processzor” csak elvi elnevezés, inkdbb processzalo elemet nem pedig egy
ténylegesen miikodd processzort jelent, példdul ha célunk a jel erdsitése, egy
egyszerl erdsitd vagy szorzo aramkor is lehet. Ezen rendszerrész f6 feladata az
elvégezni kivant funkcid, algoritmus megvaldsitasa az el6z0 fokozat adatai
alapjan. Lényegében a rendszer lelkét képezi, mitkodésének 1ényegét definialja.

1.2.6. Program és adat tarolas

A program tarolasa, a kivant funkcidét megvaldsitd algoritmus tarolasat jelenti,
mig az adatok ideiglenes tarolasa vagy kiértékelése és tovabbitasa kiilon torténik.
A program kiilon memoridban keriil tarolasra mint az adat, igy ez lehetévé teszi a
gyorsabb mukodést, mivel egy utasitds végrehajtasi ciklus alatt, az utasitaskod
begyljtése €s értelmezése mellett ( fetch ) az adatok kiilon bus rendszeren
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keresztiil keriilnek tovabbitasra vagy beolvasasra. Ezen szamitogép architekturat
a Harvard egyetemen fejlesztették ki igy kapta a Harvard architektura nevet,
legfobb ismérve a fent emlitett adat és program kod kiilon valasztasa szemben a
mai PC-s vilag Neumann alapt szervezésével.

1.2.7. Adat tovabbitas

Az adat tovabbitds és annak megérzése a legfObb erdssége a digitalis
rendszereknek, mert mig az analég jelek a tovabbitas, tarolas, feldolgozas soran
mindenféleképpen sériilnek, atalakulnak, informaciét veszitenek, ( példaul a
magnes szalag oregedése, masolasa ) addig a mar digitalizalt jelek gond nélkiil,
megfeleld eszk6zon akar nagyon hosszil ideig is informacidvesztés nélkiil
tarolhatoak ¢s akarhanyszor felhasznalhatoak miiveletvégzés céljabol.

1.2.8. Adat megjelenités és felhasznaloi interakcio

Nem minden DSP rendszer rendelkezik a felhasznaldi interakcido vagy
adatmegjelenités képességével ( pl. ABS fékrendszer ). Azonban sokszor sziikség
lehet az emberi feliigyeletre, vagy €éppen az emberi tajékoztatas a cél. A funkcid
altalaban kijelzokkel, s par vezérld eszkozzel, ( példaul kapcsoldk, billentyiik )
megoldhato.

1.2.9. Digitalis / Analdg atalakito

Sok DSP rendszernek létezik valamilyen analog kimenete a kiilvilag felé, ezért a
digitalis adatokat vissza kell alakitani elektromos jelekké, fesziiltséggé vagy
aramjellé, amit tovabbi rendszerekhez juttathatunk el. Ezen feladatot végzik el a
D/A atalakitok, melyek kiilonb6z6 rendi tartoszervek alapjan keriilnek
megvalositasra. Tehat a digitdlis vilag jeleit ismét visszahelyezziik valamely
folytonos jeltartomanyba.

1.2.10. Kimeneti simitas

Mivel a D/A atalakitok kimeneti jelei igencsak szdgletesek, tiiskékkel terheltek,
amelyek zavarokat okozhatnak az analdg jeltovabbitds vagy felhasznalés
teriiletén ezért ezeket a jeleket simitani kell egy alul ateresztd szlir6 segitségével.
A kiilonboz6 sziirdk, igy az alul ateresztok késdbbi fejezetek témai lesznek.

1.2.11. Kimeneti erosito fokozat

Altalaban teljesitményersités, vagy impedancia illesztés a fokozat 1ényege, a
jelet a végso rész felé probaljuk meg kondicionalni.

1.2.12. Kimeneti ado

A végleges kimeneti jelet visszahelyezziik a kornyezet valdsagéaba, igy a fesz
vagy aramjelbdl mas fizikai/kémiai jelet allitunk eld. Pl.: antenna, motor, LED,
hangszoro segitségével.

1.2.13. Gyors fejlodés

Mint mér a bevezetobdl is kideriilt ez a teriilet nemcsak gyorsan fejlodik de
igencsak athatja jelenlegi alkalmazasainkat is. Igen sok nélkiilozetlen algoritmust
mondhat magéénak a DSP teriilete:

» FFT ( Fast Fourier Transformation )

= Discrete Cosinus Transformation ( MPEG )

= Kodolasi eljarasok ( Huffman, Trellis, Runlength ... )
= Szlrdk ( FIR, IIR, Kalman, Notch ... )
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Vektor miiveletek ( Dot Products, Cross Product ... )

=  Matrix miveletek

Konvoluciok

Numerikus integralasok, derivalasok és egyéb algoritmusok

Alljon itt néhany példa a jelen kor alkalmazésaira is informalé jelleggel:
GPS ( Global Positioning System )

Rakéta célvezetés ( Missile Guidance )

ABS ( Adaptive Break System )

= Modem

Mobil telefonok ( Cellular Phones )

3D forgatas, grafikai megjelenités, vide6 kartyak

1.3. Jelek és Rendszerek ( Signals and Systems )

Ezen fejezet a jelekkel és rendszerekkel kapcsolatos alapvetd fogalmak tisztazasra és
azon technikai aspektusok, illetve konkrét technikdk kifejlesztésére torekszik, amelyek
nélkiilozhetetlenck annak az analitikai keretnek a felallitasanal, melyekkel a jeleket és
rendszereket elemezni tudjuk. Emiatt, el6szor matematikai leirdsokat és abrazolasokat
vezetiink be, melyek elengedhetetleniil fontos részét képzik a jelek és rendszerek
analizisének. Majd ezekre épitve fejlesztjiik tovabb fogalmainkat és ismereteinket a jelek
tulajdonsagainak és jellemzdinek mélyebb megértése érdekében.

1.3.1. Jelek ( Signals )
Elsdédlegesen vezessiik be az alabbi alapfogalmakat:

1.1 Definicio: A jelhordozo
Jelhordozonak neveziink minden olyan fizikai, kémiai és gazdasagi valtozot
amely a vizsgalt rendszerben szerepel.

1.2 Definicio: Jellemzd
Minden olyan jelhordoz6 amely lényeges az adott rendszerben

1.3 Definicio: A jel
Jelnek nevezziik a jelhordozo pillanatnyi értékét vagy annak megvaltozasat.

A jelek elég széleskort fizikai jelenségek sokasagat irhatjak le. A jeleket
tobbféleképpen lehet abrazolni, de minden esetben, a jelben rejld jellemzd
valtozasa hordozza az informéciot, amirdl a jelenség viselkedésére, természetére
vissza tudunk kovetkeztetni. Példaul az emberi hangképzd rendszer ugy general
beszédet, hogy rezegteti a hangszalakat, és ily modon akusztikai nyomas
valtozasokat (fluktuaciot) idéz eld. Ezeket a nyomas valtozasokat nevezhetjiik
jelen esetben jelnek.

A 2. abra sémajara, grafikonon abrazolhatjuk ezeket a nyoméasvaltozasokat,
miutan érzékelésiik, mérésiik megtortént. Egy ilyen mérést konnyen
elvégezhetiink példaul egy mikrofon segitségével. A mikrofonnal az akusztikai
nyomast tudjuk érzékelni, és az igy felfogott informacidt a mikrofon fesziiltség
jelle alakitja at. Ezt a fesziiltség jelet, pedig tovabbi feldolgozas gyanant
eltarolhatjuk, vagy tovabbithatjuk, ugyan olyan elvi megfontolasok alapjan, mint
ahogy az emberi hallészervek mitkodnek.

Masik  példaként  vegyliik egy  monokromatikus  képet, amely
a 3. abran lathato.
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3. abra Monokromatikus kép

Ebben az esetben a képpontok fényesség valtozdsanak mértéke a fontos. Ezen
informécio hordozonak valtozasat a 2. dbra abrahoz hasonléan szemléltethetjiik.
Ezt tettiilk meg a 4. dbran.

Azonban a jelek leirdsara nem elég pusztan 1étezésiik ismerete. Ahhoz, hogy
egységes leirast tudjunk rajuk bevezetni, mely megfeleld fogalmi és miiveleti
képességekkel bir, matematikai eszk6zokhoz kell nyulnunk. Matematikailag ugy
abrazolhatjuk a jeleket, mint egy vagy tobb fliggetlen valtozonak a fiiggvényeit.
Ezen valtozoknak hatdsosnak kell lenniiik, azaz megvaltozasuktdl valamilyen
moddon fiiggenie kell a jel altal hordozott informéacionak. Erre lehet jo példa a
hangjel: Tegyiikk fel, hogy p(t), az egy pontban mért akusztikai nyomas
figgvénye az id6nek. Mivel az id6 eldérehaladtaval valtozik a nyomads, az
informacio atvitelre keriil példaul a fiiliink és a hangszer kozott. Természetesen
tudjuk, hogy a valésdgban a mért nyomds nem pusztdn az id6t6l hanem a
valtozast 1étrehozé hangszertdl, a kornyezettél, a homérséklettél ¢és még
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szamtalan egyéb valtozotol is fligg, de jelen esetben mindezek egységes leirasat
biztositja ezen valtozok hatasainak az id6 mulasava valé attranszformalasa.

N

. abra Képpontok fényesség valtozasa

Ilyen példa lehet egy pillanatnyi kép is, mintegy fényességfiiggvény a
dimenzio 2 térbeli valtozojara nézve:

b(x,y) =f(x,y)

Mi fejtegetéseinkben altalaban csak egy fliggetlen valtozdval dolgozunk, ami
legtobb esetben az id0 t, de mas teriileteken a fiiggetlen valtozok szama tobb
lehet mint egy, példaul:

» Geofizikdban

o stlirliség ( density )

o porozitas ( porosity )

o ellenallas ( electrical resistivity )
= Meterologidban

o légnyomas ( air pressure )

o hoémérséklet ( temperature )

o szélsebesség ( wind speed )

5. abra Toébbvaltozos jel

Az 5. dbra példa ilyen tobbvaltozos jelre. Meterologiai példat véve a fenti
abra lehet akar a tipikus évi atlagos szélsebesség, mint a magassag fiiggvénye.
Az ilyen tipusi mérések, és ezek fiiggvényekkénti abrazoldsa elengedhetetlen a
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1égi kozlekedésben, ahol minden magassagon figyelembe kell venni az idéminta
alapjan a szélsebességet, hisz felszallasnal és leszallasnal ez igen fontos.

1.3.1.1. Jelek csoportositisa

A jelek fliggetlen valtoz6it matematikailag tobb féle képen csoportosithatjuk.
Legfobb csoportositasi modként meg kell kiilonboztetniink a diszkrét és a
folytonos valtozokat. Azt hogy egy valtozod diszkrét vagy folytonos minden
esetben az donti el, hogy milyen halmazt tekintiink értékkészletének. A diszkrét
valtozok értékei az egész szdmok halmazarol keriilnek ki, mig a folytonos
valtozok értékei a valds szdmok halmazéan definidlhatd intervallumok elemei
koziil. A valtozok azon tulajdonsagaval, hogy milyen intervallumrdl valasztjak
értékeiket a halmazokon beliil, nem foglalkozunk.

Ezen elgondolasokra tdmaszkodva a jeleket két nagy csoportba sorolhatjuk a
fiiggetlen valtozoik alapjan:

= Folytonos valtozéju jelek. Olyan jelek, amelyeknek minden fiiggetlen
valtozoja folytonos. A mi vizsgalataink szerint az ilyen csupéan az id6tol
folytonosan fiiggd jeleket folytonos idejii jeleknek ( Continuous Time
Signals ) azaz CT (jelolés) nevezziik. A folytonos idejli jelek, a sajat
értelmezési tartomanyukon beliil barmely két idépont kdzott végtelen sok
értékre vannak definialva (folytonossag tulajdonsaga), ezért barmely
idépontra felvesznek értéket. Ilyen jelre példa a 6. dbra.

x(t)

\_’//\

0 t

6. abra Folytonos valtozoju jel

x[n]
*x[O]
x[—=1] | x[1] <(2]
o IL‘* 2I IITHTT?.'O
l -6 l l 012345678290 n

7. abra Diszkrét valtozoju jel
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Diszkrét valtozéju jelek. Olyan jelek amelyeknek minden fiiggetlen
valtozdja diszkrét értékli. A mi vizsgélataink szerint az ilyen csupan az
1dotol diszkréten fiiggd jeleket diszkrét idejli jeleknek ( Discrete Time
Signals ) azaz DT (jelolés) nevezziik. A diszkrét idejli jelek csak diszkrét
idokre vannak definialva, ezért mindig csak meghatarozott id6kozokben
vesznek fel értékeket, és az 1dok6zok kozott nem definidltak. Ilyen jelre
mutat példat a 7. dbra.

A beszéd hangjele, mint az id6 fliggvénye, vagy a légnyomdas mint a
magassag fliggvénye példak folytonos idejii jelekre, de a hetente megjelend
tdzsdei index mar a diszkrét idejii jelek osztalydba tartozik. Hasonld példakat
talalhatunk diszkrét jelekre a demografiai tanulmanyokban: iskoldzottsag,
blindzés, fizetés.

A tovabbiakban hasznaljuk az alabbi jeloléseket:
t - folytonos idejli jelek valtozoja. te R.
n - diszkrét idejl jelek valtozoja. ne N.

A diszkrét idejli jelek érdekes tulajdonsaga, hogy olyan jelenségeket is le
tudnak irni, ahol a fliggetlen valtozo az idoben folytonos volt, de szukcessziv
minta vételezésben részesiilt. Ilyen mintavételezést mutat be 8. abra.

fit) fluAL)
At /‘“'“‘l\
LA
¥ ‘]E 3
t t
fit) flLATL)

e

I
UL

8. abra Szukcessziv mintavételezés

A mintavételezési eljarasokat az alabbi harom nagy csoportba sorolhatjuk:

A jeltdl fiiggetlen mintavételezés, ekvidisztans idokozonként. Az ilyen
mintavételezést megvaldsitd rendszert linearis, rogzitett lefolyasu
mintavevo rendszereknek nevezziik.

A jeltdl fiiggd mintavételezés, amikor a valtozds sebességének
novekedése kiszamithatatlanul és drasztikusan ingadozik igy hol
pontosabb, hol kevésbé pontosabb abrazoldst igényel, vagy gazdasagi
okokbol a mintavételezés gyakorisagat valamilyen jellemzének a
valtozasahoz kotjiik. Ezeket nem linedris, jeltdl fliggd mintavevd
rendszereknek nevezziik.

Statisztikai mintavételezés, altalaban a manualis mintavételezés tartozik
ide.

A folytonos és diszkrét jeleket kiilon, de parhuzamosan fogjuk elemezni, és
igy ha az egyik elméletében jobban sikeriilt elmélyedni, akkor a masik
megértéséhez is segitséget kaphatunk. A mintavételezésre visszatériink késdbb.
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Tovabb vizsgalodva a jelekbdl felépiil6 vilagban lathatjuk, hogy mas modon
is megkiilonboztethetjiik 6ket egymastol, azaz, azok matematikai csoportositasat
mas Uton is megtehetjiik.

A jeleket csoportosithatjuk értékkészletiik szerint is, igy megkiilonboztetiink:

= Folytonos
Folytonos értékkészletli jeleknek nevezziik azokat a jeleket, amelyek
barmilyen valds értéket felvehetnek egy intervallumon beliil, ezért nem
definialhatd értékkészletiik véges halmazként. Példaul ilyen jel egy
egyszerl f(t)=cos(t) fliggvény is (9. dbra).

9. dbra Folytonos értékkészletii jel

= Szakaszos
Azokat a jelek nevezziikk szakaszos értékkészletii jeleknek, amelyek
értékeiket csak egy elére meghatirozott, véges sok értéket tartalmazod
halmazbol vehetik fel. Ilyen jelek az idedlis binaris jelek, de emlithetjiik
még a konstans, illetve a lépcsds fliggvényeket is. Ilyen jelre példa
a /0. dbra.

x(t)

0 t

10. abra Szakaszos értékkészletii jel
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Egy tjabb csoportositasi lehetdséget ad a jelek hatarozottsaga:

Determinisztikus

Determinisztikusnak neveziink minden olyan jelet, amelyet létrehozo
kolesonhatasok a megfigyeld, vagyis az adott rendszer szdmara
egyértelmiien €s pontosan definialtak. Ebbe a csoportba tartozik barmely
olyan jel, amellyel eddig analizisbdl vagy a matematika nem valoszinliség
szamitasra alapulo részérdl foglakozott a kedves olvas6. Ezen jelek két
nagy csoportra oszlanak, a periodikus €és a nem periodikus jelek
csoportjara. A determinisztikus jelek csoportositdsat mutatja be
all. dbra.

Determinisztikus
Jelek

Periodikus Nem Periodikus

Jelek Jelek

Szinuszosan
Periodikus Jelek

Alltalanosan Kvazi Periodikus Tranziens
Periodikus Jelek Jelek Jelek

11. abra Determinisztikus jelek csoportositiasa

o Periodikusnak neveziink barmely olyan jelet, amely szabalyosan
ismétlodo jel részek sorozataként all eld. Legegyszeriibben ugy
definidlhatéak, hogy fliggetlen valtozdjukon alkalmazott, a jeltdl
figgd T konstans tolas esetén, a jel értékei barmely pontban
megegyeznek az eredeti jel értékeivel, azaz x(t) = x(t+T). Erre

példa a /2. abra.

NVAV.AVAVAY

—2T

12. abra Folytonos periodikus jel

Ahol T >0 valés szam. Azt a legkisebb T szamot, amelyre ez
teljesiil a jel alapperiodusanak nevezziik és T, -val jeloljiik. Ha a

jel periodikus T, -val akkor tetszéleges m egész szamra igaz, hogy

x(t)=x(t+m-T,), barmely t —re

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas

14

A periodikussag azonban nemcsak folytonos hanem diszkrét
id6ben is tulajdonsaga lehet egy jelnek. Ilyen diszkrét periodikus
jel lathato a /3. abran. Ha viszont periodikus, akkor l1étezik olyan
N természetes szdm amelyre:

x[n]=x[n+N]

“h"l l,,rl
Rl

13. abra Diszkrét periodikus jel

Azt a legkisebb N szdmot amelyre a fenti egyenlet fen all a jel
alapperiodusanak nevezzik ¢és N -lal jeloljik. Ha a jel

periodikus N, -lal akkor tetszéleges m egész szamra igaz, hogy:
x[n]=x[n+m-N;], barmely n-re

Persze meg kell jegyezniink, hogy tetszéleges T-re vagy N-re, ha
fenn allnak az egyenletek, akkor azok m szeresére is teljesiil az
egyenldség. Tehat a jel nem csak az alapperiddusdval hanem
annak tobbszordseivel is periodikus.

Magat a periodikus jeleket két nagy csoportba szedhet;jiik:

» Szinuszosan periodikus-nak neveziink egy jelet ha
folytonos esetben eldall az alabbi alakban:

x(t) = Re[A- ej(‘”‘)‘”q))J

ahol Re a valos részt jelolo fliggvény, 4 az amplitado, o,

az alap korfrekvencia, @ pedig a kezd6fazis. Ilyen jel
lathat6 a 4. dbran.

x(t) = A cos (wyt + @)
2m
Tg = — —
A+ ° wo
A cos qb/
X

14. dbra Szinuszosan periodikus jel
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= Altalanosan periodikus egy jel, ha szinuszosan nem
periodikus de Ilétezik olyan T >0 wvaldés szam, hogy:
x(t)=x(t+T) barmely t iddpillanatban. Ilyen jel a
15. abran lathat6 folytonos jel is.

x(t)

L

-T 0 T t

15. abra Altalanosan periodikus jel
Az ilyen jelek felirhatdak az alabbi alakban:
x(t)=A,+ i (Ancos (nw,t)+B, sin (na)ot))
" —oo <t <400

o Nem periodikus jelnek neveziink barmely olyan jelet, amely nem
periodikus. Ezeket a jeleket aperiodikus jeleknek nevezziik és az
alabbi csoportokba sorolhatjuk.

» Kvazi periodikus jelek csoportjaba tartozik egy jel, ha az
alabbi alakban megadhato:

x(t)=A,+ i(An cos(o,t)+B, sin(mnt))
n=]
—oo <t <400

Fontos megjegyezni, hogy a f6 kiilonbséget az adja, hogy
itt nincs egységes alapfrekvencia, amelynek tobbszordsein
léteznek a felharmonikusok, hanem egyedi frekvencia
komponensek alkotjak a spektrumot. Erre példa a 76. dbra.

X(t)

s 0 5 0 5 10 15

16. abra Kvazi periodikus jel
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= Tranziens jel-nek nevezziink egy jelet ha teljesiil ra az

alabbi egyenlet:
sz (t)dt < oo
Erre példaa 17. abra.
x(t)

T T T T

0.5

0.5
5

17. abra Tranziens jel

= Sztochasztikus
Azokat a jeleket nevezziik sztochasztikusnak, amelyeket 1étrehozo
kolesonhatdsok nem, vagy csak részben ismertek a megfigyeld, vagyis az
adott rendszer szamara. Lehetséges, hogy a jel wvaldjaban
determinisztikus, de mi mégis sztochasztikusként banunk vele mivel
determinisztikus leirds igen bonyolult lenne. Ilyen jelet mutat be

a l8. abra.
x(t)
ety A
) Probability density function
f(e.t2) 4
\/
f(e.ta) A
ts
to f(e.t)
\/
: s
3 tJ\L
g

g

18. abra Sztochasztikus jel
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A sztochasztikus jelek is csoportosithatéak, mint ahogy azt a 19. ébra is

szemlélteti:
Sztochasztikus
Jelek
Stacionarius Nem Staciondrius
Jelek Jelek
Ergodikus Nem Ergodikus
Jelek Jelek

19. abra Sztochasztikus jelek csoportositasa

o Stacionarius jeleknek nevezziik azokat a jeleket, amelyek idébeli
allandosaggal  birnak. A kés6bb  megismerésre  keriild
id6invariancia fogalommal rokon ez a sztochasztikus esetbeli
stacionariussdg. Pongyolan fogalmazva: kovetelmény hogy a
folyamat mellyel a jelet leirjuk allandd szodrassal és varhato
értékkel rendelkezzék ha 1étezik szorasa és varhato értéke.

o Nem stacionariusnak neveziink minden olyan sztochasztikus
jelet amely nem stacionarius.

Az informécio megjelenési formdja szerint is csoportosithatunk:

= Analég
Analdg jeleknek nevezziik azokat a jeleket, ahol a reprezentalt informacio
végtelen sokféle képen jelenik meg.

» Digitalis
Digitalis jeleknek nevezziik azokat a jeleket, ahol reprezentalt informécio
valamely elére definialt kodoldson keresztiil dbrazolt és jelenitett meg,
nem maga a jel valtozdsa, hanem annak mértéke reprezentilja az
informaciot, az adott abrazolas értelmében.

1.3.1.2. Miiveletek a fiiggetlen valtozoval

A matematikai leirds soran sokszor taldlkozunk az alabbi problémaval. Az
adott jel valtozasat valamilyen kiinduld id6pontbol kivanjuk vizsgalni, azaz
példaul a berendezés beinditdsa utdn milyen fesziiltséget mériink annak
valamelyik kimenetén. Tegylik fel, hogy az itt megjelend jelet az

x(t) = cos(t)

fiiggvény irja le. Azonban ha mi ezt egy kiils6 idéponthoz kivanjuk igazitani,
példaul a ventillator bekapcsolasanak idOpontjdhoz, azaz t=0 a ventillator
bekapcsolasanak idejekor, akkor a cos(t) jelet megfeleld moddon kell
korrigalnunk, hogy azaz adott idopontban a helyes értéket mutassa, ezért a
fliggetlen véltozojat megfeleld nagysagu értékkel el kell tolni. gy lathato, hogy
csupan ilyen apr6 probléma maris komolyan indokolja, hogy képesek legyiink a
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crer

crer

1.3.1.2.1. Tiikrozés, avagy a fiiggetlen valtozo eldjel valtasa

Vannak olyan esetek, amikor a fliggetlen valtozo eldjelét kell transzformalunk,
példaul, hogyha x(t) egy audio jel egy kazettdn, akkor x(—t) nem mas, mint
ugyanannak a felvételnek a lejatszasa, de visszafelé. Erre példa a 20. dbra.

x(t)

_/

0 \/ t

(a)

x(—t)

\ \

N o t

(b)

20. abra (a) folytonos jel x(t) , (b) a jel tiikrozése a fiiggetlen valtozdja altal

1.3.1.2.2. Tomorités és nyujtas, avagy szorzas és osztas konstanssal

Ha az elébbi példara gondolunk, akkor

x(2t)

azt jelenti, hogy dupla sebességgel jatszom le a kazettat, mig az

{3)

azt, hogy félsebességgel végzem el a lejatszast. Ez alapjan tetszbleges c
konstanssal szorozva a jel fliggetlen valtozojat elmondhatjuk hogy ha

= |c| > 1 ajel valtozasi sebességét gyorsitjuk, igy a jel 2D koordinata
rendszerbe dbrazolvan a ¢ tengely mentén zsugorodni latszik (21. dbra)

= Ha viszont |c| < 1 akkor a jel valtozasi sebességét lassitjuk, azaz a jel alak
sz¢élesedni, hizni latszik. (21. abra)
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x(t)

AN

x(2t)

A

x(t/2)

t

21. abra Folytonos jel tomdritése és nyujtasa a fiiggetlen valtozo skaldzasa altal

x[n]

M,

x[n=ngl

No

22. abra Diszkrét jel idotolasa
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1.3.1.2.3. Idétolas, avagy dsszeadas és kivonas konstanssal

Ha az id6 tengely mentén szeretnénk eltolni a jelet, a fenti példa elgondolésa
alapjan, ezt konnyen megtehetjiik a jel fiiggetlen valtozojanak és egy
konstansnak az dsszegeként. Igy az x(t) jelelt t,-al késeltetve, azaz a koordinata

rendszerbeli szemléletes dbrazolds alapjan jobbra tolva kapjuk az x(t—t,) jelet.
Ezt az eltoldst mutatja be a 22. dbra.

Azokat a jeleket, amelyeket igy fejeziink ki olyan alkalmazasokban hasznaljak,
mint a szondr, a szeizmikus jelfeldolgozas (seismic signal processing), vagy a
radar, ahol a vevok kiilonb6zd helyeken olyan jeleket érzékelnek, amelyek
valamilyen médiumon keresztiil hatolnak (viz, k6, levegd). Ezekben az
esetekben a jel terjedési idejében keletkezd kiilonbségeket kiszamithatjuk a
kibocsatott jel origdjatol, egy egyszerli iddeltolassal, a kapott jel és a két vevd
altal mért jelek kozott.

1.3.1.2.4. Fiiggetlen valtozoé cseréje

A fiiggetlen valtozokkal lényegében Ugy banhatunk, mint a matematikai
valtozokkal. Kicserélhetjiikk Oket tetszéleges mas valtozoéra, hogyha fel tudunk
irni egy egyenletet az eredeti és az 0j valtozd kozott. Példaként tekintsiik az
alabbi egyenletet:
¢ (ur8)
4

+ cos(u),

ilyen modon a ,,t” fliggetlen valtozot ki tudjuk fejezni, és helyére az egyenl6ség
jobb oldalét tudjuk illeszteni, mig visszafelé ez mar nem lenne lehetséges hisz az
,U7 valtozét nem tudjuk kifejezni t 4ltal matematikai transzformaciod
segitségével. Ugyanakkor a fliggetlen valtozok cseréjének hasznalata nagyon
fontos olyan esetekben, amikor a jelek sajatosabb tulajdonsagait probaljuk

meghatdrozni, mint ahogy ezt az alabbi fogalmak is mutatjak.
1.4 Definicio: Paros ¢€s paratlan jelek

Az x(t) jelet parosnak (even signal) nevezziik, ha az megegyezik az y tengelyre
vett tlikorképével. Ezt matematikailag megfogalmazva, a jel pontosan akkor
paros, hogyha teljesiti az alabbiakat, mind folytonos, mind diszkrét esetben:

EV{X(t)}, EV{X[n]}
x(—t) = x(t)

x[—n] = x[n]

o] 1

23. abra Paros folytonos jel
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Az x(t) jelet paratlannak (odd signal) nevezziik, ha az megegyezik az origora vett
tilkorképével, azaz:

Odi{x(t)}, Od{x[n]}
x(—t) =—x(t)

x[—n]=—-X|[n]

24. abra Paratlan folytonos jel
A paratlan fiiggvények értéke sziikségszeriien 0 a t =0; n =0 iddpontban.
A kovetkezd allitas igen fontos tény a jelfeldolgozas teriiletén:

1.1 Allitds - Felbontas tétele

Barmely jel szétvalaszthato paros €s paratlan fliiggvények Gsszegére. Két paros,
vagy paratlan jel szorzata mindig paros, mig egy paros és paratlan jel szorzata
mindig paratlan.

Paros komponense a jelnek:

B fx (0} = 5 [x(0)+ x (- 1]

Paratlan komponense a jelnek:

0d fx (1)} = S [x ()~ x(- V)]

1.1 Példa: A diszkrét egységugras jel felbontasat lathatjuk a 25. abran.

1.3.1.3. Alapvetd folytonos jelek

Ebben a fejezetben bevezetésre keriil néhany igen fontos, folytonosideji jel.
Ezek a jelek nem csupan azért fontosak, mert igen gyakran fordulnak el a
természetben, hanem azért is, mert ezek a jelek szolgdlnak mas jelek
épitdelemeiként, alapvetd részeiként. Ebben és a kovetkezd fejezetekben latni
fogjuk, hogy ezekkel az ¢épit6é elemekkel létrehozott (felépitett) jeleket sokkal
konnyebben és mélyebben tudjuk elemezni és megérteni, mind jel és mind
rendszer sajatossagi szempontbol.

Harom ilyen alapvetd jelet definidlunk:
= Folytonos ideji komplex exponencialis fliggvény
= Egységugras fiiggvény
=  Egység impulzus fliiggvény
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1.3.1.3.1. A folytonos idejii komplex exponencialis fiiggvény
Ezen fliggvényosztalyba tartozo fliggvények az alabbi képlettel definidlhatoak:
x(t)=C-e"'

ahol ,,C” és ,,a” valds szamok, amelyek mint paraméterek befolyasoljak a jel
alakjat és viselkedését. Ezen paraméterek értékeitdl fiiggden a komplex
exponencialis jel tobb karakterisztikat felvehet, ezeket az alakokat a 26. dbran

lathatjuk .
1,n>0
x[n] =
0,n<O0
| ]
> e e R
-3—2-1 0 1 3 n

12,n<[}
Sv{x[n]} =<1,n=0
%,n>0

() iy

(SE e

- —

opf—e
B =

N

W [

n
-Ji,n-c:O
Gd{x[n]}= 0.,n=0
%,n,‘?(}
1
2
e 1T
. & 1
l l l 0 1 2 3 -

25. abra A diszkrét egységugras jel felbontasa paros és paratlan komponensre

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas 23

x(t)

(a)

x(t)

C

\

t

(b)
26. abra Valods exponencialis jelek (a) a>0(b) a<0

Ha a>0 akkor a jelet exponencialisan ndvekvének, ha a<0 akkor
exponencialisan csokkendnek ha pedig a=0 akkor konstans fiiggvénynek
nevezziik.

Ezek a fliggvények sok a természetben el6fordulo jelenséget leirnak, mint:

Exponencialisan novekvo Exponencialisan csokkeno
populacidé szam atomrobbanaskor radioaktiv bomlas
komplex kémiai reakciok RC aramkor valasza
idedlis Onvisszacsatolds csillapitott mechanikai rendszerek

Azonban az ,,a” paraméter értékének valaszthatunk komplex szamot is igy kapva
komplex exponencidlis fiiggvényt.

X(t) = C-e* "

Ha viszont teljesen imaginarius lesz a valasztott ,,a” paraméteriink akkor az
exponencialis jelek egyik igen fontos csoportjahoz érkeziink el.

x(t) = e!™"
Ebben az esetben tudjuk matematikabol, hogy:

x(t)=e' =1
ha ®, =1/T -re valasztjuk akkor

elt — ol®l(tHT) _ gyt oionT _ ont

mivel, e!*" =1
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fgy belattuk hogy ez a jel periodikus, mégpedig T, =1/, alapperiédussal. Az
ilyen jeleket szinuszosan periodikus jeleknek nevezziik, mivel Euler képlete
szerint:

e’ = cosw,t+ j-sinm,t

+jot L -jot +jot —jot

e +e
2

sin(wt) = 2—‘6 , cos(wt) =
J

Ezen elgondolésok alapjan a komplex exponencialis jeleket szinuszos jeleknek
tudjuk megfeleltetni. A legegyszeriibb ilyen jelre példa lehet a 27. dbran abrazolt
sin(t) fliggvény.

AN

27. abra Szinusz fiiggvény

Definialhatjuk az aldbbi fogalmat is:
1.5 Definicio: Frekvencia

_ 9 1

‘" 2n T
Ami a ciklusok masodpercenkénti gyakorisdganak mérd szama, tehat azt jelenti,
hogy hany periodus jatszodik le masodpercenként. Mértékegysége Hz (Hertz).

Szinuszos ¢és a komplex periodikus exponencidlis jeleket elég sok fizikai
folyamat jellemzésére hasznaljak:

= Egy LC 4ramkdr valasza szinuszos. Mivel ez az elektronikai elrendezés
egy rezgOkort alkot, ahol az energia a tekercsbdl atvandorol a
kondenzatorba és forditva, kozben szinuszos rezgést hozva 1étre az ide-
oda véandorlas hatdsaként.

= Egy rugbhoz rogzitett test szinuszosan csillapodd harmonikus
rezgdmozgast végez.

= Az akusztikus nyomasvaltozds, mely egy zenei hangnak felel meg
ugyancsak egy szinuszos rezg0 mozgas

Béarmely szinuszos jel felirhatdo periodikus komplex exponencidlissokkal,
ugyancsak az alap periodusra nézve:

Aol A
A-cos(, t+ (p)=?e”)e]“’°t+3e"”’e Joo!
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Latszik, hogy a két exponencialisnak komplex egyiitthatdi vannak. Kifejezhetjiik
a szinuszos jeleket komplex exponencialis jelekkel is:

A-cos(m,t+¢)=A-Re {ej(‘”(’”“’)}

A-sin(o,t+ )= A- Im{ej(""’”‘p)}
ahol ha ¢ egy komplex szam, akkor Re{c} a szdm valds részét, mig Im{c} a c
komplex szdm imaginarius részét jeloli.
Megismertiik, hogy T, alap periddusa egy folytonos idejii szinuszos jelnek, vagy

egy periodikus komplex exponencialisnak, forditottan aranyos az |(00|—al, amit a

jel alapfrekvencidjanak neveziink. A 28. abran példat lathatunk kiilonb6zo
alapperiodust jelekre:

x, (1) = cos wyt

(a)

X, (t) = cos wyt

AAAS

(b)

X5 (t) = cos w,t

()

28. abra Kiilonbo6zo6 alapfrekvencidju periodikus jelek,
0, >0, >0;,azaz T, <T, <T,
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A tovéabbiakban a periodikus komplex exponencialisok kdzponti szerepet fognak
jatszani a jelek és rendszerek targyaldsdban, mivel a folytonos jelek
felbonthatoak ilyen exponencidlis fiiggvényekre, ha segitségiil vessziik a masik
két elemi fliggvényt is, ami a kdvetkezo részben kertiil definialasra.

Elég sok esetben hasznos a harmonikusan kapcsolt ( harmonically related )
komplex exponenciadlisok fogalmanak a bevezetése, ami nem mas, mint a
periodikus exponencialisok olyan alapfrekvencidkkal wvald felirdsa, amely
tobbszorose egy pozitiv o, frekvencidnak:

o () =e™"", k=0+1,%2,...

Ha k =0, akkor o, (t) konstans értékii jel. Bar a definicid szerint ez is periodikus

jelnek szamitana 0 alapperidodussal, azonban az egyértelmiiség kedvéért mégsem
nevezziik ezen jeleket periodikusnak, mivel ez értelmezési problémakat sziilne.

Azonban minden mas értékére a k-nak, ¢, (t) periodikus a 2w/ (|k|-c)o)

periddussal vagy |k| -m, alapfrekvencidval.

A ,harmonikus” szénak, vagy terminusnak, a hasznalata megfelel példaul a
zenében haszndlatos fogalomnak, ahol a tonusokat fejezik ki éltala, mely az
akusztikus nyomds valtozdsabol harmonikusan kapcsolt frekvencidkon
keletkezik. Tehat legaltalinosabban a komplex exponencialis kétféleképpen
interpretalhato:

= valds exponencidlis,
= komplex periodikus exponencialis, ami tisztdn imaginarius kitevdju.

Egy tetszdleges komplex exponencidlis fliggvény felbonthatdé harmonikusan
kapcsolt alakra. Ez esetben

C =|Cle”
és
a=r+jo,
Targyaljuk ezt a képletet r szerint:
Ce" = |C|ej9e(”j“’°)t =|c

et ej(m0 t+0)

Tehat a valés és imaginarius része a komplex exponencidlis fliggvénynek
szinuszoidalis.

Ce" =|C|e" cos(e,t+0)+ j|C|e" sin (w,t+0)
Ce" =|C|e" cos(w,t+0)+j|C|e" cos(mot + 9—%}

Viszont egy szinuszoidalis jel megszorozva egy ndvekvd exponencidlissal
ugyancsak harmonikus exponencialis jelet ad. (29. abra)

x(t)=Ce"cos(w,t+0), r>0
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e r\;/\,\/\\/[\ t
V)

29. abra Novekvo szinuszoidalis, r > 0

P,

Egy szinuszoidalis jel megszorozva egy csokkend exponencidlissal is
harmonikus exponencialis jelet ad. (30. dabra)

x(t)=Ce"cos(0,t+0), r<0

\\
[\ /\ | AN

30. abra Csokkeno szinuszoidalis, r < 0

Lathatd, hogy Ce™a komplex exponencialis nagysagat, avagy amplitidojat adja
meg. Ezért a szaggatott vonalak, azaz ezen fliggvény értékei, gyakorlatilag
burkold gorbéi a szinuszos rezgésnek, olymddon, hogy az oszcillacié cstcsai
épp, hogy megérintik a burkologorbét. Ily mddon lathatéva valik az oszcillacid
amplitidé nagysaganak valtozasa az id6 eldrehaladtaval.

Egy szinuszoiddlis jel megszorozva egy csokkend exponencidlissal egy
csillapitot ( damped sinusoid ) szinuszos rezgést ad. Erre a tipusu jelre jo példa az
elektromos halézatokbol, mar igen jol ismert RLC korok valasza, vagy olyan
mechanikai rendszereké, ahol a csillapitd €s visszahatd erdk egyszerre 1éteznek,
mint példaul az auto6 felfliggesztési rendszere.

1.3.1.3.2. A folytonos idejii egységugras fiiggvény

A jelfeldolgozas teriiletén rendkiviil fontos jel az egységugras fiiggvény. Az
egységugras fiiggvény leginkabb egy idedlisan mikodo kapesold kimenetét irja,
le ha a bekapcsolas pontosan t =0 -ban torténik. A bekapcsolas eldtt a kimenet 0
majd a bekapcsolads utan pedig 1. A bekapcsolas kozben, azaz t=0-ban a
fliggvény matematikailag nem definidlt, azonban mi a tovabbiakban gy vessziik,
hogy itt is értelmezett és értéke 1. Igy a kapcsolasi jelenség 0 id6 alatt jatszodik
le. A fenti modon leirt fiiggvény tehat:
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ft) = 1(t) = u(t)

® 0; t<O0
u =
1; t>0

u(t)

0 t
31. abra Folytonos idejii egységugras fiiggvény

Természetesen alkalmazhatunk az igy bevezetett fliggvényre id6tolast, azaz a
bekapcsolas idejét nem feltétlenil kell a t =0 id6éponthoz kotni. Legyen most ez
T >0 idépontban. Ekkor:

f(t) =u(t—1)

u(t-7)

0 T t
32. abra Eltolt folytonos idejii egységugras fiiggvény

Azonban a bekapcsolasi jelenségek utan ritkén jon 1étre 1 értékili konstans jel, igy
ha az 1(t) fiiggvényt c = konstans értékkel szorozzuk akkor tetszdleges konstans
figgvényben folytatodhat tovabb a jel, a bekapcsolds idépontja utan. Viszont
nem csak konstans értékkel szorozhatunk, tetszéleges f(t) folytonos fiiggvényre,
is értelmezhetjiik a

g(t) =f(t)-u(t—1)

ugynevezett bekapcsolasi jelenséget. Erre lathatunk példat a 33. abran.
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33. abra Példa a g(t) fiiggvényre
De ugyanigy értelmezhetjiik a kilép6 fliggvényt is (34. dbra) amelyre:

f(t)=1-u(t)
1-u(t)

0 t
34. abra Folytonos kilépé fiiggvény

Természetesen tetszéleges f(t) folytonos fliggvényre, is értelmezhetjiik a kilépd
fliggvény altal definialt kikapcsolasi jelenséget (35.dbra):

g =f(t)-d-u®)

& : : : i ;

————————————————————————————————————————————————————

—————————————————————————————————————————————————————

35. abra Példa az f(t) fiiggvényre
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fgy definialhatjuk az atvitelt okozo fiiggvényt, amely az atkapcsolas jelenségét
irja le idealis esetben. Ha f|(t) és f,(t) folytonos fiiggvények akkor:

g =1,(t)-(I-u(t=1) +£,(t)-(u(t-1))

el 04 0 0. 1 15 2 25 5]

36. abra Példa a g(t) fiiggvényre, T =1 esetén

A kovetkezOkben vizsgaljuk meg a fliggvény matematikai tulajdonsagait. Az u(t)
egységugras fiiggvény a t=0 1id6pont, kivételével mindenhol derivalhatéd
matematikai értelemben, és derivaltja mindenhol 0. Mivel t =0-ban a derivaltja
+o0 lenne, hisz 0 id6egység alatt ugrik fel 1-re, ezért az analizis szabélyai szerint
itt nem létezik a derivaltja. Azonban bevezetvén egy formadlis derivaltat, mely
megengedi az ilyen véges ugrassal rendelkezd fiiggvények derivalasat, az u(t)
fliggvény derivalt fiiggvényeként olyan fliggvényt kapunk, amely mindenhol 0
értekli kivéve a t=0 pontot ahol értéke +oo. Ezt nevezziik Dirac-delta
fliggvénynek, avagy egység impulzus fliggvénynek.

1.3.1.3.3. Egység Impulzus fiiggvény

Az elébbiek alapjan tehat, ha a formalis derivalast ,, > ” szimbolum jeloli akkor,
tetszOleges véges ugrasokkal rendelkezd f(t) fliggvényre:

£i(t) = m, ha Iétezik a derivaltja a t ponban

oo, ha véges ugrast végez a t pontban
fgy értelmezhetjiik u(t) formalis derivaltjat ( a konyv késobbi részeiben a

derivalas alatt formdlis vagy matematikai derivalast értiink az ott értelmezett
fiiggvény tulajdonsagai értelmében ):

o0 mat0]
YO=1 hat=of 70

Ezt a derivalt fliggvényt, d(t) nevezziik Dirac-deltanak, vagy egység impulzus
(unit impulse ) fliggvénynek, amit a 37. abran lathatunk.
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5(t)

0 t
37. abra Egység impulzus fiiggvény

A fent emlitettek alapjan bevezethetiink egy formalis integralast is, ami szerint:
t
u(t) = j 8(s)ds

Bizonyitsuk be a fent emlitett miiveletek és allitasok 1étezését:
Definialjuk elészor is a 6(t,t) fliggvényt, azaz a egységnyi intenzitdsu impulzust:
6, (1)

b=

0 A t
38. abra Egységnyi intenzitasu impulzus fiiggvény

Ezt a fliggvényt levezethetjiik az alabbi mdodon:

30,9 =~ [a(®) - u(t - )]
TS(t, T)dt=1

Ugyanigy definialhatjuk az u(t,t) fliggvényt is:

uy (t)

|
0 A t

39. abra Egység ugras fiiggvény kozelitése
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Ekkor az alabbiak kovetkeznek:

lin&u(t, T) =u(t)
I(t,7) = [8(s,)ds
lim1(t, ) = 1(t) = £ lim3(s, 1)ds

1(t) = jS(S)ds

amivel az allitdsokat igazoltuk.

Most tekintsiink végig a d(t) fiiggvény tulajdonsagait:

1.2 Allitas:

Tetszoleges folytonos f(t) fliggvény esetén: f(t)-d(t) = f(0)-0(t)
Bizonyitas:

lim £(t) - 8(t,7) = Lim f () %[u(t) —u(t—1)]=£(0)-8(t)

1.3 Allités:
TetszOleges k valos konstans értékre: J:t k-3(s)ds =k -u(t)

1.4 Allitas: Futd integralasi szabaly
Tetszbleges valtozo csere esetén, ha o =t — 1, akkor a 6(t) fliggvényre igaz, hogy
u(t) = j.é‘)(r) dt = _(').8(‘(— 0)(—do)
¢s ebbdl adodoan, egyszerii trahﬁzformécigval maris lathato, hogy:
u(t) = Tﬁ(t— o)do
Ennek a 40. abran bemutatott graﬁkus0 értelmezésén jobban lathato az allitas
Iényege.

Lathatd, hogy az id6ben folytonos egység impulzus teriilete a o(t) koré
koncentralodik, ezért az integral értéke 0, hat <0, és 1,ha t>0.

Ha most végrehajtjuk a 6 =t—1 valtozocserét akkor lathatd a 41. abrdn, hogy az
egység impulzus fliggvény teriilete a 6 pontban koncentralodik. Tehat most is
lathato, hogy ha t <0 az integral 0 és hat >0, akkor az integral 1. ( Késobb ezt a
fontos tételt hasznalni fogjuk a konvolucids feladatok megoldasanal ! )

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas 33

Integralasi intervallum

1 &(7)

e - - —
o
-

(a)

Integralasi intervallum

5(7) '

0 t T
(b)

40. abra Futo integralas, (a) t <0, (b) t > 0 esetben

Integralasi intervallum
-

5(t — o)

(a)

Integralasi intervallum
A

(b)

41. abra Valtoz6 csere hatasa a futé integralra, (a) t <0, (b) t > 0 esetben
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1.5 Allitds:
Barmely f(t) folytonos jel felirhat6 az alabbi alakban:

H0=THQ&V1MS

Bizonyitas:

Mivel az integralas felirhato egy végtelen finomsagl 6sszeg hatarértékén, ezért
¢észrevehetd, hogy az integralds soran a oO(t—s) fiiggvénnyel lényegben
végigpasztazunk minden valds pontot az intervallumon. Ha azonban egy ilyen
d(t—s), eltolt Dirac fliggvényt, megszorozzunk egy f(t) fiiggvénnyel, akkor a
szorzat fliggvény igyis csupan az s pontban lesz nem nulla értéki, igy minden s-
re definidlva a szorzést €s ezek szummajanak a hatarértéket véve megkapjuk a
fent emlitett képletet.

1.3.1.4. Alapvetd diszkreét jelek

Diszkrét id6ben 1is fontos az alapfiiggvények ismerete, mivel ezek
segitségével barmely jel megkonstrualhato a diszkrét id6 tartomanyon, és emiatt
igen fontos szerepet jatszanak a jelek és rendszerek analizisében. Ezek a jelek
egyenes megfeleldi az idében folytonos alap jeleknek, és mint latni fogjuk jo
néhany tulajdonsaguk analog mddon megtaladlhatoak a folytonos idejli jelek
tulajdonsagai kozott. Mégis van néhany lényeges kiilonbség diszkrét idében,
amelyekre ramutatunk, mikdzben vizsgaljuk ezen jelek tulajdonsagait.

1.3.1.4.1. Diszkrét egységugras fiiggvény
Diszkrét egységugras fliggvénynek hivjuk az alabbi képlettel megadott

fliggvényt:
0, n<0
ufn]=
I, n>0

T

42. abra Diszkrét egységugras fiiggvény

Mint lathatjuk, ezen jel nagyon sok rokonsdgot mutat a folytonos idejli
egységugras jellel. Valdjaban megfeleltethetjiik annak mintavételezett képének a
diszkrét idétartomanyban.

1.3.1.4.2. Diszkrét egység impulzus fiiggvény

A masik nagyon fontos folytonos ideju jeliink: az egység impulzus megfeleléje
diszkrét idoben a diszkrét idejii egység impulzus jel (unit sample), mads
matematikai elnevezés szerint: Kronechker Delta.

ﬂﬂ={a n=0

1, n=0
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&[n]
—4—0—0—4—7—0—041—0—44—»“—0—
0 n

43. abra Diszkrét egység impulzus fiiggvény

crer

mint folytonos idében. Tulajdonsdgai nagyjabol azonosak a folytonos ideji
impulzus jelével:

x[n]-8[n] = x[0]- 5[n]

Az el6bbiekben targyaltak alapjan megismertiilk, hogy a folytonos ideji
egységugras formalis derivaltja az impulzus fiiggvény. Diszkrét idoben azonban
a derivalas fogalma mas mint folytonos id6ben. Itt is a fliggvény érték novekedés
¢és csokkenés mértékét adja meg, de mig folytonos estben, ezt barmely pontra
definidlva fliggvényt kaptunk, itt csupan a diszkrét idokozokbeli fliggvény
értékek kiilonbsége fogja azt megadni. Mivel a differencialasi tulajdonsagot ily
moddon kiterjesztettiik diszkrét iddre is, ezrét az alabbi allitas tehetjiik:

1.6 Allitas:

o[n]=u[n]—u[n—-1]
Bizonyitds:
Egyszertien levezethetd a miveletek elvégzésével az egységugras fiiggvény
grafikonjan. ( Diszkrét idOben a bizonyitdsok altaldban, egyszeriibb grafikusan
megtenni, mert nemcsak szemléletes hanem lényegesen egyszertibb is igy. )

Ugyanigy ertelmezhetjik az integralast mint annak diszkrét idejii megfeleldjét: a
sordsszeget (44. abra). 1gy az elébbi allitasunkbol kovetkezik, hogy:

u[n]= Zn: o[m]

Osszegzési intervallum
A

& [m]

__________ —
§[m] |
|
|
0 n m
(b)

44. abra Fut6 osszeg, (a) n <0, (b) n > 0 esetben
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C")sszegzésilintervallum

5[n —k] 7

(b)
45. abra Valtozo csere hatasa a futé 6sszegzésre, (a) n <0, (b) n > 0 esetben

Ezt a képletet, mint ahogy azt folytonos esetben megtettiik, futd Gsszegnek
( running sum ) nevezzik, és végrehajtva rajta a k = n - m valtozocserét:
u[n] =) §n-k]

k=0
Ekkor a 45. dbra szerint modosul a futd 6sszegzés.

Ebbdl addéddan ugyanigy felirhatjuk a diszkrét jeleket elemi impulzus

figgvényekkel:
x[n] =) x[k]-8[n—K]
k=0
1.3.1.4.3. Diszkrét komplex exponencialis és szinuszoidalis jelek

Mint a folytonos id6ben, diszkrét iddben is definidlhatjuk a komplex
exponencialis jeleket ( complex exponential signals ):

Xx[n]=C-a"
ahol C ¢és o komplex szamok.
A komplex exponencidlis atirhato a kovetkezd alakba is:
a=e¢ x[n]=C-e

Bar ez baratsagosabb, hisz ily mdédon jobban hasonlit folytonos ideju tarsahoz,
azonban mégis eldszeretettel hasznaljak az elébbi alakot.

Ha C és a valos szamok akkor:
X[n]=C-a"

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas 37

is valos diszkrét idejii fliggvény lesz, igy négy esetet megkiilonboztetve ¢és
abrazolva (46. és 47. abra):

1....mmnﬂﬂ”ﬁ1‘ H

(a)

H”””T"Hnnnu. a2

46. abra Komplex exponencialisok, (a) a>1,(b)0<a <1

l]llTI‘lfrqo..---

11“&‘...,1

(c)

(d)

47. abra Komplex exponencialisok, (¢) -1 <a <0, (d) a<-1

Ha o = *1akkor x(t) = £ckonstans fliggvény.
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Most vizsgaljuk azt a meghatirozoan fontos esetet amikor 3 = jQO,, azaz tisztan
imaginarius az exponencialis fiiggvény kitevdje. Tehat tekintsiik:
x[n] = e!™"
Felhasznalva Euler képleteit:
e " = cos(Q,n) * j-sin(Q,n)

Mar egyértelmii, hogy az exponencialis jelek diszkrét idében is szoros
kapcsolatban allnak a szinuszoidalis jelekkel. Tekintve az aldbbi jelet
meghatarozo6 egyenletet:

x[n] = A-cos(Q,n+ @)
ahol Q) az alap korfrekvencia és ¢ pedig a kezdeti szog amelyek radianban
adottak.
Az ilyen szinuszoidalis jelekre példak a 48. abradn lathato jelek.
Felhasznalva Euler képleteit, belathato, hogy:
A A
Acos(Q,n +¢) = —ele!M" + —eTte NN
2 2
Ugyanilyen modon egy komplex exponencialis fliggvény felirhaté valos
exponencialisok ¢s szinuszoidalis fliggvények reprezentacidjaként:
C':|C|-ej¢
o'=|al-e
C(a)" =|C||a|" - cos(Qyn+¢) + j-|C- ot - sin(Qyn + )
fgy lathato, hogy |0L|:1, esetén a valos ¢és képzetes része a komplex
exponencialisoknak tisztan szinuszoidalis. Ha |oc|<1 akkor a szinuszoidalis
fiiggvények csokkend exponencialis fiiggvénnyel szorozodnak, mig |of>1
esetben pedig ndvekvovel. A két utdbbi esetet abrazoltuk a 49. abran.

Most pedig vizsgaljuk meg a diszkrét exponencialis fiiggvénynek periodikussagi
tulajdonsagait:

Tekintsiik az ™' folytonos jelet elészor. Tudjuk, hogy ez periodikus jel. Ha
noveljik o, értékét akkor a jel periodus ideje lecsokken, azaz a frekvencidja
néni fog. Ha azonban csokkentjiik, akkor a periddus id6 néni fog, a frekvencia

igy csokkeni, mig el nem érem a 0-at ahol a periddus id6 mar végtelen hosszu
lesz. Tovabbi észrevételt is tehetiink: mo barmely értékére periodikus a jel.

Azonban mit tapasztalunk ha ezeket a tulajdonsagokat értelmezni kivanjuk
diszkrét esetben is?
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x[n] = cos (2mn/12)

] [ |

.

(

x[n] =

a)

cos (8wn/31)

1
l

|
1«

48. abra Diszkrét idejii szinuszoidalis jelek

“h"l 1*'” |
i
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- (b)

49. abra (a) Novekvd, (b) csokkené diszkrét idejii szinuszoidalis fiiggvény

Tekintsiik az e'" diszkrét komplex exponencialis jelet és vizsgaljuk a Q,+2n
frekvenciaval:

ej(QO+27r)n — ejZTm jQon Qon

c =¢C

Lathato, hogy a diszkrét exponencialis jeliink Q +2n frekvencidval megegyezik

a Q, alapfrekvenciaval rendelkezd jellel. Ebbdl levonva kovetkeztetéseinket,

allithatjuk, hogy diszkrét idében a jelek nem kiilonbéznek egymastél ha
frekvencidjuk valamely Q, alapfrekvencia és 2m egész szamu tobbszorosének az

0sszege.
(QO + 2n),(QO + 275),...

gy 1ényeges kiilonbséget tartunk fel a folytonos idével ellentétben, mert itt a
jelek nem kiilonboznek, minden kiilonb6z6 frekvencian. Tehat ha diszkrét ideja
exponencialissokkal dolgozunk, elég ha csak a 2n intervallumon vizsgalédunk,
melyben kivalasztjuk 0< Qy<2n vagy — m < Q¢<m, alapfrekvenciat.

Ezen periodikussagi tulajdonsag miatt a Qy ndvelésével nem valtozik linedrisan a
fliggvény oszcillacidinak szama. Ha € alapfrekvenciat, 0-t6l indulva noveljiik,
akkor az oszcillacidk szdma, a folytonos esetben megszokott moédon novekszik,
azonban ha elérjiik m értékét akkor a novekedés megall. Ezt a pontot tallépve a
Qo novelése csokkenti az oszcillaciok szamat egészen 2w értékéig ahol ismét
visszakapjuk a 0 alapfrekvencidval mar vizsgalt jeliinket. Altalanosan
elmondhat6, hogy kis frekvencias diszkrét jeleknél Qq értéke +2n tobbszorosei,
vagy nulldhoz kozeli értékli, mig nagy frekvencids jeleknél Qo értéke +m
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tobbszoroseihez kozeli értékli. Azt is észrevehetd, hogy +m tobbszordseivel

s

alakjat, mig +2m tobbszordseinek értékénél a jel konstans.
#[n]=rcos(0n) =1

LTS

(@)

#n]=cos(w nis)

-

(h)

#n]=cos{m nid)

(9

Zn]=cos(m nid)

()
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#n]=cos{w n)

(e}

#n]=cos(3T nl2)

u
#n]=cos(Tm nid)

L]}

#n]=cos(lom n/8)

(h)
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=cos(2mw n)

I

50. abra DiszKkrét idejii szinuszoidalis jelek kiilonb6z6 frekvencidkon

U]

Vizsgaljuk meg a diszkrét idejli komplex exponencialis periodicitdsat most a
masik irdnybol, azaz tekintsiik meg az eldirt frekvencia iranyabol. Ahhoz, hogy
az ¢ jel N > 0 -val periodikus legyen:

i @N) _ i
N =1
kell teljestilnie.
Ahhoz, hogy ez fennalljon:
QN =2n

vagy 2m-nek egész szamu tobbszordse kell, hogy legyen:

Q
QN=2m = -L=—
2n N

iQon

Ezen képlet szerint kimondhatjuk, hogy e"*"csak akkor periodikus, ha €)/2n
raciondlis. Ez érvényes a diszkrét idejli szinuszos fiiggvényekre is. N értékét
ezentul alap periodus 1doének (1épésnek) nevezziik.

Hasznélva az elébbi szamitasokat, elkezdhetjiik vizsgéalni az alap frekvenciat és
periodust a diszkrét-idejii komplex exponencidlis jelek esetében.

Ha az x[n] jel periodikus N-alapperiodussal, akkor a jel alapfrekvencidja 2m/N.
Ha vesziink egy komplex exponenciélistx[n] =", Q, #0, mely periodikus
akkor Qj-nak ki kell elégitenie az elobbi egyenletet m, N egész szdmokra,

ahoIN>0. Ha Qu=#0 és N ¢és m-nek nincs kozos osztdja, akkor x[n]

alapperiodusa N. Ezt felhasznalva kovetkezik, hogy az alapfrekvenciaja egy
periodikus jelnek:
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Jogt JQn

Az alabbi tablazat segitségével hasonlitsuk 6ssze a folytonos e €s a e

diszkrét exponencidlisok tulajdonsagait:

ej wot ej Qon

Q értékeire ugyan olyan komplex
exponencialisokat kapok a 2w szétvalasztott
alapfrekvencidkon
Csak Qy=2m-m/N-re periodikus, ahol N>0 ¢és
m egész szamok

o kiilonbo6z6 értékeire, killonbozo
komplex exponencidlis jeleket kapunk

o barmely értékére periodikus

Alapfrekvencia: Alapfrekvencia:
Mg Qo/m
Alap periodus: Alap periodus:
wo£0 értékre To=2m/mg Q#0 értékre No=m-(27/€)
=0 értékre Ty nem definialt Q=0 értékre Ny nem definialt

Mint folytonos esetben, most is hasznosnak itéljiik meg, hogy itt is beszéljiik a
harmonikussokkal kapcsolt periodikus jelekrél. Ezek olyan periodikus
exponencialisok 0sszegei, amik periodikusak valamely alapperiodus idével. Ezek
az eldbbi egyenleteknek megfelelden azok a jelek, amelyeknek frekvenciaja 2n/N
tobbszorosei:

(21
o, [n]= SNP o

Folytonos esetben minden harmonikusan kapcsolt komplex exponencialisrol
lathattuk, hogy kiilonbozo jelet definial, e =0, 4£1,42,...

Diszkrét esetben viszont nem ez a helyzet.

j(k+N)(%jn - jk(%jn
@, [n]=¢ =e"™e , k=0=fL..

Ez azt mutatja, hogy csak N kiilonb6z6 periodikus exponencidlis van a definicid
szerinti képletben.

Példaul ®[n], ®[n],..., Py,[n] mind kiilonbéznek, de minden mas @D, [n]

valamelyikkel ezek koziil megegyezik (®y[n]= ®y[n]; ®,[n]= Dy ,[n]).

Végiil, hogy még mélyebb betekintést nyerjiink a diszkrét ideji komplex
exponencialisok periodicitdsanak problémajaba, tételezziink fel, hogy adott egy
diszkrét idejii sor, melyet egy folytonos idejii exponencialis, e’
mintavételezésébdl nyerlink egyenld idékozokkel:

joonT j(®yT)n

x[n]=e =e

Lathato ebbdl, hogy x[n] sajat maga egy diszkrét idejii komplex exponencialis
Qo=wo'T frekvenciaval. Viszont x[n] csak akkor lesz periodikus, ha (wy-T)/2n
racionalis szam. Ugyanezt mondhatjuk el azokrol a diszkrét idejii sorozatokrol,
(szekvencidkrdl) melyeket egyenld idokézokben mintavételezett folytonos-idejii
periodikus szinusz jelekbdl nyeriink.
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Példaul:
x(t) = cos2mt
x[n] =x(nT) =cos(2n-n-T)

T kilonbozo értékeit véve.

Ebbdl jol latszik, hogy habar a mintavételezett jel periodikus, és burkologdrbéjét
alkotja mintavételezett tarsanak, azonban a mintavételezés idejétdl fiiggden a
diszkrét jel, lehet periodikus és aperiodikus is, attdl fliggden, hogy teljesiti e a
fenti képleteket. A mintavételezés problémajaval a konyv késobbi fejezeteiben
bdévebben foglalkozunk majd.

1.3.2. Rendszerek (Systems)

crer

1.6 Definicio: Rendszer

A rendszer olyan folyamat, amely a jelenen valamilyen transzformacidt hajt
végre. A rendszer autondm egész, koriilhatarolhaté (nem feltétleniil fizikai
értelemben), s kornyezetével mindig kapcsolatban van. Ezek a kapcsolatok adjak
a rendszer bemeneteit ¢és kimeneteit, amin keresztil végzi a jelen

crer

Adjuk meg ezeket a kapcsolatokat:
Ha definidlunk egy bemeneti fiiggvényt:

= Folytonos esetben: x(t): T — U, ahol T az idétartomany, U pedig a
lehetséges bemeneti értékek halmaza.

= Diszkrét esetben: x[n]: N — U, ahol N a diszkrét iddpontok halmaza, U
pedig a lehetséges bemeneti értékek halmaza.

Ugyancsak definidlunk egy kimeneti fliggvényt:

= Folytonos esetben: y(t): T — Y, ahol T az idétartomany, Y pedig a
lehetséges kimeneti értékek halmaza.

= Diszkrét esetben: y[n]: N — Y, ahol N a diszkrét idopontok halmaza, U
pedig a lehetséges bemeneti értékek halmaza.

Akkor elmondhatjuk, hogy a rendszer egy olyan operator ( az operator osztalyat
¢s tulajdonsagait nem definialjuk ) amelyre:

S(x(t)) = y(t)
S(x[n]) = y[n]

A rendszer altalanos 4abrazolasdt mind folytonos mind diszkrét esetben
a 51. abran tintettiik fel.

Tehat a rendszer barmely bemeneti fliggvényhez hozzarendel egy kimeneti
figgvényt. Minden rendszerhez megtaldlhaté ez az operator, de sokszor
ismereteink kevésnek bizonyulnak meghatarozasahoz, ezért a valdszinliség
szamitds matematikai eszkozeihez kell nytlnunk leirdsukhoz. Ilyen rendszerek
nem Kkeriilnek itt targyaldsra, azaz mi csak olyan rendszerekkel fogunk
foglalkozni, amelyek kezelhetdek a matematikai analizis modszereivel.
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Folytonos ideijil

X (1) e— e /(1)

rendszer
(a)
x[n] . Diszkrét ideijll > y(n]
rendszer
(b)

51. abra (a) Folytonos, (b) diszkrét idejii rendszer

A rendszerek, ha ismereteink elegendéek hozza, dekomponalhatdak, s az igy
eldalld részrendszerek és kapcsolataik épitik fel az eredeti rendszert, folyamatot.
Ezen tulajdonsag forditottjaként, rendszerek Osszekapcsolasaval ugyancsak
valamilyen rendszert hozhatunk 1étre.

Ezek alapjan sziikségiink van a rendszerek kapcsolatainak osztilyozdsara és
megismerésére:

1.3.2.1. Sorosan kapcsolt rendszerek
Két rendszer sorosan kapcsolt ha az egyik kdzvetleniil kapja meg bemenetén a

masik kimenetét.
A definiciot a 52. abra pontositja:

Input =====-{ Rendszer | fm—pe| Rendszer2 e Output

52. abra Sorosan kapcsolt rendszerek

Ha a két rendszer kiilon-kiilon fliggvénnyel leirhato, akkor a két leképzés egyiitt
a két 6ket megvalositod fliggvény kompozicidjaként all eld.

1.3.2.2. Parhuzamosan kapcsolt rendszerek
Két rendszer parhuzamosan kapcsolt, ha ugyanazon bemenet utdn a két rendszer

kimenete 6sszegzddik pozitiv vagy negativ eldjellel.
A definiciot a 53. dbra pontositja:

Rendszer 1

Input Qutput

Rendszer 2

53. abra Parhuzamosan kapcsolt rendszerek
Itt is elmondhato, hogy ha a két rendszer kiilon-kiilon fiiggvénnyel leirhato,

akkor a két leképzés egyiitt, a két dket megvalositod fliggvény Osszegzéseként all
eld.
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1.3.2.3. Visszacsatolt rendszerek

Egy rendszer visszacsatolt, ha bemenete valamely bemeneti jelbdl és sajat

crer

A definiciot a 54. abra pontositja:

Input :/4-—\ »1 Rendszer 1 » Output

Rendszer 2

54. abra Visszacsatolt rendszer

Ha a rendszer leirhatd reguléris fiiggvénnyel, akkor a visszacsatolt rendszer
rekurziv alakban megadott fliggvénnyel leirhat6. ( Az igy kapott fiiggvény
egyszerl esetekben korlatozodik a primitiv rekurzidkra )

1.3.2.4. Rendszerek felirasa kapcsolatok és részrendszerek segitségével

Az aldbbiakban példakon keresztiil mutatjuk be, hogy mily moédon abrazoljuk a
rendszereket és hogyan jelenitjiik meg kapcsolataikat.

Tekintstink a tovabbiakban egy diszkrét rendszert, amit az alabbi matematikai

egyenlettel jellemezhetiink:
2

yln] = (2x[n] - x([n]’)
Epitsiik fel a rendszert a matematikai jelolésekbdl adodd szabalyok és a mi
abrédzolasi rendszeriink segitségével:

El6szor is tekintsiik részrendszereinket. A kovetkezd észrevételt tehetjiik:

A bementi fiiggvényt x[n] irja le. Ezt a jelet megszorozzuk kettdvel egy
részeredményt kapunk, mig a masik részeredményt egy négyzetre emelés
segitségével szdmitjuk. Ezeket a miiveleteket tekintsiik mint a rendszer egységeit.
Ekkor mivel mindkét rendszer ugyanazt a bemenetet kapja, és a mivelet
elvégzése utan eredményeik Osszegzddnek egy kivonas segitségével ezért a két
rendszer parhuzamosan kapcsolt. Az igy eléallt eredmény azonban még mindig
csak részeredmény. Ezt négyzetre emelvén szarmaztatjuk a végeredményt, ami
azt jeleneti hogy egy bementét négyzetre emeld rendszer van sorosan
hozzékapcsolva az eldtte parhuzamosan kapcsolt fokozathoz. Igy eléallitottuk
rendszerilinket és azt dbrazolva a kovetkezo6t kaphatjuk (55. dbra):

: Szorzas 2-vel

Négyzetre

emelés yln]

___ | Négyzetre
emelés

55.4bra A y[n] = (2x[n]-x[n]*)* megvalésit6 rendszer
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Bar az elébbi fejtegetés csupan egy nagyon egyszeri példa tulmagyarazasanak
tlinhet, ennek ellenére fontos szemléletet ad majd szdmunkra a késdbbiekben,
hogy joval bonyolultabb rendszereket szintetizaljunk ily modon.

Tekintsiink most egy masik példat (56. abra):

lh(t) l (0
i(t)T@ c—* R V(t)

O

56. abra RC kor

Az itt lathatd egyszerli kapcsolasi rajz mutatja azt a fizikai rendszert, melyet
szeretnénk leirni rendszerelméleti jelolés rendszeriink szerint. Kezdjiik most a
fent lathatd probléma megoldasat azzal, hogy az ismert fizikai toérvényen
keresztiill matematikai leirdsba prébaljuk attranszformalni a rendszert. A
kondenzator fesziiltségére az alabbi leirast alkalmazhatjuk:

v (1) =é j.ic(s)ds

Ekkor ha az RC kort kivanjuk leirni mint rendszert, a forras &rama mint bemenet
¢s a kondenzator fesziiltsége mint a rendszer kimenete fiiggvényében akkor az
alabbi rendszert kapjuk eredménytil (57. dbra):

iy () Kondenzéator

i(t) + n v(t)
C) vit) = :—:f; iy (1) dr

[ 3

Ellenéllas

iaft)

ip(t) = UL

57. abra RC kor rendszer modellje

1.3.2.5. Rendszerek Tulajdonsagai

A tovabbiakban a rendszerek tulajdonsagaival foglakozunk. Ezek, mint ahogy a
késobbiekben latni fogjuk, leirjak és osztalyozasra képessé teszik a rendszerek
halmazat. Sok problémanal igen fontos lesz, hogy milyen modszerek, csupan
milyen tulajdonsagu rendszerek altal leirt probléma megoldasara alkalmazhatoak.
Nos, lassuk milyen tulajdonsagai lehetnek a rendszereknek:

1.3.2.5.1. Felejto és Nem Felejt6 rendszerek

Egy rendszert pontosan akkor neveziink felejtdnek, azaz memoria nélkiilinek,
hogyha a rendszer kimenete barmely idOpillanatban ( azaz a fiiggetlen valtozo
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barmely értékére ), csupan a bemenet jelenlegi értékétdl fligg, tekintet nélkiil a
rendszer ezt megeldz6 miikodésére vagy bemeneteire.
Konnyt ilyen rendszerre példat talalni:

y(t) =R-x(t)

Jol lathatjuk, hogy ha R konstans akkor a kimenet csupan a bemenet
valahényszorosa lesz, igy barmely idOpillanatban a kimenet értéke tényleg csak a
bemenet adott pillanatbeli értékétdl fligg. Tehat egy ilyen idealis ellenallast leird
egyenlet linedris, és az ezt leiré rendszer is. Ebbdl kiindulva az alabbi allitast
tehetjiik:

1.7 Allitds: Barmely olyan matematikai operator amely linearis, leirhat6 linearis
rendszerrel.

Azonban ellenpéldakat is konnyen felhozhatunk. Csak vegylink olyan
matematikai egyenletet, amely 4athagja a fenti definiciot:

yln]= 3 x[k]

y(t) = x(t—1)

Jol lathat6, hogy mig az els6 egyenlet értelmében a rendszer a vizsgélt idépontot
megel6z0 Osszes bemeneti érték fiiggvénye, addig a masodik, mar folytonos
rendszer, egy adott idovel, mely most torténetesen 1 egység, késlelteti a
kimenetet. De jo példa lehet egy kondenzator is ilyen nemlineéris rendszerre.

1.3.2.5.2. Invertalhatosag és Inverz rendszerek

Egy rendszer pontosan akkor invertalhatd, ha kiilonb6z6 bemenetihez, kiillonbdz6
kimeneteket rendel hozza. Azaz a leképzés a bemenetek halmazabol a kimentek
halmazaba injektiv. Ha igaz, hogy barmely kimenethez tartozik bemenet akkor
bijektiv a leképzés. Tehat ha bijektiv a leképzés, akkor a kimenetek halmazanak
leszlikitése nélkiill megadhatd a leképezés inverze, amely a rendszer inverzét
valositja meg.

Most vizsgaljuk meg mit is jelent ez a nagyon egyszerii, mégis csak bonyolultan
leirhatd fogalom szamunkra. El6szor is mellézve a matematikat kimondhatjuk,
hogy a rendszer invertdlhatd, hogyha a bemenetébdl egyértelmiien
megallapithatd a kimenete €s a kimenetébdl is megallapithatd, hogy mi volt a
bemenete. Ha olyan rendszert hozunk létre, amely az utobbit megvaldsitja, akkor
maris megkaptuk a rendszer inverzét. igy az eredeti rendszert és annak inverzét
sorba kapcsolva az igy el6allo rendszer bemenete és kimenete azonos lesz.

y[n] Inverz
x[n] = Rendszer > Rendszer

—> z[n] = x[n]

58. abra Invertalhato rendszer és inverze

Példaul egy y(t) = 2x(t) egyenlettel leirhato rendszer inverze: y(t) = 0.5x(t)
Ezt dbrazoltuk a 59. dbran:
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y(t)
X (1) ] (1) = 2x(t) > 2(t) = Sy(t) fmmmm z(1) = (1)

59. abra Példa invertalhato rendszerre és inverzére

Figyeljiik meg, hogy barmely értéket megadva a bemeneten a kimenet is
ugyanazon értékeket produkalja.

Most tekintsiink egy olyan rendszert, amelyet az elobbiekben nemlinearisnak
mondtunk:

n

yln]= > x[k]
k=—o0
Mivel a fenti egyenletbdl x[n] értéke kifejezhetd, ezért a rendszer invertalhatd és
inverze:

z[n] = y[n]-y[n—-1]

Tehat jol lathatd, hogy a tulajdonsagok amelyek itt felsorolasra keriilnek nem
kizaro jellegliek, s6t egymassal parhuzamosan létezhetnek, jellemezhetnek egy
adott rendszert.

Azonban ellenpélda itt is akad béven. Tekintsiik csak az alabbi rendszereket:
y[n]=0
yln]=x*(t)

Lathat6, hogy egyik kimenetébdl sem mondhaté meg mi volt a rendszer
bemenete, persze, hiszen az dket leir6 fliggvények nem injektivek.

1.3.2.5.3. Kauzalitas

Egy rendszer pontosan akkor kauzdlis ha kimenete barmely iddpillanatban
csupan a bemenetek jelenlegi ¢és multbéli értékeitdl fligg. Azaz a rendszer
kimenete nem tesz becslést, joslast az iranyban, hogy a bemenetek jovobeli
értékét meghatarozza. Konnyebb kauzalis rendszert elképzelni mint egy nem
kauzalist. Példaul egy repiildgép mozgasa eldére nem sejthetd, mivel nem tudjuk
felmérni a vezetd szandékait. Azonban ha mar tdvolabbroél tekintjiik a problémat,
¢s tudjuk hogy a repiildgépet egy elére beprogramozott robotpildta iranyitja,
akkor a mar megkezdett mandver alapjan kiszamithaté a mozgés egészen a
mandver befejezéséig, persze a becslésiink csak ideélis koriilmények kozott lesz
igaz, hisz egy gyors légaramlat felborithatja szamitasainkat.

Nézziink most két példat nem kauzélis rendszerekre:

y[n]=x[n]-x[n +1]
y(t) = x(t +sin(t))

Az els6 rendszerrdl tisztdin latszik a nem kauzalitds, hiszen y[n]
meghatarozasahoz ismerniink kell x[n+1] értékét is.

A masodik példankban a rendszer hol prediktiv azaz nem kauzilis, hol pedig
memoriaval rendelkezd, azaz kauzalis, attol fliggéen, hogy a sin(t) fiiggvény
milyen értéket vesz fel. Azonban a kauzalitds tulajdonsadganak teljesiilésé¢hez elég
ha a rendszer egyetlen egy idOpontban viselkedik nem kauzalisan, ekkor mar
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nem kauzalis rendszernek nevezziik, fliggetleniil att6l, hogy a tobbi pontban
kauzalis volt-e a rendszer vagy sem.

fgy a t6zsde indexet is nem kauzalis rendszernek nevezziik, hisz képlete az
alabbi:

1 M
yln]= YN k;X[n —k]

Ebbdl a példabol levonhato az a kdvetkeztetés is, hogy ha a rendszer memoriaval
rendelkezik vagy pediglen felejtd, akkor fennall a kauzalitas tulajdonsaga, mivel
ez a két tulajdonsag nem teljesiil ha a rendszer nem kauzalis.

1.8 Allitas:
Az Osszes felejtd és memoridval rendelkezd rendszer kauzalis, de ez forditva nem
igaz.

Adjunk végiil egy egyszert példat kauzalis rendszerre: y(t) = x(t)
1.3.2.5.4. Stabilitas

A stabilitas fogalma talan az egyik legfontosabb tulajdonsaga rendszernek. Egy
rendszer pontosan akkor nevezhetd stabilnak, ha a bemenet valtozadsa nem vezet
olyan kimenethez amely id6ben divergal.

Maganak a stabilitasnak kiilonboz6 erdsségii definicidi és igy osztalyai vannak.
Mi most nézziik a szamunkra fontos osztalyokat:

= Egy rendszert lokalisan stabilnak mondunk ha egyensulyi helyzetébdl,
azaz ¢éppen stabil allapotabol, kis kornyezetben kitéritve, azaz a
bemenetet megvaltoztatva kis kdrnyezet elejéig, a rendszer az egyensulyi
helyzet kornyezetében marad, azaz a kimenet kis kornyezetben véltozik.
Ilyen rendszerre legegyszeriibb példa egy sik asztalon allo golyd (60.
abra). Ez éppen stabil helyzetben van hiszen all. Ha picit meglokjiik, egy
kicsit arrébb gurul, mig a surlédas fel nem emészti mozgasi energiajat.
Ekkor a golyoérol elmondhatjuk, hogy kis kitérités hatisara az eredeti
egyensulyi helyzetének kis kornyezetébe marad, tehat lokalisan stabil. Ha
viszont nagy erdvel 16kjiik meg a golyot akkor szinte biztosra vehetjiik,
hogy nem csak kis kornyezetét fogja elhagyni, hanem az asztal feliiletét

-

60. abra Lokalisan stabil rendszer

= Egy rendszert BIBO ( bounded input — bounded output ) stabilnak
neveziink ha a bemenetek korlatos valtozasa a kimeneten korlatos
valtozast hoz létre. Ez a stabilitdsi fogalom lesz a szamunkra a
legfontosabb, ekkor mi mar stabilnak neveziink egy rendszert, hiszen ha a
bemenetet korlatos jelekkel bombazzuk, azaz végtelen értékii jeleket
mellézziik, akkor a kimenet soha nem fogja elérni véges idén belill a
végtelen értéket, mivel minden pillanatban korlatos 1€pésekkel valtozik.

= Egy rendszert lokalisan aszimptotikusan stabilnak neveziink ha a
rendszert egyensulyi helyzetének kis kornyezetében kitéritve, a rendszer
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eredeti egyensulyi helyzetébe tér vissza. Ilyen rendszerre nagyon
egyszerl példa egy tal aljan 1év6 golyd esete, ahol ha a golyot kitéritjiik
maximum a tal széléig akkor visszagurulva ide-oda mozog a tanyérban
mig a surlodas altal felemésztett mozgasi energiaja el nem vész és
megallapodik a tal aljan ujra (61. abra).

61. abra Lokalisan aszimptotikusan stabil rendszer

= Egy rendszert globalisan aszimptotikusan stabilnak neveziink, hogyha
egyensulyi helyzetébdl kitéritve ( akarmilyen mértékben ) visszatér
eredeti egyensulyi helyzetébe. Ilyen rendszerre példa egy vételen nagy tal
¢s az aljan 4all6 golyo esete (62. dbra). A tilnak végtelen nagy a
magassaga, igy barhogy téritjiik is ki a golyot az vissza fog térni eredeti
egyensulyi helyzetébe, azaz a tal aljara bizonyos 1d6 elteltével.

\ s
\ 4

b ¥ 4
~ +

62. abra Globalisan aszimptotikusan stabil rendszer

Persze egy rendszernek nem biztos, hogy csupan egy egyensulyi helyzete
van (63. abra), és az sem biztos, hogy ezek az egyensulyi helyzetek
ugyan-olyan stabilitasi tulajdonsagokkal birnak, de mi ezzel a
problémaval itt most nem foglalkozunk.

63. abra Tobb egyenstilyi helyzettel rendelkezé rendszer

Az is elmondhato, hogyha egy rendszer magasabb stabilitdsi osztalyba
tartozik akkor barmely alacsonyabb stabilitasi osztalynak is része. Azaz
az egyre magasabb stabilitasi osztalyok részhalmazai a gyengébb
stabilitast megkdveteld osztalyoknak.
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» Egy rendszert instabilnak neveziink ha egyensulyi helyzetének nincs
olyan kornyezete amelybdl kitéritve nem divergdlna a kimenete, vagy
pedig a rendszernek nem létezik egyensulyi helyzete.

Az alabbi rendszernek (64. abra) van egyensulyi helyzete mégis a golyot,
még ha csak kicsit is mozditjuk meg, az lefelé indul el a végtelen magas
csucs tetejérol.

64. abra Instabil rendszer

Nézziink most egy példat, hogy hogyan lehet meghatirozni egy rendszerrdl, hogy
stabil-e vagy sem:

x[n] =u[n]

|u[n]| <l Vn-re

y[n]= D> u[k]=(n+1)u[n] >0
k=—0
Lathatjuk, hogy bar a bemenet valtozasa korlatos volt, és, hogy a rendszernek
l1étezik egyensulyi allapota a 0 pontban ( azonosan nulla bemenet esetén ),
azonban nincs az egyensulyi pontnak olyan kornyezete, amelyben kitéritve a
bemenet jelet ( az egész bemeneti jelet nemcsak annak egy részét ) elmondhato
lenne, hogy a jel az egyensulyi helyzet kornyezetében marad.

1.3.2.5.5. Id6 invariancia

Egy rendszert pontosan akkor neveziink iddinvariansnak ha egy iddtolas a
bemeneten ugyan akkora id6tolasként jelentkezik a kimeneten. Magyaran szélva
ha a bemeneten a jel késik példaul egy masodpercet, akkor a kimeneti jel is
pontosan egy masodpercet fog késni.

Adjuk meg a definiciot képletekkel is:

Legyen x[n] az input €s y[n] az output.

X[n]—>y[n] e
Ekkor ha leképzéssel megadott rendszer idéinvarians akkor:
x(t) = y(t)
{y[n -n,] - xin- no]}
a
y(t—t,) x(t—t,)

Most nézziink példat ilyen rendszerekre:

A vizsgalt rendszerilink legyen a y(t) = sin[x(t)] képlettel leirhato.
Ekkor adott x;(t) bementre: y,(t) = sin[x, (t)]

Vegyiik most x(t) jel t,-lal valo eltolasat: x,(t) =x,(t—t,)
Ekkor erre a jelre alkalmazva a rendszer leképzését:
¥, (t) =sin[x, (t)] = sin[x, (t — t,)]
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De mivel: y,(t—t,) =sin[x,(t—t))] = y,(t)=y,(t—t,)
Ezzel belattuk, hogy vizsgalt rendszeriink id6 invarians.

Most nézzilink egy nem iddinvaridns rendszert: y[n]=n-x[n]
Ekkor alkalmazva a fenti eljarast:
y,[n]=n-x,[n]

X,[n]=x,[n-n]
y,[n]=n-x,[n]=n-x,[n-ng]
yiln—ng]=(m-ny)x,[n-n,]#y,[n]

Ebbdl jol lathatd, hogy a rendszer kimenete erdsen fiigg az id6tdl, tehat i1do

varians.

1.3.2.5.6. Linearitas

Azok a rendszerek linedrisak, melyek tartalmazzdk a szuperpozicio
tulajdonsagat: Ha egy bemenet tobb jel stilyozott 6sszegébdl all, akkor a kimenet
egyszerl szuperpozicioval kaphaté meg, ami a sulyozott dsszege, a kiilon-kiilon
vett bemend jelekre kapott rendszervdlaszoknak. A szuperpozicid elvének
teljesiiléséhez két tulajdonsaggal kell rendelkeznie a rendszernek, ezek az
Additivitas és a Homogenités.

Vizsgalva két tetszoleges bemeneti jelet:
X, (0 =y, ()

X, (1) >y, (0
A rendszer akkor linearis, ha

= Additiv: X, () +x,(t)=x(t) > y(t) =y, (t) +y,(t)
= Homogén: a-x,(t)=x(t) > y(t)=a-y,(t), VaeC konstansra
Az kovetkezd éllitasok a fenti definici6 alapjan kézenfekvdek:

1.9 Allitds:
Egy rendszer lehet linedris, anélkiil, hogy id6-invaridns lenne, vagy lehet id6-
invarians an¢lkiil, hogy lineéris lenne.

1.10 Allitds:
Linearis rendszer bemenete ha 0 akkor kimenete is 0.
0=0-x,(t)=x(t) > y(t)=0-y,(t)=0

Természetesen a szuperpozici6 elve akarhany jelre alkalmazhatd ha a rendszer
linearis, ebbdl adodoan tekintve egy diszkrét rendszert:

Ha a rendszer bemenetei: x,[n], k=1,2,...

Ezeknek megfelel6 kimenetek: y, [n], k=1,2,...

Akkor a teljes rendszere nézve:
x[n]=Y" a,-x,[n]=a,-x,[n]+a, -x,[n]+a, -x;[n]+..
{y[n] = Zkak -y [n]=a, -y, [n]+a, y,[n]+a;- -y;[n]+...

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas 55

Mivel barmely diszkrét fliiggvény felbonthatdé diszkrét impulzus fliggvények
Osszegére ezért ily moddon linedris rendszerek esetén elég csak ezekkel az
impulzus fiiggvényekkel szdmolnunk, mert a kimenet el6all az ezekre adott
valaszok szuperpoziciojaként.

Tekintsiik az alabbi példat:
y[n]=2x[n]+3
Vizsgaljuk meg linearis e a rendszeriink:
0=x[n] > 2x[n]+3=3=y[n]#0

Annak ellenére, hogy a fenti egy linearis egyenlet mégis nem linearis rendszert
definidl. Ezen tipusu rendszerekre mondjuk, hogy szakaszosan linearis
rendszerek ( incrementally linear systems ). Ezek alapvetéen mind a folytonos
mind a diszkrét idoben linearisan valaszolnak a bemenet valtozasokra, és ezért az

ilyen rendszerek felbonthatdéak egy lineéris és egy maradék tagra. Ekkor a 65.
abran feltiintetett modon abrazolhatjuk rendszeriinket:

Yo (t)

Lineéris
rendszer

P
-

+ g /(1)
Y v

65. abra Szakaszosan linearis rendszer

Ha megvizsgéljuk az ilyen rendszerek tulajdonsagait

x,[n] = y,[n]
X,[n] —y,[n]
Akkor lathatjuk, hogy
= Az additivitas nem teljestil
X [n]+x,[n]=x[n] > y[n]=2-(x,[n]+x,[n])+ 3 =
# 2x,[n]+2x,[n]+6 =y, [n]+y,[n]
= Homogenitas sem teljestil:

a-x,[n]=x[n]—> y[n]=a-2x,[n]+3#a -2x,[n]+a-3=a-y,(t)

a rendszer egészére. Azonban a rendszer részeire teljesiilnek ezek a
tulajdonsagok. Ezért a szakaszosan linearis rendszereket ugy is elemezhetjiik,
hogy csak a linearis résziikkel torédiink.
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1.3.2.5.7. Példa probléma és tulajdonsagai:
Adott az alabbi kapcsolasi rajz.

O

i(t)T@ c—_—" vV

O

66. abra To6lt6d6 kondenzator
Hatarozzuk meg a rendszert leird atmenetet:

Ha C-vel jeldljiik a linearis iddinvarians kondenzator kapacitasat, akkor C
konstans értékii, ebbdl adododan, ha a rendszer inputjanak a kondenzéator dramat
¢s kimenetének pediglen a fesziiltségét tekintjiik:

y(t) = %_j;x(éi( ds

Képlettel adhatjuk meg a rendszer leképezését leird fiiggvényt.
Adjuk meg most, hogy milyen tulajdonsagokkal rendelkezik a rendszer:

» A rendszer nem felejtd, hisz az integralas soran a jelenleginél régebbi
bemenetek is részeivé valnak a kimenetnek. Tehat, a kondenzator
memoriaval rendelkez0 elektronikai egység.

» A rendszer kauzalis, hisz kimenete nem fiigg a bemenet jovobeli
értekétdl. A kondenzator jelenlegi fesziiltségére nincsen hatdssal, hogy a
jovoben mi fog torténni.

» Vizsgaljuk meg a rendszer linearitasat:
X(t) = a;x, (1) + 0o, X, (1)

t

y(t) = éjw[alxl(@ +a,x, (9)s %j@[x&s)]ds 2 [l (o)l =

= o,y (t)+a,y,(t)

Ebbél adodéan jo lathaté modon teljesiil a szuperpozicid elve. Igy
rendszerilink linedris tulajdonsagu.

» Tegyiik fel, hogy x(t) bemeneti jelre a valaszt y(t) irja le, ekkor, ha
vizsgaljuk az x,(t) = x(t—t,) jelet azt varjuk, hogy az erre adott valasza
a rendszernek vy, (t)=y(t—t,) lesz. Ekkor neveznék a rendszert
id6éinvariansnak. Lassuk teljesiil-e ez:

t—t,

yl(t>=é_jmx(s—to>ds=%_ij(n)dn=y<t—to>

Tehat a rendszeriink iddinvarians is.
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» Vizsgaljuk most a stabilitasat:
Legyen a vizsgéald jeliink a x(t)=k-u(t)ahol k # 0konstans szam.

1 | k ¢ k
y(t) =E.|;k-u(s)ds = E.([ds = tu()

Ez az egység sebességugras fiiggvény ( ramp signal ). Tehat a
rendszeriink nem BIBO stabil.

v,

t-uft)

67. abra A rendszer kimenete a bemenetre adott egységugras esetén
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2. Linearis Idoinvarians
Rendszerek
(Linear Time Invariant

Systems: LTI )
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Eddig nagy altalanossagban vizsgaltuk a rendszereket és tulajdonsagaikat.
Most a rendszerek egy csoportjdval az Ugynevezett linearis €s iddinvarians
rendszerekkel vizsgalodunk tovabb.

Ahogy az el6z0 fejezet kapcesan kideriilt, a linearis rendszerek sajatossaga, hogy
kimenetiik a bemenetre adott jelek kompozicioja esetén, a kimeneten az egyes
jelekhez tart6zo6 kimenetek szuperpozicidjaként all eld.

x(t) =a,x,(t)+a,x,(t)+...

y()=a,y, () +a,y, () +...
Ha ezt a tulajdonsagot annak a tiikkrében vizsgaljuk, hogy a jelek felirhatdoak
impulzus fliggvények osszegeként,

+00

x(t) = j x(s)3(t —s)ds

x[n] = Zx ]-8[n —k]

Akkor egyértelmili, hogy elég csupan ilyen elemi fliggvényekre vizsgalni a
tulajdonsagokat ¢és az atvitelt, mert ezekbdl majd tetszéleges jelre
szarmaztathatok a rendszer tulajdonsadgok ¢€s a rendszer altal adott valaszok is.
Persze sose feled;jiik, hogy LTI rendszereket vizsgalunk. Amely tulajdonsagok ¢€s
tételek itt kimondasra keriilnek nem biztos, hogy mas nem LTI rendszereknél,
vagy problémaknal is hasznéalhatoak.

2.1. Jelek reprezentdacidja impulzus fiiggveényekkel ( Time representation of signals in
term of impulses )

Nézziik meg, a fent emlitett tulajdonsagot egy kicsit bévebben. Tekintsiink egy
tetszOleges, diszkrét x[n] jelet ahogy azt a 68. abra is mutatja:

l]l

—32 n

68. abra Diszkrét jel

Szorozzuk be a fenti jelet a o[n] fliggvény iddbeli eltoltjaival, ahogy azt a
felbontasi képletben is tettiik. Ekkor:

x[-1]-8[n+1]= {x[—l], n=—1

0, n#-1

x[0], n=0

x[1], n=1
x[l]-S[n—l]:{ 0 oy
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fgy ezen fiiggvények Gsszegét véve:
x[n]=...+x[-1]-8[n + 1]+ x[0] - 8[n] + x[+1]-O[n — 1] +...

alakban eldall a jel, ha a ezt az eljarast minden lehetséges n id6pontra elvégzem.
Az egyes Osszegtagokat megvaldsito fliggvényeket abrazolja a 69. dbra.

] x[=218[n + 2]

—e ~—r——o—0—o0—
—-4-3-2-1 01 2 3 4 n
ta)
x[=1]18[n + 1]
-1
v —4-3-2 01 234 --- q
(b}

-4-3-2-1 0 1 2 3 4 n

(c

I x[118[n—1]
-4-3-2-1 0 1 2 3 4 n
id}
x[2]6[n—2]
2
o
-4-3-2-1 0 1 3 4 n

(e}

69. abra A diszkrét jel dekompoziciéja sulyozott impulzusok dsszegére

A fenti képletet atirhatjuk egy kompaktabb, mozg6 0sszeg formaba:
x[n]= Y x[k]-8[n—Kk],
k=—0
Ezaton belattuk a jelfelbontasi képletiink helyességét és megvilagitottuk annak

értelmét.
Ha viszont x[n]=u[n], akkor a képlet redukalodik a

x[n]= ié‘)[n —k]=1u[n]
k=—o0
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alakra. Ezt vezettiik le az el6z0 fejezetben is. Ezt a tulajdonsdgat az egység
impulzus fiiggvények: Eltolasi Tulajdonsagnak ( Shifting Property ) nevezziik.

Vizsgaljuk meg ugyanezt folytonos esetben is. Itt is tekintsiink egy tetszdleges
x(t) folytonos fiiggvényt, amit a 70. dbran adbrazoltunk:

x(t)

70. abra Folytonos jel, és annak lépcsos impulzus 6sszeg kozelitése

A diszkrét esetben tett megfigyeléseinkre alapozva itt is egységnyi teriiletli
impulzus jelek 6sszegére bontva tekintjiik az x(t) jelet, ahogy az mar a fenti dbra
alapjan sejthetd.

Az egységnyi teriiletli, impulzus definicid szerint:

1

—, O0<t<A
5,(=1A

0, ha nem

crer

bevezetésekor teszik analizisben, az x(t) kozelité jel adhato meg az alabbi
Osszegként:

R()=D"  x(kA)-8,(t—kA)A
ahol 5, (t —kA)A egységnyi amplitadoju.
Ha most Atartajuk a 0-hoz, akkor:
x(t) = lim, , X(t) =lim,_,, D" x(kA)-8,(t—kA)A

A fenti kozelités alapjan lathatd, hogy a 1épéskoz, azaz a bontds finomsaganak
csokkenése, egyre jobb kozelitést tesz lehetévé, mig el nem jutunk a pontos
alakhoz, amit egy integral képvisel. A 71. abra szemlélteti a 70. abran szerepld
jel felbontésat.

x(=2A)8 4 (t + 2A)A

0

-2A —A t
(a)
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x(—A)8, (t+ A)A

x(—A)
-A D0 t
(b)
x(0)5, (BA
x({A)
0 A _ t
(c)
x(A), (t—A4A)
x(A)
A 2A t
(d)

71. abra A jel felbontasaban szereplé impulzus fiiggvények

x(7)

(a)

S,(t—7)

b=

ma

t— A t T
(b}
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x{7)8, (t—7)

t—- A t
ol
72. abra Grafikus abrazolasa a felbontas finomsaganak

Itt csupdn a t— A < mA < tintervallumon nem nulla az adott fiiggvény, de ezen

az iddszeleten, kozelitését adja az eredeti fliggvény altal felvett értékeknek. Ha az

id6észelet nagysagat tartatjuk a 0-hoz akkor, egyrészt végtelen sok iddszeletiink

lesz, masrészt pedig az adott impulzus fiiggvények mar a pontos értéket fogjak

adni a 0 hosszu id6észeleteken. Ezeket 0sszegezve kapjuk az eredeti fiiggvényt,

azonban az ilyen végtelen piciny felbontdsu 0Osszegzés pont a Riemann

integralast jelenti. Igy nincs mas teenddnk mintsem, hogy leirjuk amire jutottunk,
azaz:

x(t)=lim, ,, z:?w x(kA)-6,(t—kA)A = Tx(t)S(t —1)dt

Ahogy diszkrét esetben lattuk itt is €l a ,,tolasi tulajdonsag”, mégpedig:
x(t) =u(t)

u(t) = TS(t —1)dt

2.2. Konvolucios osszeg ( The Convolution Sum )

Elészor foglalkozzunk a konvolicié miiveletével diszkrét esetben. Ez a miivelet
meghatarozo6 fontossagl a rendszer atvitelének, leképzésének leirasaban.

Ahogyan azt az elébbi fejezet sordn lathattuk, a diszkrét jelek felbonthatoak egy
futd Osszeg segitségével diszkrét impulzus jelek sszegére.

0

x[n]= > x[k]-8[n—k]
k=—
Ebbdl a felbontasbol szarmazik azaz Gtlet, hogy ha mar igy felbonthaté a jel,
akkor tekintsiik kiilon az 0sszeg tagjait és a rendszer altal rajuk adott valaszokat.
Tehat ezek a jelek mind-mind egység impulzus fiiggvények, amelyeknek csupan
az amplitiddja kiillonbozik, de mivel a rendszeriink LTI ezért elmondhatjuk,
hogy azonos jelre barmely idépontban azonos a valasz, s6t az amplitidoja a
valasznak pedig egyenesen aranyos a bemeneti jel amplitidojaval. Igy elég
vizsgalatainkat csupan az egység impulzus jel atvitelével kapcsolatban elvégezni.

2.1 Definicio:

Diszkrét LTI  (SISO) rendszer esetén, az energiamentes, azaz alapallapott
rendszer bemenetét, ha egység impulzus fliggvénnyel gerjesztjiik, akkor a
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kimenet valaszat a rendszer sulyfiiggvényének, vagy mas néven impulzus valasz
figgvényének ( impulse response function ) nevezziik, és h[n]-el jeloljiik.

d[n] — h[n]

A suly fiiggvény teljes mértékben jellemzi a rendszert, és pontosan egy olyan
LTI rendszer van, amely adott sulyfiiggvényt valosit meg.

Ha a rendszer nem LTI minden egyes allapothoz ¢és idéponthoz mas és mas
impulzus valasz fiiggvény tartozik, igy azokat mar nem irhatjuk le egyetlen
atviteli fliggvénnyel és ezért nem is nevezhetjiik dket sulyfiiggvénynek, inkdbb
impulzus atviteli fliggvényeknek, vagy impulzus atviteli karakterisztikdnak
nevezziik.

Ezen suly fliggvény segitségével tetszoleges bemenet esetén leirhatd a kimenet a
futd dsszeg alapjan. Mivel mindegyik impulzusfiiggvényre ugyanaz az impulzus
atviteli fliggvény a valasz, igy irhatjuk, hogy a kimenet nem lesz mas mint:

o0

yln]= Y x[k]-h,[n]

ahol §[n—-k] — h,[n]=h[n-k]

fgy tetsz6leges probléma kapcsan ha a rendszer LTI, nem kell mast cselekedniink
mink kiszdmitani a suly fiiggvényt, azaz h[n]-et, és 0sszegezni azt minden egyes
idépontra adott valaszként, a jel amplitidoival szorozva.

Ha a rendszeriink nem LTI, csupan linearis, akkor természetesen ezek a h, [n]

suly fiiggvények minden k esetén kiillonbozdek lesznek. Azonban ekkor is €l a
szuperpozicio6 tulajdonsaga, tehat a kimenet eléall a valaszok 0sszegeként, ahogy
azta 74., 75. abrasor is mutatja, egy tetszdleges x[n] jelet (73. abra) véve alapul.

x[n]

73. abra Diszkrét jel

A valasz megépithetd, ha ismerjlik a rendszer valaszat az egység impulzusokra:
h_,[n] hg [n] h, [n]

74. abra Az idévarians rendszer impulzus valasz fiiggvényei kiilonb6z6 idépontokban
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Es ezekbdl szuperpozicioval eléall a valasz:

x[=1]18[n+ 1] x[=1] h_,[n]

x[0] 8[n] x[0] hy[n]

x[118[n—1] x[11h, [n)

x[n] y[n]

[ ]
[ ]

75. abra A jel osszetevékre adott valaszok és az azokbdl el6allé kimeneti jel
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Azonban mi is az a konvolucié, ami-e rész cimét adja. Nos, mivel a fentiekben
megismerkedtiink azzal a ténnyel, hogy

x[n] = ix[k] -8[n — k]

yin]= 3 x(k] b, [n]

kifejezi egy linearis, iddinvarians diszkrét rendszer valaszat egy akarmilyen
bemenetre, mintegy az impulzusfiiggvényekre adott valaszanak dsszegeként, igy
elmondhatjuk, hogy egy LTI rendszert teljes mértékben meghatarozza impulzus
valasza.

Ekkor viszont a futd O0sszegzés leirhaté egy altalunk definialt mtvelettel, amit
nevezziink ezentl konvolucionak, és jeloljlink:

0

yln]=x[n]*h[n]= >’ x[k]-h[n—k]

k=—0

modon.

Nézziik ennek grafikus értelmezését a 76. abran.

hlk]

0 k
hin — k]
®
0 n k
x[k]

0 k

76. abra A rendszer atviteli fiiggvénye, annak h[n-k] tiikorképe és eltoltja,
és a rendszer bemenete
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Adott h[n] esetén allitsuk el6 az origora nézve reflexidéval h[n-k], ahogy azt az
abran is lathatjuk. Ekkor az x[n]-jelre adott véalaszt kiszamithatjuk, ha az x[n] jel
minden egyes k-adik pontjaba odaillesztjiik a h[n-k] fliggvényt megszorozva
x[k]-val és ezeket a fiiggvényeket 6sszegezziik.

A fenti szamitasi modszer, bar elsére igen bonyolultnak tiinik, mégis egyszeriien
kivitelezhetd. Az ember szdmara talan leginkdbb gy modellezhetjiik, hogy
elképzeliink egy hatalmas palyaudvart, ahol egymassal parhuzamosan sok ezer
sin, ¢és ezekre merdlegesen egy sinpar fut. A parhuzamos sorokon, minden
vaganyon alljon egy-egy kocsi rakomany nélkiil. Tudjuk, hogy egy adott pontban
a jel amplitudojat a kocsi megpakoltsaga jelzi. Legyen adott egy bizonyos kocsi
szerelvény amelyben a kocsik megrakottsdga kiilonb6zd. Nos a szerelvény beall
a merdleges sinparokon a sorba sorakoz6 kocsik mellé ugy, hogy a sajat
szerelvény tagjainak mindegyike egy kocsi mellett alljon. Ekkor atpakoljak a
parhuzamos sineken varakozd kocsikba a szerelvénybdl a rakoményt. A
szerelvény mozdonya, mindig kiilonboz6 kocsindl all meg ami a parhuzamos
sineken varakozik, ¢és minden rakodas utdn visszatér a telephelyre, ahol a
szerelvény ugyanugy feltoltik. Ezutan pedig visszamegy a kocsikhoz és megint
beall valaki mellé, aki mellett még nem &llt meg. fgy ha ezt minden kocsira
elvégzi, akkor elvégezte a konvolucid6 miivelettét, ahol egy kocsira, azaz
impulzusra, egy szerelvény volt a valasz. Ha az impulzus nagysagat is
értelmezziik, akkor a kocsik végs6 rakomanyat még meg kell szorozni kocsinként
az eredeti jelben vett impulzusok nagysagaval. Ezt értelmezhetjiik a kocsik
szinével, azaz, ha csak 0,1,2 nagysdgu impulzusok lehetnek, akkor a sarga kocsi
rakomdnya olyan mintha nem is lenne, a kék kocsi rakomanyat normal modon,
mig példaul a piros kocsi rakomdnyat duplan szamoljuk az értékelésnél. Persze
mivel végtelen sok nagysagu impulzus eléfordulhat ezért végtelen sok szint és
értelmezési szabalyt is kéne definidlunk.

2.1 Példa:
Tekintsiik végig a fenti okfejtésiinket most egy példan:

Legyen adott

x[n]=oa"u[n] input fiiggvény, ahol 0 < o < 1.

h[n] = u[n] pedig az atviteli fiiggvény.

Szamoljuk ki a konvoltucié miveletével az y[n] valaszt!

A 77. abran feltintettiik h[k], h[—k], h[-1—-k], h[1-k], és x[k] jeleket.

hik] = u[k]

{a)

h[—-k]

1

k

(b)
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Sl
Mil...........

fc)

01 k
{d)
1 h{n—k]
n>=0
0 n k
(e)
hin=k]
n<0

{g)

77. abra A konvolucié szamitasahoz sziikséges jelek
Erdemes részekre bontani vizsgalodasunkat:

I. n<0
Eszrevehetd, hogy h[k]-nak nulla az értéke n <0-ra, ebbdl kovetkezik,
hogy mivel a jel is csupan 0-ban 1ép be ezért n < 0 -ra a valasz is nulla lesz.
x[k]-h[n-k]=0
y[n]=0

II. n>0
Mindig ugy szdmolunk, hogy a vizsgalt intervallumokon, melyeken a
kimenet hasonl6 jelleglien szamolhatd, a tiikrozott €s eltolt h[n —k] jelet

utaztatjuk x[k]-ban, Osszeszorozva kozOs résziiket, ez lesz az adott
pillanatbéli kimenet értéke:
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K 0<k<
x[k]-h[n-k]=1% n
0, masra
yln]=2 o
mivel:
o , a=1
- n __ N
Zn:0a - 1 a , A * 1
-
ezeért:

I-a
1_ anJrl
yln]=
1-—
Ezért a probléma megoldésa (78. dbra):
1 0l
yln]=——"—u[n]
y[n]

— - e
0 n

78. abra A példa rendszer kimenete

2.2 Példa:
Tekintstink most egy masik példat:
Legyen adott:
%,03n§4
X[n] = ,
0, masra
", 0<n<6
h{n] ={°‘ T
,  Mmasra
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x[n]

888

01 23435 n

(a)

h[n]

’ *—0—90—0—0—0
5 6 7 n

|

79. abra Konvoluciéban résztvevo jelek: a rendszer (a) bemenete,
(b) impulzus valasz fiiggvénye

!

(b)

1

B EE S
0 1

Most is kényelmesebb, ha intervallumonként szamolunk:
I. n<O
Itt is igaz, hogy az suly fiiggvény nulla értékii nullanal kisebb idépontokra.
x[k]-h[n-k]=0
y[n]=0

II. 0<n<4
h[n-k] kezd belépni az x[k] jelbe.
a"*, 0<k<n

0, masra

x[k]-h[n—k] ={

1 n+l

yinl=Y o =Y o= 12

r=0

, mivel r=n-k

. 4<n<6
h[n-k] utazik az x[k] jelben.
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a"*0<k<4

x[k]-h[n —k] = {

0, masra
4 n -5 n—4 n+l
n—k n -1k n l-a a —Qa
nj=>)a" " =a"-) |la =a"- =
Y[ ] g ;( ) 1— a—l 1—-a
IV. 6<n<10
h[n-k] mar kezd kifelé haladni az x[k] jelbdl.
" n-6<k<4
x[k]-hn-k]j=4% > "
0, masra
4 10—n l_anfll an—4 _ (17
n-k n 6-r 6 .
n]= a’=a"- Yy T =a = , mivelr=k-n+6
yinl k;é rZ:O: I-o” I-a
V. 10<n
Ekkor mar h[n-k] és x[k] nem zérus részeinek nincs kdzos része igy
y[n]=0

crer

be a 80. abra.

x[k]

{a)
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6<n<10

80. abra A példaban szereplé konvoliiciés miivelet grafikus interpretacidja

gy ezeket a részeredményeket intervallumonként egymas mellé illesztve kapjuk
a kimeneti fiiggvényt (81. dbra):

y[n]

0
o

B “

i 0 4 6 =

81. abra A példiban szereplé konvolucié eredménye

2.2.1. A konvolucids osszeg tulajdonsagai ( Properties of the Convolution Sum )

2.2.1.1. Kommutativitas ( Commutativity )
x[n]*h[n]=h[n]*x[n]

o0

yln]= > x[n]h[n -Kk]

k=—0
r=n—-k; k=n-r

0 0

x[n]*h[n]= ) x[n]h[n—k]= ) x[n—r]h[n] = h[n]*x[n]

k=—o0 r=—o0
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Ez alapjan azt is észrevehetjiik, hogy egy LTI rendszer valasza az x[n] bemend
rendszer kimenete identikus azzal az LTI rendszer kimenettel, melynek bemenete
h[n] és egységimpulzus valasza x[n]-el egyenld.

Tehat az elobbi példaban ngyis kiszamithattuk volna a konvolucids Osszeget,
hogy eldszor tiikrozziik és tologatjuk az x[k]—>x[n-k] jelet, majd megszorozzuk
h[k]-val és ezt 6sszegezziik minden k-ra.

2.2.1.2. Asszociativitas ( Associativity )

Tekintsiink két LTI rendszert amelyeket sorba kotiink. Vajon fligg-e
sorrendjiiktdl a kimenet, ha mindkét esetben ugyanazon bemeneti jelet adjuk meg
a sorba kapcsolt rendszeriik bemenetére. Mert ha nem, akkor 6sszevonhatéak
egyetlenegy rendszeré sorrendjiiktdl fiiggetlentil.

w(n]
x[n] ==t ), [n]

h, [N] e [ ]

(a)

X[n] =m———p{  h[n] = h;[n] * h,[n] pe—(n]

(b)

x[n] === h[n] =h,[n] * h,[n] P> y[n]

(c)

x[n] =1 h,, [n]

Y
=
E)

—> vyI[n]

(d)

82. abra A kommutativitas és az asszociativitas kovetkezménye
sorosan kapcsolt rendszerekre

A felcserélhetdség bizonyitasahoz hasznaljuk ki a konvolicié kommutativitasat:
y,[n]= (X[n] * h1[n]) *h,[n]=w[n]*h,[n]
y,[n]= (X[n] * hz[n]) *h [n]=v[n]*h,[n]
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Azonban a kommutativitas miatt:
y[n] = x[n]*h[n] = x[n]*(h,[n]*h,[n]) = x[n]*(h,[n]*h,[n])
Ebbdl viszont kdvetkezik, hogy:

Y1D1]:ZY2[n]
x[n]*(h,[n]h,[n]) = (x[n] b, [n]) b, [n]

Azaz a rendszerek sorrendjétdl fiiggetlen a kimeneten kapott valasz fiiggvény és
ezért kiilonbdzo sorrendben dsszevonva ket egyetlenegy rendszerré ugyanazt az
eredményt kapjuk.

Ezen tulajdonsag alapjan az alabbi kijelentést tehetjiik:

Mivel az LTI rendszerek impulzus valasza teljes mértékben jellemzi a rendszer
viselkedését ezért a sorba kapcsolt rendszerek egyetlen rendszerré
Osszevonhatok, amelynek suly fliggvénye a két rész rendszer suly fliggvényének
konvolucidja.

y[n] = x[n]*h[n] = x[n]*h,[n]*h,[n]

2.2.1.3. Disztributivitas ( Distributivity )

Legyen adott két parhuzamosan kapcsolt rendszer. Ha az igy kapott 0sszetett
rendszer bemenetére egységimpulzus fliggvényt adunk, akkor mindkét rész
rendszer a sajat sulyfiiggvényével valaszol ra, amelyek 0sszegzddnek és igy érik
el a teljes rendszer kimenetét (83. dbra).
yi[n]=x[n]*h[n] Y,[n]=x[n]*h,[n]
y[n]=y,[n]+y,[n]
y[n]=x[n]*h[n]=x[n]*(h,[n]+h,[n])

Y1 [n]
1 h, [n]
X[N)] — y[n]
-1 h,[n]
? Vz[n]
(a)

x[n] =—— h1 [n] + hz[n] e V[n]

(b)

83. abra A konvolicié disztributivitasinak kévetkezménye
parhuzamosan kapcsolt rendszerekre

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas 75

gy maris belattuk, hogy:
x[n]* (h, [n] + h,[n]) = x[n] * b, [n] + x[n] * h 0]

Tehat LTI rendszerek parhuzamos kapcsolata leirhatd egyetlen rendszerrel
melynek stly fiiggvénye a parhuzamosan kapcsolt rendszerek suly fliggvényének
0sszege.

Azonban ne felejtsiik el, hogy a fenti esetekben mindig LTI rendszereket
tekintettiink. Viszont nem LTI rendszereknél az impulzus valaszfiiggvény nem
kezelhetd ilyen egyszerlien, mivel annak minden iddpillanatban més az alakja.
Ezért idévarians esetben a konvolucid6 miivelete, nem linedris esetben pedig
tulajdonsdgainak kiaknazasa hibas megoldast eredményez ha azt a fenti moédon
tesszilk meg. Természetesen egy impulzus valasz karakterisztikdval is lehet
konvolucidt végezni, azonban ez mar lényegesen bonyolultabb pontonkénti
miveletet eredményez.

2.3 Példa:
Tekintstik az alabbi nem LTI rendszert:

I, n=0,1
h[n] = _y
0, egyébként
Tudjuk, hogy pontosan egy LTI rendszer létezik amelynek ez az atviteli
fliggvénye, ez pedig nem mas mint:
y[n]=x[n]+x[n —1]
Azonban ez az egyértelmli megfeleltetés nem LTI rendszerekre nem igaz.

Nagyon sok olyan rendszer 1étezhet, amely egy adott impulzus atviteli fliggvényt
valosit meg. Példaul ugyanezt valositjak meg az alabbi nem LTI rendszerek is:

yln]= (x[n]+ x[n —1])
y[n] = max(x[n],x[n —1])
Ezen feliil ha két nemlinearis rendszert kapcsolunk sorba mint példaul:
y,[n]=2-x[n]
y,[n]=(x[n])’

Akkor nem mindegy milyen sorrendben kapcsoljuk ossze Oket. Hisz -2
estén: y[n] = 4x[n]’*, mig 2-7 esetén: y[n]=2x[n]’ lesz a kimenet.

2.3. A konvolucios integral ( The Convolution Integral )

Mint ahogy azt diszkrét esetben is megtettiik, folytonos esetben is értelmezhetjiik
a konvolucio miiveletét.

Tudjuk, hogy folytonos esetben is felbonthatdéak a jelek impulzus fiiggvények
Osszegének hatarértékére, azaz integraltjara.

x(t) = TX(G)'BG(t)dG = lAiilg ix(kA)@A(t—kA)-A
X(t) = ix(kA)-SA(t—kA)-A

k=—x
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Nos ezen lépcsds kozelités alapjan, az egyes egységnyi teriiletid , fliggvényekre
adott valasza az LTI rendszernek legyen fl(t), a folytonos impulzus atviteli

fiiggvényt kozelitd fliggvény. Ekkor, a rendszer valasza barmely intervallum
osztason értelmezett J, fliggvényre:

8, (t—kA) — ﬁkA (t)

lesz. Ezek az atviteli valaszok lehetnek kiilonbozéek, nem LTI esetben, de LTI
rendszert figyelembe véve ezek identikusak.

Ekkor a szuperpozici6 elvét felhasznalva, a rendszer kimenete:

Y =tim 3 x(k8) by (-2 = [x(0)-h, (0)do

o0

F(t)= D x(kA)-hy, (t)-A

3(t) —z;ﬂ h (1)
8(t—c) = h_(t)

A fenti levezetést szemlélteti a 84. dbra. A felbontas finomsaganak hatasat pedig
a 85. dbran lathatjuk.

Mivel LTI rendszeriink idéinvarians ezért:

h, (t) = h(t)
h;(t) =h(t-o)
Ahol h(t) a folytonos iddben értelmezet impulzus fiiggvényre adott valasza a

rendszernek, azaz suly fiiggvénye. Igy a konvolucié az alabbi formulaval adhat6
meg folytonos idében:

0

y(t) = J-X(('S)h(t —0o)do = x(t) *h(t)

—00

2.3.1. A konvolucios integral tulajdonsagai
( Properties of the Convolution Integral )

A diszkrét esettel parhuzamosan itt is ugyanazon tulajdonsadgokat tudjuk
értelmezni.

2.3.1.1. Kommutativitas ( Commutativity )

x(t) *h(t) = h(t) *x(t)
Az impulzus atviteli fliggvény és a bemend jel felcserélheto.

2.3.1.2. Asszociativitas ( Associativity )
x(t)* (h, (t) *h, (1)) = (x(t) * (h, (1)) * h, (t)

Soros kapcsolat kivalthatdo egyetlen rendszerrel, amelynek impulzus atviteli
fliggvénye a részrendszerek impulzus atviteli fliggvényeinek konvolucidja.
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(a)

x(0)hg (1A
x(0) —> l/\

(b)

x(A)h, (1A

thm —

/

(c)

x(kA)h, , (1)A

ﬂ x(kA) ~ /\/\
kA t t
(d)
. M
0 t 0 t
(e)
: \L\’\/\
0 t 0 t

(f)

84. abra Grafikus reprezentacioja a folytonos rendszer valaszfiiggvény kozelitésének
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x(7)h_(t)

Satirozott tertlet = x(kA)h, ,(t) A

A X r

kA (k + 1A

85. abra A valasz kozelitésének finomitasa

2.3.1.3. Disztributivitss ( Distributivity )
(1) * (hy () +h, () = (x(8) * (h, () + (x(t) * h, (1))

Parhuzamos kapcsolat kivalthatd egyetlen rendszerrel, amelynek impulzus
atviteli fiiggvénye a részrendszerek impulzus atviteli fliggvényeinek dsszege.

Tekintslink most példakat a folytonos esetre is. Eloljaroban meg kel jegyezniink,
hogy sokszor megéri a grafikusan szdmolni, mert maskiilonben konnyen
eltéveszthetdek az intervallumok.

2.5 Példa:
Legyen adott egy LTI rendszeriink, amire

h(t) =u(t)
Gerjessziik a rendszert az alabbi bemeneti fiiggvénnyel:
x()=e™-u(t), a>0
Ekkor:
h(r)

(a)
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x(7)
1
0
{b)
hit—171)
t>0
0 t
{c)
hit—7)
t<0
t 0

(d)
86. abra A példa konvoluciojaban szereplé jelek
Szakaszonként felirva a megoldast (86. abra):
I. t<0
h(t)-nek minden értéke nulla, ha t <0 ezért:
x(c)-h(t—-0)=0
y(®)=0

II. t=0

., 0 <t
x(c)-h(t-o0) = ¢, Uso
0, egyébként

y(t) = je"‘“’do - [_l _ e-wr _(-e™)
a

0 a

o=0

igy

y(t) =

(A-e™) u(t)
a
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P e -

0 t
87. abra A példaban szereplé konvoliiciéo eredménye, azaz a rendszer kimenet

2.7 Példar

crer

L 0<t<T
X(t) =
0, egyébént

, 0<t<2T
h(t) =
0, egyébként

A 88. abran megtekinthetjiik, hogyan utazik végig a h(t) jel az x(t) jelen

“ ey

x(7)
1
0 T T
(a)
h(t — 7)
+2T
t<0
/ t0 T T
t— 2T
(b)
h{t—17)
2T
0<t<T
T
)( 0 t T
t— 2T

(c)
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hit—r1)
T<t<2T
T
t—-2T
(d)
h(t—17)
2T <t < 3T
T
hit—17)
2T+
t>3T
0 Tf t T
t—2T

(f)

88. abra A konvolucios miivelet szakaszonkénti szemléltetése

Azert jobb a grafikus szemléltetes mert az eredmény barmely pillanatban el6all a
két jel kozos teriiletének a nagysagaként. Igy ot esetet kiilonboztetiink meg:

I. t<0
h(t)-nek nincs nem nulla értéke a t < 0-ra ezért:
x(1)-h(t—1)=0
y(®=0
II. 0<5t<T
Mivel csupan egy t befog6ju haromszdget metsz ki a h(t—1) az x(t)-bodl

ezért a kozos tertilet:

1,
t)=—t
y(t) 5
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I, T<t<2T
. . 1
Itt mar utazik a jelben a haromszog, igy E(t-(t+T)) tertiletli lenne, de

ebbdl le kell vonni azt a kis csiicskot ahol mar elhagyta a jel szélét, igy:

1 PRI g
YO =t (C+T) = (=T)* =T t—_T

IV. 2T <t<3T

Itt mar kifelé halad a haromszdg a jelbdl:

y(t) = [2T—(t—T)]-(t—T)+%(2T—(t—T))2 =%T2 —%tz +t-T
V. 3T<t

A haromszdg elhagyta az x(t) jelet igy:

x(1)-h(t—1)=0

y(®)=0

crer

y(t)

| |
0 T 2T 3T t

89. abra A konvoliicié eredménye

2.4. LTI rendszerek tulajdonsdagai ( Properties of Linear Time Invariant Systems )

2.4.1. Felejto és nem felejté LTI rendszerek
( LTI Systems with and without Memory )

Az LTI rendszer pontosan akkor memoria nélkiili, ha csupan a bemenet jelenlegi
értékétol fiigg a kimeneti jel. Ezért az impulzus atviteli fiiggvénynek specialisnak
kell lennie olyan értelemben, hogy a konvolucié soran, adott pontbéli értéket
szamitva sem jOvObéli sem multbéli értékekeit a bemenetnek nem Osszegezheti,

igy:
h[n]=0,Vn#0
h(t)=0,vt=0
azaz:
h[n]=K-9[n]
h(t) =K -5(t)
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2.4.2. LTI rendszerek invertalhatésaga ( Invertibility of LTI Systems )

Pontosan akkor neveziink egy LTI rendszert invertdlhatonak, ha létezik olyan
rendszer, amelyre ha az eredeti rendszer impulzus atviteli fliggvénye h,(t) volt és

inverzének pedigh, (t) akkor (90. abra):
hl (t) * hz(t) = hz(t) * h1 (t) = 8(t)

(t)
X(t) em—1h(t) z = h,y (1) |p—z(t)

(a)

x(t) Identikus rendszer x(t)
——— p——
5(t)

(b}

90. abra Az invertalhato6 rendszer és inverzének kapcsolata
Tekintsiink erre egy példat:

2.8 Példa
Legyen adott a kovetkezd rendszeriink:

y(H) = x(t—t,)

Ez a rendszer egy egyszerl késleltetés, mégpedig pontosan t, id6ével. Ekkor a

rendszer impulzus atviteli fiiggvénye:
h,(t)=58(t—t,)
Egyértelmi, hogy létezik inverz rendszer mégpedig a kdvetkezd:
h,(t) =3(t+t,)
impulzus atviteli fliggvénnyel. Vizsgélva az invertalhatdsag tulajdonsagat:
h (t)*h,(t)=h,(t)*h,(t) =0(t —t,) *6(t +t,) = O(t)

Ezzel belattuk, hogy a példankban felhozott rendszer invertalhat6.

Most nézziink egy masik példat is:

2.9 Példa:
h[n]=u[n]
yln]= 3 x(k] - u[n — k]

Mivel az u[n-k] fiiggvény ugyis 0 értékli minden k > n -re igy:
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n

yln]= > x[K]

k=—

Altalanossagban elmondhatd, hogy az egységugras fiiggvények ily modon
elhagyhatoak, mivel csupan intervallumot jelolnek ki. Visszatérve a problémara,
a rendszernek létezik inverze, mégpedig:

y[n]=x[n]-x[n~1]

Ekkor adjunk a bemenetre egy impulzusfliiggvényt és igy megkapjuk a
sulyfiiggvényt:

h[n]=9J[n]—-9d[n—1]
Ha behelyettesitiink az invertalhatdsagot ellendrzd egyenletbe:
h,[n]*h,[n]=h,[n]*(8[n]-5[n —1]) = (u[n]*5[n]) — (u[n]*5[n —1]) =
=u[n]—u[n—1]=9J[n]

Ezzel belattuk a rendszer invertalhatdsagat is.

2.4.3. LTI rendszerek kauzalitas ( Causality of LTI Systems)

A rendszert kauzdlisnak nevezziik ha kimenete csupan jelenének és multjanak
fliggvénye.

LTI rendszereknél ez pontosan akkor kdvetkezik be ha:
Diszkrét esetben:

h[n]=0, Vn<0
y[n] = Zn:x[k] -h[n-k]= ih[k] -X[n —k]
k=—o0 k=0

Folytonos esetben:
h(t)=0, Vt<0

y(t) = jx(c) ‘h(t—o)do = Th(t) -x(t—o)do

—0 0

Tekintsiink az el6z6 példakat a kauzalitas vizsgélatara:
h,[n]=u[n]
h,[n]=8[n]-&[n—1]

Lathato, hogy mindkét rendszer kauzélis mivel suly fliggvényilik minden n <0
pontra 0.

2.4.4. LTI rendszerek stabilitasa ( Stability of LTI Systems )

Az LTI rendszert altalanosan stabilnak mondjuk, ha korlatos bementre korlatos
kimenet a valasz.

Diszkret esetben:
Ha diszkrét rendszereket tekintiink, akkor a stabilitas elengedhetetlen feltétele,
hogy a kimeneten el6alld jel valamely norma szerint korlatos legyen. Ez
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pontosan akkor teljesiil ha barmely idépontra, egy altalanos normat tekintve igaz
az hogy:

||x[k]|| <0

ahol mivel skalar jelek korében vizsgalédunk a vektor norma abszolut értéknek
felel meg.

fgy mér irhatjuk, hogy az x[k] jel korlatos, ha létezik olyan B >0 valds
konstans, hogy barmely idépontra:

x[k] <B

Ekkor a rendszer kimenete korlatos, ha

ly[n] =

ih[k] -x[n -]

< Y |h[k]-|[x[n k] < B- > |h[k] < o
k=—0 k=—0

Tehat az LTI rendszert korlatosnak nevezziik ha:

D k] < oo

k=—w0

Folytonos eset:

Ebben az esetben is hasonl6 képen jarhatunk el, ezért ha a bemenet korlatos és az
erre valaszold kimenete a rendszernek is korlatos akkor a rendszert stabilnak
nevezzik.

fgy ha teljesiil, hogy barmely idépontra:
x(t)| <B

akkor a rendszer stabil ha:

ly(t)| =

Th(c) -x(t—o)do

< T|h(c)| |x(t-o6)/do < B- T|h(c5)|dc5 < o0

—00

azaz:
T|h(c)|d0 <o

2.9 Példa:
Tekintsiik az alabbi sulyfliggvényil rendszert:

h[n]=6[n—-n]
> | = Yotk -, ] =1

k=—0
Tehat a rendszeriink stabil.
Most nézziink ugyanezt folytonos esetben:
h(t)=3(t—t,)
[In(e)|do = [ (o —t,)ldo =1

—00
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Ami ismét stabilnak bizonyult.

Tekintsiink most egy egységugras fiiggvényii impulzus atvitellel rendelkezd
rendszert:
h[n]=u[n—n,]

0 0

k] = 3 Julk ~n, | ==

k=—0 k=n,

h(t)=u(t—t,)
T|h(c)|dc5 = T|u(c —t,)|do =00

—0 to

Ahogy az jol lathat6 a rendszer instabil.

2.4.5. LTI rendszerek egységugras valasza ( Unit Step Response of LTI Systems )

Ahogy azt az el6z6ekben bevezettiik, a rendszer viselkedését teljes mértékben
jellemzi az egység impulzusra adott valsz, amit mi impulzus atviteli, vagy
roviden sulyfiiggvénynek nevezziink és h[n], vagy h(t)-vel jeloliink.

Azonban a rendszert mas vizsgalo jelekre adott valaszokkal is jellemezhetjiik,
ilyen az egység ugras jelre adott vélasz is, természetesen ezt is csak
energiamentes rendszerre értelmezziik, amit ezentdl dtmeneti fiiggvénynek vagy
mas néven egységugras valasz fliggvénynek ( unit step response ) neveziink és
s[n], vagy s(t)-vel jeloliink. Bizonyithatéan ez is teljes mértékben leirja a
rendszer viselkedését.

Nézziik meg, hogy 1étezik-e €és ha igen milyen kapcsolat all fenn a két rendszer
jellemzé fliggvény kozott. Mivel a egységugras valasz kiszamithatd az
egységugras bemenet és az impulzus valasz konvoltcidjaként, ezért:

s[n] =u[n]*h[n]

Azonban ezt az alakot atirva:
s(n]= > u[n—k]-h[k]= > h[k]
k=—0 k=—0

Es ennek inverzét szamolva:
h[n]=s[n]—s[n—1]

fgy felhasznalva folytonos konvoluciot az alabbi megallapitisokat tehetjiik
folytonos esetben:

s(t) = jh(r)dr

h(t) = ds(t) _

s'(t)

Tehat belattuk, hogy ezen vizsgdldo jelek nemcsak, hogy egymasbol
szarmaztathatoak, hanem a rendszer jellemzdé fliggvényeikkel is ugyanez a
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helyzet. Nos mindenféle bizonyitds nélkiill, az aldbbiak e moddon mar
nyilvanvaloak:

y[n]=x[n]*(s[n] —s[n —1])
y(t) = x(t) *s'(t)

ahol * az altaldnos derivalast jeleni ( Ez nem mdas mint a villamossagtanbol ismert
Duhamel tétele ).

Bar az atmeneti fiiggvény is rendszer jellemzd fiiggvény, altaldban nem nagyon
hasznalatos mivel a vele torténd szamolds nehézkes. Ennek ellenére sokkal
konnyebben és pontosabban eldallithatd, mint a csupan matematikdban létezd
egységimpulzus, ezért a méréseket egységugras fliggvényt kozelitd fiiggvénnyel
végezzik, és az igy kapott atmeneti rendszer jellemzd fiiggvényt derivalassal
szamitjuk at sulyfiiggvénybe.

2.5. LTI rendszerek leirasa differencial és differenciaegyenletek segitségével
( Systems Described by Differential and Difference Equations )

A matematika mar régdta probalkozik a fizikai jelenségek legszélesebb korii
modellezésére és leirdsara. Ezen metddusok, ha a bizonytalansag kérdése nem
meriil fel, tobbnyire folytonos esetben differencidl egyenletek, diszkrét esetben
pedig differencia egyenletek formdajaban oOltenek alakot ¢s megoldasi
lehetSségiiket a matematikai apparatus folyamatos béviilése probélja segiteni. Igy
a digitalis jelfeldolgozasban, a rendszerek ¢és folyamatok leirdsara is ilyen
egyenleteket haszndlunk, mivel alapvetden fizikai és matematikai alapokon
nyugszik ez a tudomany teriilet. Azonban a késdbbiekben pontosan a
bizonytalansag elkeriilhetetlensége miatt a sztochasztikus rendszerek leirasara
mar ezen modszerek nem alkalmazhatéak. Mi most ennek a problémakdrnek igen
kis szeletével fogunk foglakozni, s a matematikabol mar jol ismert definiciok
Omlesztett halmaza helyett inkdbb példakon keresztil mutatjuk be ezen
modszerek és eljarasok alkalmazasat.

2.5.1. Linearis allandé egyiitthatos differencialegyenletek
( Linear Constant-Coefficient Differential Equations )

A differencialegyenletekkel a rendszer bemenete és kimenete kozti kapcsolatot
probaljuk megfogalmazni. Tekintsiik az aldbbi egyenlet:

% +2y(t) = x(t)

A fenti egyenlet a rendszer viselkedését implicite irja le, ezért meg kell oldanunk
az egyenletet, hogy explicit alakban alljon el a rendszer kimenete a bemenet
fliggvényeként.

Az ilyen tipusu egyenletek megoldéasa ugy torténik, hogy el6 allitjuk az egyenlet
homogén megoldasat, ha esetleg x(t)=0-at vizsgalnank akkor készen is
lennénk, és az egyenlet egy partikularis megoldasat. Azért egyet, mivel

elméletileg végtelen sok Iétezik. Ezutdn a két megoldas Osszegeként all eld az
eredeti egyenlet megoldasa.

y(®) =y, () +y,(t)
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Az egyenlet homogén megoldasa, megoldasa a

%%&y(t) =0

egyenletnek.
Hogy egy partikularis megoldasat megtalaljuk a rendszernek, tételezziik fel, hogy
ha t > 0 akkor:
x(t) = Re{Ke ™ |
ahol K egy komplex szam.

Altalanossagban kijelenthetjiik, hogy partikularis megoldas keresésére csupan a
bemenet fliggvényének ismeretében van Ilehetdségiink barmely szamitést
elvégezni.

Ebbdl viszont ugyancsak kovetkeztethetiink a megoldas alakjara:
y,(t) = Re{Yej‘”Ot }
Ahol Y szintén egy komplex szdm.
Nos, visszahelyettesitve a differencial egyenletbe:
Re{joooYej“’Ot +2Ye! }= Re{Kej‘”Ot }, vVt >0
Amibdl egyértelmiien kdvetkezik, hogy csak akkor allhat fent ha:
jo, Y +2Y =K
Ezt atrendezve kapjuk, hogy:
K K et

j(DO+2 4+0)§

0 =tan" (&J
2

Ezért a partikularis megoldas alakja:

K
Vi+o)
Ahhoz, hogy a homogén megoldasat megtalaljuk az egyenletnek, matematikai

ismereteink alapjan y(t) alakjarol az alabbi feltételezést tehetjiik:
¥, (t) = Ae™

Y =

ahol

y,(t) = Re{Yej‘”"t }: -cos(m,t—0), t>0

Frissen tett feltételezésiinket visszairva a differencia egyenlet homogén alakjaba:
Ase™ +2Ae" =A-(s+2)-¢" =0

A fenti egyenlet azonban akkor és csak akkor igaz, ha s=-2. Azonban ,,A”
valos paraméter szabadon valaszthato, és barmely értékére teljesiil az egyenlet.
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fgy az egész egyenlet megoldasa:

K
J4+o)
Azonban ez csupan fél-siker a rendszeriink leirdsara tett kisérletben. Ahogy azt a
szemfiiles olvasd észrevehette ,,A” szabad paraméter, igy a kimenete a
rendszernek bar a fenti alak, mégsem definiélt teljesen. Hogy szamolasunk ezen
csorbajat ki tudjuk koszoriilni tovabbi informacidkra van sziikségiink a rendszer
miikddésérdl. Ehhez sziikségiink van y(t) értékére egy bizonyos pillanatban. Ezt
az ¢értéket kezdeti feltételnek ( auxiliary condition ) nevezziik. Ez a feltétel
hatdrozza meg a szabad paraméter értékeét.

y(t) = Ae ' + -cos(w,t—0), t>0

Tradiciondlisan a t=0 pontban adjuk meg a kezdeti értéket, de szabadon
tekinthetd barmely més pont is.

Legyen adott tehat:
y(0) =y,
Ekkor a megoldas egyenletébdl kifejezhetjiik a szabad paramétert, t = 0-ban:
Kcos0
A=y, -

A+ o)

fgy a megoldasunk végre az alabbi explicit formaban eléall:

y(t) =y,e ™ +L-[cos(mot —-0)-e ' cos 6], t>0
4+ o,

Vizsgalodasunkat eddig at > 0 tartomdnyra korlatoztuk, de mi tudunk mondani
t <0 esetben? Eldszor is tételezziik fel, hogy:

x(t)=0, Vt<O0

Ezért y(t)-nek csupan a homogén egyenletet kell teljesitenie. Ahogyan az el6bb

lattuk y(t) Gjra a Be™ alakban keressiik, felhasznalva a kezdeti feltételt ami az
imént ismertiink meg. Azonban ekkor egyértelmiien kdvetkezik, hogy:

y()=y,e?, t<0

fgy a két megoldast kombinalva végre barmely idépontra megkapjuk a rendszer
valaszat:

) K
y(t) =y,e Zt+m'[

Vizsgaljuk meg most a rendszer linearitasat.

cos(m,t—0)—e " cos OJ -u(t), Vt-re

Ahogy azt a linearitas definiciojanal megemlitettiik, a rendszer akkor linearis ha
nulla bemenetre a rendszer valasza is nulla. Ebbdl kiindulva a fent vizsgalt
rendszertink pontosan akkor linedris ha y, =0
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2.2 Allitas:
Az a rendszer amelyet linearis alland6 egyiitthatds differencidlegyenlet ir le
linearis ha a kezdeti feltétel a t =0 pontban zérus.

2.3 Allitas:

Azok a rendszerek amelyeket linearis allandé egyiitthatos differencialegyenlet ir
le, de kezdeti értékiik a nulla pontban nem zérus, szakaszosan linearisak. Azaz a
kovetkezo féle képen irhatdak le:

A kezdeti feltételekre
adott valasz

Linearis rendszer melyet
linearis allandd eggyuthatds _ _
X(t) e— differencia egyenlet ir le, g U - y(t)

zérus kezdeti feltétellel

91. abra szakaszosan linedris struktiraja a linearis allandé egyiitthatés
differencial egyenlettel leirt rendszereknek

Nézziik meg kauzélis-e rendszeriink:

A kauzalitas azt feltételezi, hogy rendszeriink nem képes megjosolni, hogy
bemenetén milyen jel fog beérkezni. Azonban a fent vizsgalt egyenletlink ez
ellen sulyosan vét, hisz ha t < 0 akkor a rendszer sejti, hogy mi lesz a bemenet és
hogyan fog viselkedni t >0 iddben, s6t eldkésziteni latszik a fliggvényt, igy
teremtve folytonossagot. Tehat, hogy rendszeriink kauzilis legyen az aldbbi
kikotéseket kell tenniink:

x(1)=0, t<t,
U
y(t)=0, t<t,

fgy ahhoz, hogy a differencial egyenletiink kauzilis legyen nyugalmi kezdeti
allapotokat ( initial rest ) kell feltételezniink. Ebben az esetben ha kiilsé
nyugalmi allapotokat tételeziink fel akkor még az id6 invariancia is teljestil
rendszeriinkre.

Azonban, nem csupan elsérendii egyenletek irjak le a valds fizikai rendszereket.
Sokszor sziikségiink van a magasabb rendii egyenletek felirasara is:

Egy éaltalanos N-ed rendii linedris allandé egyiitthatds differencidl egyenlet az
alabbi alakba irhato:

Noodhy(t) &L dfx(t)
Z ay yk :Z b, K
k=0 dt k=0 dt

Abban az esetben ha N =0 akkor:

1Y d¥x(t)
t)y=—>>'b
Y( ) ao ; k dtk

Itt a rendszer kimenete explicit formédban megadott a bemenet és annak
kiilonb6z6 rendi derivaltjainak a fliggvényében.
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Ha viszont N > 1akkor az egyenlet analizise az elébbiekben megadott formaban
lefolytathat6, azaz a partikuldris és homogén egyenlet meghatarozasa a feladat.
Azonban magasabb rendii esetben ez igen bonyolult szamolast eredményezhet. A
masik aprd kiilonbség, hogy itt nem elég egyetlen kezdeti feltétel a megoldas
meghatarozasdhoz, hanem N db kezdeti feltétel sziikséges az explicit alakhoz:

dy(t) d"y(t)
da 77 dt™!

Ezenkiviil a rendszer, melyet ez az egyenlet ir le, pontosan akkor lineéris, ha
ezen kezdeti feltételek mindegyike zérus.

y(b),

, valamely idépontban vett értéke

Kauzalis pedig akkor, ha rendelkezik nyugalmi allapottal, azaz:
x(t)=0, t<t,
y(t)=0, t<t,

2.5.2. Linearis alland6 egyiitthatds differencia egyenletek
( Linear Constant-Coefficient Difference Equations )

A diszkrét idében N-ed rendii differencia egyenletnek nevezziik a:
N M
> ayn-k] =3 b,x[n-k]
k=0 k=0

Egy ilyen tipusu egyenlet hasonlé6 mdédon megoldhato, mint azt folytonos idoben
megtettlik, persze meghatarozott kiindulasi feltételek mellet.

Azonban a diszkrét idétartomany lehetdséget ad egy masik megoldasi modszer
alkalmazésara is. Az egyenlet konnyen atrendezhetd az alabbi formaba:

y[n] =ai{2bkx[n—k] —Zaky[n—k]}

Ez az egyenlet oly modon irja le a kimenetet, hogy az fliggvénye a jelenlegi ¢és
multbéli bemeneteknek és a régebbi kimeneti értékeknek is. EbbOl azonnal
lathatjuk, hogy mennyire sziikségiink van a kezdeti feltételekre. Ahhoz, hogy
y[n] értékét kiszamitsuk ismerniink kell az y[n-1],...,y[n-N] értékeket. Tehat
amiatt, hogy barmely idépontban meg tudjuk mondani a kimenet, a y[-N]....,y[-1]
kezdeti értékeknek adottnak kell lennie. Ha ezek mind nulldk akkor diszkrét
idoben is linedrisnak mondjuk a rendszert.

Egy egyenletet a fenti formédban rekurzivnak neveziink mivel rekurziv médon
szamolja ki a kovetkezd kimeneti értéket a bemenet €s kimenet el6z6 értékeibdl.

Ha N = 0 akkor az egyenletiink az alabbi nem rekurziv formaba irhato:
M bk
yln]=Y | == x[n-k]
k=0 ao

Ebben az esetben viszont nincs sziikséglink kezdeti feltételekre, hisz a kimenet a
bemeneti értékekbdl explicite szamolhato.

Ha jol megnézziik, akkor a fenti egyenlet hasonl6 egy konvolucidhoz, amibdl az
adodik, hogy a rendszer atviteli fliggvénye:
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b
L 0<nM
h[n]=qa,

0, egyébként

Jol lathato, hogy az atviteli fliggvény csupan egy adott véges intervallumon nem
nulla. Az ilyen rendszereket, amelyek ezen tulajdonsaggal rendelkeznek: véges
impulzus valaszu rendszereknek (finite impulse response system: FIR) nevezziik.

Bar nullad rendii rendszerek esetében nem sziikséges kezdeti feltételt megadni,
azonban N >1 esetben mar nélkiilozhetetlenek a kezdeti feltételek. Hogy
mélyebb betekintést adhassunk ezen probléma korbe, alljon most itt egy példa
ilyen szamolasra:

2.11 Példa:
Tekintsiink egy elsérendii rendszert amelyre:

y[n]— % y[n —1] = x[n] differencia egyenlet teljesiil.
Rendezziik 4t az egyenletet:
1
yln] = EY[H —1]+x[n]

Tegyiik fel kezdeti feltételként, hogy:

yi-1]=a
¢s hogy a bemeneten az alabbi jel érkezik:
x[n]=K-9[n]

Ahol K egy tetszdleges komplex szam.

Oldjuk meg a problémat n > 0 esetre:

1 1
y[0]=x[0] +EY[_1] =K +58

1 1 1
yll] = x[1] +EY[O] = E(K + Eaj

1 1Y 1
y[2]=x[2] +EY[1] = (Ej (K +Eaj

y[n]= x[n]—i—%y[n—l] = (%) -[K+laj, n=>0

Most vizsgéljuk a n < 0 esetet:
Rendezziik 4t az egyenletet a kdvetkezd formaba:
y[n—1]=2{y[n] - x[n]}

Ekkor visszafelé szamolva:
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y[-2]=2{y[-1]-x[-1]} = 2a
y[-3]1=2{y[-2] - x[-2]} = 2*a
=2’a

yl-4] = 2{y[-3] - x[-3]}

yl-n]=2{y[-n+1]—x[-n+1]}=2""a =a- [Ej

fgy most mar kombinalhatjuk a két esetet:

y[n] = a-(%jn + K[%)n -u[n]

Ha K =0 azaz x[n]=0 akkor, hogy y[n]=0 legyen, azaz linearis legyen a
rendszeriink szilikséges, hogy a =0.

Ha Iétezik a rendszernek nyugalmi allapota, azaz
x[n]=0, n<n,
y[n]=0, n<n,

Akkor a rendszeriink kauzalis.

Ha még az is teljesiil, hogy y[n,] =0 akkor a rendszeriink id6invarians is.

Altalaban, ahogy lattuk a példakon keresztiil, a fent emlitett szamolasi médszer
alkalmazhaté mint folytonos mint diszkrét id6ben 1is a megoldas
meghatarozasara. Azonban a rendszerek bonyolultsaganak fokaval egyiitt né a
szamitas bonyolultsdga is. Ezért a matematika megalkotta sajat eszkdzeit ezen
problémék megoldasanak megtalalasara. gy folytonos esetben a Laplace
transzformacio segitségével a differencial egyenletek joval konnyebb megoldési
lehetdségét kapjuk, de ezért fizetniink kell azzal, hogy a rendszer kezdeti értéke 0
¢s nyugalmi allapotban volt a gerjesztésig. Bar ez a megoldas mod ezen feltételek
nem teljestilése esetén is hasznalhatd bizonyos trilkkok segitségével, mégis a
definici6 altal meghatarozott tartomany elhagydsa nagyon koriiltekintd, ovatos
megoldaskeresést és szamolast igényel. Diszkrét esetben a megoldas keresése
Z-transzformaci6 segitségével torténik ami Iényegesen megkonnyiti a szdmolast,
azonban sajnos nem minden differencia egyenlet megoldasa szamolhato ki ily
modon. Ezekre a modszerekre a késobbiekben visszatériink, ha mar a frekvencia
tartomannyal kapcsolatos alapvetd kérdéseket tisztaztuk.

2.6. Differencial és differenciaegyenletekkel leirt LTI rendszerek blokk-diagram
dbrazolasa ( Block Diagram Representation of LTI Systems Described by
Differential and Difference Equations )

Talan az LTI rendszerek egyik legfontosabb tulajdonsaga, hogy szamunkra
megfeleld  karakterisztikdkkal  rendelkezd  rendszert tervezhetiink a
rendelkezésiinkre all6 matematikai apparatus segitségével, és a vald vilag
rendszereit pedig az analizisen keresztiil térképezhetjiik fel. Lényeges, hogy
barmely felirasi modja a legtobb LTI rendszereknek attranszformalhato
differencial egyenletek formdjdba ¢és ezen egyenletek alapjdn a rendszer
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megkonstrualhatd. Azonban nekiink sziikségiink van, pont ezen okbol, a
differencidl és differencia egyenletek altal leirt rendszerek olyan grafikus,
diagrammos abrazolasara, amelybdl aztan egyszer( alkatrészeknek megfeleltetve
a diagramm elemeit a modellezett rendszer megépithetd. Ezt segiti eld a blokk-
diagram é&brazolas.

2.6.1. LTI rendszerek blokk-diagram reprezentacidja diszkrét idében
(Block Diagram Representation of LTI Systems in Discrete Time )

Legyen adott egy N-ed rendli, allando egyiitthatoés, linedris differencial
egyenletiink, ami rendszert reprezental.

y[n] =ai{2bkx[n—k] —Zaky[n—k]}

Szeretnénk ezt a rendszert dbrazolni valamiféle képen.

Induljunk ki a mar jol megszokott matematikai szemléletmodunkbol. A
matematikai miiveleteink altal felépiild egyenletet csak igy tudjuk reprezentalni,
ha ezeket a kapcsolodasi pontokat, azaz miiveleteket valahogy abrazoljuk. Mivel
harom {6 miiveletet hasznalunk, mindegyikhez rendeljiink egy reprezentaciot,
abrat amely a blokk-diagramjaink f6 épitékovei lesznek:

= gsszeadas és kivonds

X, [n]

x4 [n] > Cj - x, [n] + x,[n]

92. abra Osszeadas és kivonas miiveletének reprezentacioja
»  konstanssal valo szorzas

a
x[n] > ax[n]

93. abra Konstanssal val6 szorzas miiveletének reprezentacidja

=  késletetés allando egységnyi idovel

X[N] —mpl D |e— [0 — 1]

94. abra Egységnyi idével valo késleltetés reprezentiacioja

Ezek utan mar csak 6ssze kell kapcsolni ezeket az elemeket, hogy ugyanazon
logikai strukturat dbrazoljak amibe az egyenletiink szervezddik. Azonban egy
akdrmilyen egyenlet felirdsahoz mar kell némi gyakorlat. Tekintslink ezért egy
példat a legaltalanosabb esetre:

Legyen adott egy rendszeriink, amit az alabbi egyenlet ir le:

y[n]+a-yn-1]=b-x[n]

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas 95

Rendezziik at egyenletiinket rekurziv alakba:
y[n]=b-x[n]-a-y[n-1]
Ha ezt abrazoljuk akkor az alabbi felépitést kapjuk (95. abra):

b
x(n1—s—(+} T > yin]

A

D

—a

yln-1]

95. abra A fenti LTI rendszer blokkdiagramja

Jol lathato, hogy egy memoriat igénylé késletetést végzd egységet sziikséges
hasznalnunk a reprezentacidoban, hogy barmely pillanatban a kimenet eggyel
korabbi értékét is tudjuk szolgaltatni az 0 kalkulacidhoz. Az is lathato, hogy az
eltarolt érték egy visszacsatolason keresztiil érkezik meg az Osszeaddhoz, ami
kozben egy konstanssal vald szorzast szenved el. Ez a visszacsatolas kiilonben
direkt kovetkezménye a rekurziv felirasnak. Tehat ezekkel az eszkozokkel
csupan rekurziv formaban megadott egyenletet tudunk reprezentalni.

Nézziink most egy masik rendszert, ami a kovetkezé képen adott:
y[n]=b, -x[n]+b, -x[n —1]
Az algoritmus amit a fenti egyenlet leir a kovetkezé forméaban reprezentalhato
(96. abra):
by

) r > :@ v [n]
I 3

D

b,
x[n—1] >

96. abra A fenti LTI rendszer blokkdiagramja

Itt is szlikséges egy késleltetd egység hasznalata, de itt a késleltetett értéket nem
vissza hanem eldrecsatoljuk. Az is jol lathatd, hogy a kimenet értéke nincs
visszacsatolva és egyaltalan nem hasznalt a kalkulacié soran. Tehat az itt kapott
rendszerlink nem rekurziv, de nem felejto.

Most mar megvizsgalhatunk egy Osszetettebb problémat is:
y[n]+a-y[n—-1]=b, -x[n]+b, -x[n—1]
Az egyenletet rekurziv forméaba rendezve:

y[n]=-a-y[n-1]+b, -X[n]+Db, - x[n—1]
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A fenti algoritmust szemlélhetjiik oly médon is mintha két LTI rendszer soros
kapcsolata lenne. Tehat két szamitast kell elvégezniink:

w[n]=b, -x[n]+b, -x[n—1]
y[n]=-a-y[n-1]+w[n]

gy visszakaptuk az elébbiekben vizsgalt két rendszert. Ezzel szétszedtiik
rendszeriinket egy rekurziv és egy nem rekurziv rendszer kapcsoltara,

most vizsgalt rendszeriink blokk-diagramjat (97. abra):
bO

" w(n]
x(n] j ~(O—() T >~ yin]

A A

D D

—a

1

97. abra A fenti LTI rendszer blokkdiagramja

Azonban a sorosan kapcsolt LIT rendszerekrdl tudjuk, hogy sorrendjiiktdl
fiiggetlen a kimenet valasza, igy a két rendszert felcserélhet;jiik:

z[n] b
x[n] 'G\f I I — +) » y[n]

A 4

—

D D

z[n—1] z[n—-1]

98. abra Alternativ blokkdiagram reprezentacidja az el6z6 példanak
ahol:
zZ[n]=-a-z[n—1]+ x[n]
y[n]=b, -z[n]+b, -z[n-1]

Az ¢el6z0 fejezetben targyalt tulajdonsdgok alapjan nyilvanvalé a kapcsolat, de
bizonyitékként szolgalhat ha a két egyenletet rendezziik, x[n]-re és y[n]-re, és
behelyettesitiink veliik az eredeti egyenletbe, akkor nullat fogunk kapni mindkét
oldalon.

Ha ezen két rendszer kapcsolatat megnézziik, akkor lathatd, hogy z[n] értékét
kétszer taroljuk el a szamitds soran, mindenféle indok nélkiil, ezért a rendszer
Osszevonhato egy masik alakba (98. abra):
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97

x[n]—.@

!

—a
-t

l

b,

b——»@—» y(n]

99. abra Egyetlen késlelteto elemet tartalmazoé blokkdiagram reprezenticiéja

az el6z6 példanak

fgy sokkal gazdasagosabb leirasat hoztuk létre a problémanak, azaz ez alapjan
vald megvaldsitds kevesebb alkatrészbe, és foleg kevesebb draga memoriaba

keril.

Tekintsiik most az altalanos esetet:

Hogy az abrazolasunk jobban tiikkr6zze a mondanivalot, tegyiik fel, hogy N =M.

yln]= %{Zka[n -k]-) a,y[n- k]}

A fenti rekurziv egyenlet egyszeriien abrazolhatd az els6ként targyalt modszerrel

(100. abra):
bo o~ winl o~ T
x[n] 1 > » \f_/ + > I
a
D
b
1 +)
1\
D
b,
+
b -ay_
N +> N-1
A :
D D

by

» v([n]

100. abra LTI rendszerek 1. Direkt Forma reprezentaciéja
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Azt a reprezentaciot ami a /00. abra sémdja alapjan eldall, a vizsgalt rendszer

crer

Persze ezen a reprezentacion is észrevehetd, hogy rendszeriink valdjaban egy
nem rekurziv és egy rekurziv rendszer soros kapcsolatabol épiil fel:

Ahol a nem rekurziv rendszer:
N
wln]=> b, x[n—k]
k=0

A rekurziv részrendszer pedig:

yin] =i{—2aky[n—k]+w[n]}

0 k=1

Tehat a két rendszer most mar abrazolhatdé egy masfajta alakban, megtartva az
formanak” ( Direct Form II ) nevezziik. Itt is, ahogy az eldbb tettiik
Osszevonhatdak a késleltetd elemek és igy nagyban redukalhaté a rendszer
alkatrész igénye. Ezt szemlélteti a 101. dbra.

1/a U
x[n] > @ — :0 > @ > y[n]
__I ' 3
D
- b
N, o S rB
']:/ - - w - \-+
F 3 F
D
N, @ R
+ ) » >y > *:\+>
'

TaN - bn -4

)
-\J_
A
Y
Y
()
N

.
—p

an _1 by

101. abra LTI rendszerek 1. Direkt Forma reprezentacioja

Ezt a reprezentacios format sokszor kanonikus reprezentacionak is hivjak.
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2.6.2. LTI rendszerek blokk-diagram reprezentacioja folytonos idében
(Block Diagram Representation of LTI Systems in Continuous Time )

crer

teljesen hasonld modon levezethetjiik, mint az diszkrét idében megtettiik. Legyen
adott egy N-ed rendii differencidlegyenletiink amirdl az egyserliség kedvéért
feltessziik, hogy N =M.

y(t)—a—{Zb R SEIH ym}

k=

crer

= gsszeadas és kivonds
X, (t)

X4 (t) X4 (t) + X2 (t)

102. 4bra Osszeadas és kivonas miiveletének reprezenticioja
»  konstanssal valo szorzas

a
x(t) > ax(t)

103. abra Konstanssal valé szorzas miiveletének reprezentacidja

v differencialas ido szerint

— dx(t)
dt

X(t) =31 D

104. abra 1dé6 szerinti differencidlas miiveletének reprezentacioja

A reprezentacid felirdsa innen teljesen analég modon torténhetne, hisz ezek az
elemek megfeleltethetéek diszkrét ideji tarasaiknak. Azonban a differencialas
igen kényes matematikai miivelet a megvaldsitas szempontjabol.

Differenciatorok ¢épitése nehézkes, ¢és alkalmazhatosagukat sajnos nagy
mértékben befolyasolja, hogy nem elhanyagolhaté miveleti hibaval birnak és
dragék is. Ezért a megvalositas szempontjabdl sokkal eldnydsebb lenne, ha
valamilyen moédon kivalthatndk ezeket a differenciatorokat egyszeriien miikodo
integrald eszkozokre. Igy az N-ed rendii differencia egyenletiinket at kell irnunk
N-ed rendil integral egyenletté.

A probléma megoldasdhoz definialjuk y(t) szukcessziv integraltjait:

Yo (O =y(t)

Yo (O =yO*u®) = [y(r)dr
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Yo () =y(t) *u(t) *u(t) = j( I }’(G)dG] dt

—00\_—00

Y (t)= Y k-1 (t) *u(t)= J.Y(k—l) (1) dr

ugyanigy definialhatjuk x(t) szukcessziv integraljait is.
Ha most ujra megvizsgaljuk eredeti egyenletiinket:

i y(t i dkx(t)

k=0 k=0

d“y(t)

tk

Hogyha nyugalmi allapotot tételeziink fel akkor

N-edik integralja

pontosan y  ,,(t) lesz mivel a kezdeti értékek az integralaskor zérusok. Ezért

véve az egész egyenlet N-edik integraltjat irhatjuk, hogy:
N N
z ALY (n-k) (t) :Z ka(ka) (t)
k=0 k=0

Mivel pedig y () = y(t) ezért:

y(t) = L{Z_:ka(Nk) (- Z_akY(Nk) (t)}

ay

Tehat atalakitottuk differencidl egyenletiinket integral egyenletté. Ha most
differenciatorok helyett integratorokat hasznalunk:

x(t) f f‘
| e x(r) dr

105. abra Integrator reprezentacidja

Akkor ugyanﬁgy, ahogy azt diszkrét esetben tettiik, felirhatjuk a rendszer elsc’S és

crer

lathatjuk:
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by 1/ay

x(t) > y(t)

106. abra Folytonos LTI rendszer 1. Direkt Forma reprezentacioja

1/ay by ~ e
+ -

x(t) = /1\ = I 4= a S,
'y

~ag | by

107. abra Folytonos LTI rendszer II. Direkt Forma reprezentacidja
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Ezen integratorok fizikai megvaldsitasa azért bonyolultabb mint diszkrét esetben
a késleltetd elemeknek. Mig ott RAM-okban térolhattuk el ezeket az értékeket,
addig itt miiveleti erdsitd kapcsolasokkal tudjuk a legegyszeriibben
megvalositani a funkciot (/08. és 109. dbra):

C
I
X 1
o—H+

e

Uy

e

ki

108. abra Fazist fordit6 integratorkapcsolas

1 t
umh=—EELMﬂmm

R
1
LI
R
4 = -
—0
+
luki
o— 1 I
R, —— R
u l 0 C 0
> T

109. abra Fazist nem fordito integratorkapcsolas

2 t
R :[u(t)bedt

u(t),; =

00

Azonban ezek a miiveleti erdsitd kapcsoldsok mar nem hiba mentesek, sajnos az
pontossdgot ¢és a felhasznédlhatésagot, de hat ahogy azt analdg rendszereknél
megszokhattuk semmi sincs hiba nélkiil. Az integratorok igy is joval kisebb
hibaval dolgoznak mint a differenciatorok, igy a két rossz koziil a kevésbé rossz
hasznalata a célszera.
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3. Folytonos rendszerek és
jelek Fourier analizise
( Fourier Analysis for
Continuous-Time Signals
and Systems )
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Fourier bar igen kalandos életet €lt, s munkasagat kortarsai csak élete végén
illették elismeréssel mégis az altala felfedezett matematikai tételek jelentds hatast
gyakoroltak a technoldgiai fejlédésre, foleg a jelfeldolgozas teriiletén. Az 6
munkéssdgara épitve a jelek reprezentalasanak uj lehetdsége nyilott meg. Az igy
megismerésre keriild frekvenciatartomany olyan j tavlatokat nyitott meg, amik
lehetdve tették a jelfeldolgozasnak, mint tudomany teriiletnek a kifejlodését.

3.1. Folytonos LTI rendszerek komplex exponencidlisokra adott valasza
( The Response of Continuous-Time LTI Systems to Complex Exponentials )

Ahogy az el6bbiekben mar megemlitettiik, az LTI rendszerek nagy elénye, hogy
a jelek mas jelek kombinaciojaval reprezentalhatoak. Igy alapveté jelekbol
rendkiviil sok fajta és valtozatos jel felépithetd, és a rajuk adott valaszokbdl a
felépitett jel valasza is kikombindlhat6. Ha olyan alapvetd jelet tudnénk
definidlni amely nemcsak, hogy egyszeri, de a rendszer ezen jelre adott valasza
is igen jol szamolhaté a szuperpozicid miivelet¢hez, akkor igen hatékony
vizsgald jelet birtokolhatnank.

Megmutathatd, hogy ezeket a tulajdonsdgokat a komplex exponencidlis
fliggvények halmaza birtokolja:

st

e, ahol ,,s” egy komplex szam

Az is fontos szdmunka, hogy LTI rendszerek esetén a komplex exponencidlisra
adott valasza a rendszernek ugyanaz a komplex exponencialis, fliggvény, csupan
annak amplitiddja modosul:

e" = H(s)e"
Ahol H(s), fiiggvénye a komplex értéki ,,s” valtozonak.

3.1 Definicio:

Azt a jelet ahol a rendszer valasza csupan amplitiddjaban tér el az eredeti jeltdl,
a rendszer sajat érték fiiggvényének nevezziik (e*), magat pedig az amplitado
valtozasat, mintegy szorz6 tényezdt, a rendszer sajat értékének hivjuk és H(s)-el
jeloljiik.

Nézziink most egy gondolat kisérletet frissen megismert fogalmainkkal:

Legyen adott egy LTI rendszer az egység impulzusra adott h(t) valasz
fiiggvénnyel.

Tekintsilik a kdvetkezd jelet a rendszer bemenetén:
x(t) =¢"

Az adott bemenetre kiszdmolhatjuk a valaszt a konvolucio segitségével:
y(®) = [h(@)x(t-8)d5 = [h(8)e" 5 =¢" - [h(3)edd = ¢ H(s)

Tehét visszakaptuk aze™ fiiggvényt egy konstanssal megszorozva. Igy belattuk,
hogy:

y(t) = H(s)e"
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ahol:
H(s) = [h(3)edd

Ezen sikerlinkon felbuzdulva tobb exponencidlis fiiggvénybdl allé6 bemeneti jelet
is konstrualhatunk:

x(t)=a,e" +a,e +a,e™

Amelyekre a véalaszokat kiilon-kiilon szamithatjuk:

t

ae™ — aH(s))e™

a,e” — a,H(s,)e™
a,e™ — a,H(s,)e™
Majd a szuperpozici6 elvét kihasznélva:
y(t) =a,H(s,)e"" +a,H(s,)e™ +a,H(s,)e™

Ezek alapjan mar konnyen belathatd, hogy igy tetszéleges szamu €s amplitidoja
exponencialis fliggvénybdl felirt jelre adott valsz szdmolhato, és ennek altalanos
képlete:

D ae =Y aH(s,)e™
k k

Jol észrevehetd, hogy az eldbb targyaltak soran felbukkand ,,s” komplex szamnak
nagy beleszolasa van a rendszer valaszanak milyenségébe. Ahogy az el6z6
fejezetekben targyaltuk, a komplex exponencidlis fiiggvényt meghatirozza
komplex frekvencidja aminek szerepét most az ,s” paraméter latja el. A
tovabbiakban ,,s”-el jeloljik azon valtozdinkat amelyek komplex frekvenciat
jelolnek.

Bar s=0c+ jo alakt, az elkdvetkezendd részekben azonban tisztan képzetes

részi szamként tekintjiik, hogy vizsgalodasunkat lesziikitve ezen esetekre jobban
megértsiikk a 1ényeget. Erre épitve a késObbiekben mar altaldnos alakokkal is
foglalkozhatunk, mivel majd bevezetjiik a Laplace transzformaciét amelynek
leszlikitése a tisztdn imagindrius frekvencia esetre vonatkoz6é Fourier
transzformacio.

3.2. Folytonos idejii Fourier sorok ( The Continuous-Time Fourier Series )
Egy x(t) jelet periodikusnak mondtunk, ha 1étezett olyan T pozitiv, nem nulla
valos szam, hogy:
x(t)=x(t+T), Vt—re
Alapperiddusnak neveztiik azt a T, minimalis értéket, amelyre ez az egyenlet

még teljesiil. Alapfrekvencianak pedig az ®, = 2n/T, -t neveztiik.
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Az ¢léz0 fejezetben megismerkedtiink a periodikus jelek két nagyobb
csoportjaval:

» aszinuszoidalis jelekkel:

x(t) = cos(m,t) = sin(w,t — )

» akomplex exponencialissokkal:
x(t) = e

Mindkét jelcsoport periodikus az o, alapfrekvenciaval.

Ezekkel a jelekkel egyiitt vezettik be a harmonikusan kapcsolt
exponencialisokat:

@, (t) = e, k=0,£1%2,...

Ahogy, ott emlitettiik ezen jelek mindegyike periodikus az alapfrekvencia
valahanyszorosaval, igy T, valahdnyad részével, ezért T, alapperiodussal is.

Ezenkiviil, ezen harmonikusan kapcsolt exponencialisok linedris kombinacidja:
+00
jk
x(t) = Z:akeJ ot
k=—o0

is periodikus mégpedig T, alapperiodussal.

k =0-ra is értelmezhetjilk a komplex exponencialist, de ekkor egy konstans
fiiggvényt reprezentdl, ami pontosan a, értékével egyenlé barmely idépontra.

Ezt a konstans értéket alapjelnek, a jel egyenkomponensének ( DC ) nevezziik.
A ,k” valtozé barmely nem nulla értékére eldallo exponencialist pedig a jel
k-adik felharmonikusanak, ha k ==1 akkor a jel alapharmonikusanak, vagy
fundamentalis komponensének nevezziik.

Ha most ellenkezd irdnybdl tekintjiik az elobbi okfejtésiinket akkor ha barmely
folytonos, T,-al periodikus jelet tekintiink, akkor az felirhat6 harmonikusan
kapcsolt komplex exponencialisok linearis kombinacidjaval.

nevezzilk, €és az igy eldallo sort pedig Fourier soranak.

3.1 Példa:
Tekintsiink az alabbi, 2r alapfrekvencidval periodikus jelet:

+3 )
X(t) — Zake]kZTCt
k=-3

ahol:

a, =1

a,=a =+
1~ 490773
_ _ 1

a,=a,=5
_ _ 1

ad;=a_3=73

Ekkor szétbontva az 6sszegzést:

x(t)=a, +1(a,e”™ +a_e ™) +1(ae™ +a_e ™) +1(a ™ +a_e )
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Hasznalva Euler képletét:

x(t) =1+1cos2nt + cos4nt + 2 cos 6t

A kovetkezd dbra bemutatja a jel harmonikus komponenseibdl valé eldallitasat:

xglth =1

X, (t} = - cos 2mt xg (t) + % (U)

%M
-
-

X5 (1) = cos 4wt xglt) + x4 (t) + x4(1)

3

Xy (1) = ”‘23' e x(1) = xg(t) + x4 (t) + x5(t) + x4(1)

3

110. abra Egy jel harmonikus komponensei

Legyen x(t) valos fiiggvény, ekkor tudjuk, hogy komplex konjugaltjara x*(t) -ra
igaz, hogy:
x(t) =x"(t)

Ekkor azonban:
—+00 X
x(t) = Z“azeﬂ“""t
k=—00
Ha valtozo cserét végrehajtva k-t kicseréljiik —k-ra akkor:

+00 .
x(t) = zaikejkmot
k=-o0
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Ez viszont pontosan akkor igaz ha:
a, =a’,

Ami igen fontos tulajdonsaga a Fourier sornak.
Ha ezt viszont valos esetben vizsgaljuk:

a, =a, =a,
Tehat a felbontas amplitidoban szimmetrikus barmely folytonos valos jelre,
amelynek egytitthatoi valos értékiiek.
Ezért, a Fourier sornak, valos jelekre egy masik forméja is eldallithato:

+00
x(t)=a, + Y [a,e" +a_e ]
k=1

+0
x(t)=a, + Z:[akeﬂ“”“t +aje ]
k=1

x(t)=a, + iZRe{akejkm‘]t}

k=1

A komplex a, értéke felirhatd polaris formaban is:
a, = Akejek
fgy:

x(t)=a,+ §2R6{Akej(k‘”0”ek)}

k=1

x(t)=a, + 22:Ak cos(km,t +06,)
k=1

Ha viszont normal alakban irjuk fela, -t:
a, =B, +jC;
Akkor:

x(t)=a,+ 2Z:Bk cos(km,t) — C, sin(km,t)
k=1
Ezen &brazolasi modok az elkdvetkezenddkben igen hasznosak lesznek s sok jol
kiaknazhat6 tulajdonsag vezethetd le beldliik. Azonban a legfontosabbat, ha nem
is latvanyosan de mar megemlitettiik:

Legyen x(t) egy a Fourier sordval reprezentalt periodikus fliggvény, amely egy
olyan rendszer inputja amelynek impulzus atviteli fliggvénye h(t).
Altalanossagban elmondhatd, hogyha egy LTI rendszer input fiiggvénye T
szerint periodikus akkor a kimenet is periodikus lesz T szerint, mivel az alabbi
alakban all ell6:

y(t) = Z‘,akH(kc‘)O)ejkmOt

k=—0

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas 109

Ahol:
H(ko,) = _[ h(t)e ™™ "dr  sajatértékei a rendszernek.

Lathatd, hogy a kimenet fliggvény ugyan olyan Fourier sorral adott mint a
bemenet, csupan az egyiitthatok valtoztak meg:

b, =a, H(ko,)
fgy a jel alak bar véltozik, de periodicitas megmarad és annak alapperiodusa is.

Tekintsiink most egy rovid szamoldsi példat frissen tanult ismereteinkre
alapozva:

Legyen adott egy LTI rendszer, amelynek bemenete az eldzé példaban tekintett
fliggvény:

+3
x(t) = Zakejkzm
k=3
Tegyiik fel, hogy a rendszer impulzus valaszat kiszamitottuk és azt kaptuk, hogy:

h(t) = e "u(t)

Szamoljuk ki most H(kw, ) sajatértékeket:

H(k(OO) = je—fe_jkmotdr = |:_ 1 e—re—jkmor:| _ 1
0 L+ jkoy, o L+ Ikoy,

Ha most a valasz Fourier egytitthatéit kiszamitjuk:

+3
y(©)= 2 b
k=-3

o= (! b=l
> 31+ j6n 2 3l1-jén

Ami szintén valos jelet definial, hiszen két valos jel konvoltcidjaként all eld. Jol
lathato az is, hogy bar a jel valos, megfeleld egyiitthatdoi csupan komplex
konjugaltjai egymasnak, s nem egyenlok. Egyenlonek azonban csak akkor
kellene lenniiik ha az egyiitthatok valdsak lennének, s ez nem teljesiil.
Altalanossagban elmondhaté, hogy csupan a tisztan szinuszoidalis jelek
egyiitthatoi valdsak, ha komplex exponencialis sorba fejtjiilk dket. Azonban ha
mar exponencialis valtozas van jelen a jelben, az egyiitthatok akkor komplex
értékliek lesznek €s a szimmetria az egylitthatok kozott csupan a komplex
konjugalt fogalmaban meriil ki.
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3.3. Periodikus jelek Fourier sorba fejtése
( Determination of the Fourier Series Representation of Periodic Signals )

Az kovetkezd alapvetd probléma adott, van egy periodikus jeliink s szeretnénk
annak Fourier sordt meghatdrozni. Azonban ehhez sziikségiink lenne a sor
a, egyitthatdinak kiszamitasara. A kérdés hogy, hogyan tehetnénk ezt meg?

Nos, adott a periodikus jeliink amit az alabbi alakban keresiink:

+00 )
x(t) = Zakejkmot
k=—0

—jnogyt

Felhasznalva a egyenldséget, szorozzuk meg mindkét oldalt e vel.

+00
X(t)e—jnmot - Zake—jnwotejkmot

k=—w0

Ha most integraljuk mindkét oldalt 0-t6] egészen az alapperiddusig (T0 =2mn/ 030):

T, Ty 400

—1 —1 ik
Jx(t)e meotdt = _[ E a e e dt
0 0 k=-o0

Mivel csupan az alapperidduson integralunk ezért az 6sszegzés és az integralas

felcserélheto:
Tn +00 Tn .
Ix(t)e—lnmgtdt — z ak I eJ(k—n)wotdt
0 k=00

Az integralt Euler formuldja szerint felbontva kapjuk, hogy:

T, T To
v[e—j(k—n)“’otdt = jcos(k —n)om,tdt + jjSin(k —n)o,tdt
0 0 0

Ha a k#nesetet tekintjik akkor a cos(k —n)w,t és a sin(k —n)w,t olyan
periodikus fliiggvények amelyeknek alapperiddus ideje:
TO
[k —n|

Ezért ha T, intervallumon integraljuk oket, amely alapperiddus idejiiknek egész
szamu tobbszordse, akkor olyan mintha alapperiddusukon integralndnk ki 6ket és
az igy kapott teriiletet szoroznank meg |k - n| -el. Azonban egy nulla kozépértékii

jel teriilete nulla az alapperioduson igy belattuk, hogy:

T, _
J’ej(k—n)motdt _ T,, k=n
0 0, k#n

fgy az eredeti egyenletiink redukalodik és az kapjuk, hogy:

1 ¢
a, =— | x(t)e ™ ™'dt
7]
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fgy tetszoleges folytonos periodikus jelrél elmondhatjuk, hogy Fourier soranak
egylitthatdi az alabbi modon szdmithatoak:

x(t) = Y a e’ szintézis egyenlete
k=—0
T,

a = Ix(t)e‘Jk”“tdt analizis egyenlete
00

Mindegyik egyiitthatd a jel felharmonikusait (|k| >1) illetve alapharmonikusat
(k =1) jellemzi, mig a jel egyenaramu komponensét, ugynevezett kozép értékét
az

1
a, =— | x(t)dt
. T0!()

adja ami lényegében az atlagos értékét jellemzi a jelnek egyetlen periddus alatt.
Ha ugyanezt a jel szinuszoidalis felbontasara is felirhatjuk, csak akkor:

Ty

b, = 2 Ix(t) cos(km,t)dt =2- Re{ak}
TO 0
2t

C, = T Ix(t) sin(ka,t)dt =2 -Imf{a, }
00

+00
x(t)=a, + Y b, cos(kmyt) - ¢, sin(ke,t)
k=1
A periodikus jelek Fourier sordnak szamitisandl mar igen hamar felismerték,
hogy a jelek szimmetria viszonyai erdsen meghatarozzak a jel Fourier sorat, és
arra adoddan szabdlyszerliségek érvényesek.

»  Fls6 Faju szimmetrianak nevezzik a jel parossagat.
Ha a jel paros, azaz:

x(t) = x(-t)

Akkor a jel szinuszos egyiitthatéi nulldk lesznek, azaz a komplex
exponencialis egyiitthatoknak nem lesz immaginarius része, mig a jel
egylitthatdinak meghatdrozasahoz, elég az alapperiodus felén integralni.
fgy:

Ty
22
a, =— | x(t)dt
' T()l()

To
2
b, = Ti j x(t) cos(ko,t)dt = 2-Refa, }

00

Cy =0=2‘Im{ak}
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»  Masod Faju szimmetrianak nevezziik ha a jel paratlan.
Azaz:

X(t) = —x(=t)

Akkor a jel koszinuszos egyiitthatéi nulldk lesznek, azaz a komplex
exponencialis egyiitthatoknak nem lesz valds része, mig a jel
egylitthatdinak meghatarozasahoz, elég az alapperiodus felén integralni.

Ty
27
=— d
%= .!X(t) t
b, =0=2-Refa, }
To

2
C, = Ti jx(t) sin(ko,t)dt =2- Im{ak}
00

» Harmad Faju szimmetridnak nevezziik ha a jel két félperidodusa
egymasnak tiikorképe:

T,
x(t)=—x(t+ ?)

Akkor a jel nulla kézépértékli és paros felharmonikusainak egyiitthatoi
nullék lesznek.
a,=0
by =y =0

Ty

2
b, = Ti Ix(t) cos([2k + l]wot)dt =2 Re{aZkH}

0

0
2°

Cops) = I () sm( 2k + l]ooot)dt =2- Im{azkH}
0

A legalapvetdbb jeleket Fourier sorba fejtettiik, és abrazoltuk, hogy jol
lathatdak legyenek a szimmetria tulajdonsagokbol kovetkezd szabalyok:

1
. 4h sin3x  sin5x sin7x
Y —_ . -+
; f(x) _rtsmx-i- 3 t—3 4 7 t
_z FE sin9x““)
Sy P — ?
2 \ N
I | _4h cos 3 x ccsSx_cos?xq_
— i L —  fix) n(cosx— 3+ 3 7
- * ! cos?x”__)
— X —0—X—— ?
3 y
|y
! h 2h, sin3x  sin5x
h o e ol — H —— ¢ * &
z oz [_:f{x} 7 7 n(smx%— 3 + R )
— X — X
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h (“sin x sin2x
— ] e d

sin 3 x
e s

4 y
-21:/\ )‘;2:: .ih f{x}=_ﬂ(cosx.c053x+cos“5x____)
2 12 K- g2
\/-x\/:\/ \
—f— —X——
5 J
Xx N\ * _8h /. sin3x , sin5x
f(x) —‘;(sm X — + = )
= 5\} b 32 52
VN
—-X——X—
e i
-x/ Ry 8h ~cos3Ix  cosS5x ]
V W \ f{x}=7(cosx-r IS g ey e
—X— ) —X—
7
ty
! 4 5
VANG o = =
I 2x «x f
—_———X—
8 Y
h 4h fcosx cos3x  cos5x
/M -+ F (TS )
x L
—-X—0—X
o _ty
{ \/ i; i; i T f{x}=2;:l‘*“%(c°532x+c35,45x“"cgs_‘;x"")
| x 2x
——f— ——X—
10 } ~
s T
| h p _&_ﬁ _ccs?x_;_cosdx_coséx;___)
| | =TT (3 t35 57
[
SR S ——
1M y
A vd h f{)__h sinx sin2x sin3x  sin 4)()
S e e e i R o
—-X—0 X——e
12 y
o h 2h 1 1
1 _"'x : f(x]=—:—(sinx+?sin2x+Tsin3x....)
an
-—=X—0 —
13
by
ﬂ il j j j j j}“ f(x]:%_%(s:?x+S|n22x+sm33x__”]
| 2 i /
ity
14 T.f i Hx) h “‘(o _ces3x  cosSx B
X)=—a——7(cosx +—p— +—F3 o] *
il ‘A | h 2 n2 3 5 )
/ VN _h( jissinkZix i isin 3ix )
-—-"'-X—E:J——'—-——X-——- Rt LR Soees: Soschs sosan: womhich
I J _h 2h _cos3x cosSx ,
Al e GEaa om0 E
i x 2x t

111. abra Ismert jelek Fourier sora
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Most mar, hogy ilyen mélyen megismerkedtink a Fourie sorbafejtés
technikdjaval nézziink egy-két példat:

3.2 Példa:
Legyen adott az x(t) =sino,t jeliink, fejtsiik ezt komplex Fourier sorba.

A probléma mar ranézésre is egyszertinek tlnik. Miel6tt ész nélkiili
integralasba kezdenénk, vegyiikk észre, hogy Euler képletével a szinusz
fiiggvény az aldbbi alakba irhato:
: 1 Jjogt —jogt
S (Oot =-—¢€ -
2j 2j
Nos, ezzel maris megoldottuk a feladatot, hiszen a fliggvényt felbontottuk
harmonikusan kapcsolt komplex exponencialisok linearis kombin4ciojara,

ahol az egyiitthatok:
.
1 2_]
A =L
—1 2J
a, =0, k==l
3.3 Példa:

i T
x(t) =1+sinw,t +2cosm,t + cos[Z(oOt + Zj

Ha most megint Euler képletét alkalmazzuk:

x(t) =1 +2ij|:ejm0t _ e—jwﬂt]+ [ejwﬂt _ e—jmot]+%[ej(2mot+n/4) _ e—j(2m0t+n/4)]

Ebbol adodoan:
a, =1

1 1 .
a, =1+— I (€.725]
1 2i a, 2e
4 —1- q =L
-1 2] -2

a, =0, k>0

3.4. A Fourier sorok konvergencidja ( The Convergence of Fourier Series )

Ha az éaltalunk megfogalmazott tételbdl indulunk ki, akkor az elézé példak
kapcsan igaznak tlint, hogy barmely folytonos, periodikus jel Fourier sorral
reprezentalhatd. Azonban, példaink sordn meg emlitettiik olyan jelek
Tehat az igaz, hogy ezek a jelek is Fourier sorba fejthetek, de vajon az igaz-e,
hogy nem folytonos jelekre is igaz a reprezentacio, azaz végtelen sok egyiitthatd
meghatarozasa utan a sordsszeg pontosan a reprezentalni kivant jelet adja vissza.
Matematikai okfejtéssel, bizonyithaté, hogyha a jel reprezentacidés hibajat
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négyzetes hibakritériummal vizsgaljuk, akkor elmondhatjuk, hogy mig a
folytonos jelek esetén a hibakritérium konvergalni fog nulldhoz, addig a nem
folytonos jelek esetén a nulldhoz vald konvergalason, kiviil eléfordulhat, hogy
divergens lesz a hibank, vagy pediglen konstans értékhez fog tartani. Bar ezek az
esetek a periodikus fiiggvények osztalyaban nem gyakoriak, mégsem mondhatjuk
el, hogy barmely periodikus jelet a Fourier sorba fejtés jol reprezentil. Az
viszont bizonyithatd, hogy barmely olyan jel, amely véges energiaval
hibdja konvergal a nulldhoz, ha a reprezentacio felbontdsa tart a végtelenhez.
Azaz ha a fliggvényiink négyzetesen integralhaté akkor jol reprezentalja a
figgvényt annak Fourier sora.

LO [x(t)[ dt < oo

Elmondhat6 az is, hogy a hiba fiiggvény integraltja, azaz a jelkiilonbség energiaja
nulla a teljes iddintervallumra nézve, igy azokban a pontokban ahol a
reprezentalni kivant jel nem folytonos, a Fourier reprezenticié a jel atlag
értékével kozeliti a nem folytonos ugrast.

x(H)— D ae™ =e(t)
k=—00

f e(t)dt =0

—00

Dirichlet részletesen vizsgalta a sorba fejthetd periodikus fiiggvények korét, és az
alabbi kritériumokat tarta fel, amiknek teljesiilése sziikséges feltétele a sorba
fejthetdségnek:

1. Kritérium:

x(t) akkor sorba fejthetd ha abszolut integralhato.
Jl x(@ldt <o

Ez a kritérium azt garantalja, hogy az egyiitthatok végesek lesznek.

1
dt= ?OLO [x(t)[dt < oo

|ak| < TLOJ.TO ‘x(t)e_ﬂ“"“t

Az alabbi fliggvény példa olyan fiiggvényre, amely nem felel meg ennek
a feltételnek:

x(t):%, 0<t<l

Ez a jel periodikus T, =1-el.
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x(t)

1

O o A

|
|
I
|
‘|
|
|
|
|
|
|
|
I
i
i
1
1

=1 0
112. abra Nem abszoliit integralhat6 periodikus jel
2. Kritérium:

Béarmely véges iddintervallumon csupan korlatos szamu valtozasa
lehetséges a jelnek, azaz véges sok (lokdlis) maximum és (lokalis)
minimum ponttal rendelkezhet egy periddus alatt.

Az
x(t) = sin(zTnj, 0<t<l

olyan T, =1-el periodikus jel amely bar teljesiti az egyes kritériumot, a
kettesnek mar nem felel meg mivel végtelen sok minimum és maximum
pontja van egy periodus alatt.

x(t)

113. abra Végtelen sok szélsé értékii jel
3. Kritérium

A jelnek minden véges id0 intervallumon csak véges szdmu szakadésa
lehet, és ezekben a szakadasokban az ugrasok is csak véges nagysagtiak
lehetnek.

Olyan jelre, amelyik nem teljesiti e kritériumot, példa az alabbi T =8 -al

periodikus 1épcsds jel amely egy periddus id6 alatt végtelen sok ugrast
kovet el, habar ezek az ugrasok végesek.
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x(t)

Bl wa)=

8 16 t

114. abra Végtelen sok ugrassal rendelkezo6 periodikus jel

Bér a fenti kritériumok meghatarozzak azon fiiggvények korét amelyek jol sorba
fejthetéek, azonban meg kell, emliteniink, hogy azon fiiggvények amelyek
kielégitéen nem sorba fejthetdek igen ritkdk, s a jelfeldolgozas szempontjabol
lényegtelenek. Igy altalanossagban elmondhatd, hogy a tovabbiakban ha
periodikus jelekrél beszéliink, akkor a jelfeldolgozds szempontjabol olyan
periodikus jeleket értiink ide, amelyek Fourier sorba fejthetéek ¢s megfelelden
reprezentalhatdak.

Egy masik érdekes jelenség a Gibbs jelenség. Amikor a négyszogjelet kozelitd
Fourier sor konvergencidjat vizsgaltdk a felbontds elemszamat novelve, azt
vették észre, hogy bar a négyszogjelet igen hamar jol kezdi kozeliteni a Fourier
reprezentacid, de nagy N-ek esetén is a fliggvény szakaddsandl tiiskék voltak

megfigyelhetdek.
xp () xpy (1)
/] yaN
/ .
~ /
NS T,
{b)
(1)
A At
e i ¥ |
N=19
— -, F. .
' A 0 TV
(e (d)
xp ()
N=79
=T, ] T, t

le)

115. abra A Gibbs jelenség
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Ezek az tgynevezett tullovéseket ( overshoot ) mindig fennalltak akarhogy is
novelték N értékét. Ezenkiviil azt is bebizonyitottdk, hogy akarmilyen nagy
véges N-re a tullovés 9% lesz az ugras magassaganak, s N novelésével csupan a
sarkok felé igyekszik kinyulni, mikdzben a tallovés hossza csdkken de nagysaga
allando. Bar ahogy az eldbbiekben belattuk, hogy végtelen nagy N esetén a
jelalaktol valo eltérés nulla lesz, azonban véges nagy N-re a jelenség ¢l és
szamolni kell vele.

3.5. Aperiodikus jelek abrazoldsa és a folytonos idejii Fourier transzformalt
( Representation of Aperiodic Signals and the Continuous-Time Fourier
Transformation )

A Fourier sorba fejtés egyik talan legmarkansabb tulajdonsaga, hogy
kiterjeszthetd. Akar nem periodikus jelek is reprezentdlhatdéak ily modon egy
igyes triikk segitségével.

Tekintsiik az alabbi aperiodikus jelet:
x()=0, [>T,

x(t)

116. abra Aperiodikus folytonos jel

Az aperiodikus jelbdl csindljunk most egy periodikusat, mégpedig gy, hogy
T, 1d6kozonként, ami az eldallitott periodikus jel alapperiodusa lesz, ismételjiik
meg a jelet. Persze T, -at elég nagyra kell vélasztani, hogy nem lapolddjanak
egymasra a periddusok. gy kapjuk az aldbbi X(t)jelet:

117. abra Az aperiodikus jelbdl konstrualt periodikus jel
Ahol X(t)=x(t)haT, -

Fejtsiik most az X(t)jelet Fourier sorba:

+00 .
X(t)= Y ae
k=—0
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Ekkor elég az egylitthatok kiszamitasahoz azon az intervallumon integralni
amikor a jel nem nulla értéki:

To

=— j (e *dt
0 T,
2

Azonban, X(t) =x(t) ha || <T,/2, ezért:
1 70 ” 1 70 K
= — |X(t)e *'dt = — [ x(t)e ™ 'dt
T j (1) T j (1)

Ekkor azt kapjuk, hogy az igy meghatarozott a, egyiitthatokra igaz hogy létezik
olyan X(mw) fliggvény amelyre:

Ta, = X(w)

Ty

X(w) = j-x(t)e_j“’tdt

Azaz a Fourier sornak létezik csupan a jeltdl fiiggd burkoloégorbéje ami nem fligg

T, valasztasatol, amit mi tetszélegesen tettiink meg.

fgy az a, egyiitthato tetszdleges T, -ra eldallithato:
a, = LX(km )
k TO 0
Ha példaul a jeliink egy négyszog jel lenne, akkor az egyiitthatokat a

2sinkw, T,
ko, T,

akz

adja meg, ami kiilonb6z6 nagysagu T, valasztasa esetén masképp alakul.

Toay
//7"\\
/ \
\
/ \
/ \
2wy \\ 2wy
- el IS \(/ /’T\\_ e o
4 ~ Y 0 \\J// ~1- w
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Toay
T
N
/ \
/ \
// \\
—4w, /I I\ 4w
1. /=/1‘-[hT‘ER \\#(_ \L‘{ _ ;{f[flhl~\=. s iu
TTT 7T o NP T3>,
(b)
Toay

lrrﬁluu;ﬂmn,\l_lic[l;}A Al h ia‘*’o w

(c)

118. dbra A Fourier egyiitthatok alakulasa és az 6ket meghatirozé
burkolé gorbe kiilonb6z6 T, esetén,
(a) Tg=4Ty; (b) Ty=8Ty; (c) To=16T;;

Jol lathat6, hogy az egyiitthatok mintha mintavételezési lennének ennek a
figgvénynek, s T, novelésével egyre slirlibbé valik a mintavételezés, mig
végtelen nagy érték esetén teljesen megkapjuk a folytonos burkologdrbét.

Az elobb tett megallapitasunk értelmében, ekkor viszont X(t) felirhato:

+00

()= %X(kmo)ejkw = i D X (ko )e" " o,
k=—0

k=-o0 10
Ha most T, — oo akkor az 6sszegzés integralba megy at.

Ekkor viszont:

1 +00 '
t)=— | X(0)e’*'do
x(1) 2njw (©)

X(0) = Tx(t)ej“"dt

—00

A masodik képlettel kapott frekvencia fliggvényt az aperiodikus fiiggvény
Fourier transzformaltjanak nevezziik, mig az elsé képletet inverz-Fourier
transzformécionak.

Nagyon fontos azt a kiilonbséget hangsulyozni, hogy mig periodikus esetben a
fliggvény Fourier egylitthatoi diszkrét spektrumot allitottak elld a frekvencia
tartomanyon, addig aperiodikus esetben a spektrum folytonos, azaz barmely
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frekvencidra van egyiitthatd, mig periodikus esetben csupan az alapfrekvencia
tobbszoroseire volt.

3.6. A Fourie transzformdcio konvergenciaja ( Convergence of Fourier Transform )

Ujbél arra lennénk kivancsiak mint azt periodikus fiiggvényekre néztiik, hogy
valéban jol reprezentdlja-e az aperiodikus fliggvényt annak Fourier
transzformaltja. Itt is elmondhato, hogy a két jel kozotti kiillonbség-fiiggvény
integraltja az egész intervallumra nézve nulla, igy a hiba nem hordoz energiat.
Habar egyes id6pontokra a kiilonbség akér szignifikans is lehet, de a két jel
energiatartalma ¢€s alakja megegyezo.

x(t) = X(t) = e(t)
Te(t)dt =0

—00

Itt is élnek Dirichlet kritériumai amik leszlikitik az aperiodikus fiiggvények korét
azokra, amelyek megfelelden reprezentalhatdak Fourier transzformaltjukkal.

3.7. Példak valos idejii Fourier transzformdciora
( Examples of Continuous-Time Fourier Transforms )

3.4 Példa:
Legyen adott egy

x(t) = e " u(t)
jel aminek szeretnénk meghatarozni a Fourier transzformaltjat,
A jel abszolut integralhaté ha a >0, ellenkezd esetben a Fourier transzfomaltja

nem létezik a jelnek.

+00 +o©
1

X(w) = je_ate_j“"dt =——
g a+jo

1

e—(a+ju))t — ‘
a-+ Jo

0

Mivel az igy eldallo transzformalt komplex fliggvény ezért kiilon-kiilon
abrazoljuk az amplittdo és a fazis valtozasat:

1

o(®) = —tanl(gJ
a

| X{w) |

X(@)|-

Abrazolva:

1/a

1/a/2

e
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119. dbra A példaban szereplé jel Fourier transzformaltjanak
amplitudo és fazis spektruma

Ha ,,a” véletleniil komplex szdm lenne akkor is 1étezik a Fourier transzformalt, ha
Refa}> 0, és teljesen azonosan szamolando.

3.5 Példa:
Legyen adott:

x(t) = el

x{t)

t
120. abra A példaban szereplé x(t) jel
jel aminek szeretnénk meghatarozni a Fourier transzformaltjat:
+0 +00 0
—alt at i _i 1 1 2a
X(o) = J.e Meiotge = J.e eI dt + J.eate Ptz ——+ ——=—5——
et 0 i atjo a-jo a +o

Mivel az igy kapott transzformalt tisztan valos értéki ezért csupan amplitidojat
érdemes abrazolni:
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|
|
|
|
|
]
a

—-a w
121. abra Az x(t) jel Fourier transzformaltja
3.6 Példa:
Nézziink most egy négyszogjelet.
LoJi<T,
x(t) =
0, [>T,
x(t)
1

122. abra Aperiodikus négyszogjel

Ha vessziik a jel Fourier transzformaltjat:

+T
X(0) = Ie’jwtdt =2

,Tl

sinoT,
)

X{w)

2T,

— \7/\ /\v/‘

w
_m ™

T

123. abra Az aperiodikus négyszogjel Fourier transzformaltja
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3.7 Példa:

Legyen adott egy olyan jel amely a frekvenciatartomanyon a kovetkezd féle
képen néz ki:

X(@) = 1, |c)|<W
©=0, lg>w
X(w)
1
-W W w

124. abra A példajel spektruma

Vegylik most ezen Fourier transzformalt inverzét, hogy visszatérjiink az

id6tartomanyba:
1 +W . .
K= ez We
2m <, it
x(t)
W/n

=X .S
w w

125. 4bra A példajel alakja az idotartomanyban
Ha most ezt Osszehasonlitjuk el6zd példankkal, akkor jol lathatd, hogy a
négyszdgjelnek sin(x)/x -et tartalmazé Fourier transzformaltjat kaptuk, mig
most belattuk, hogy sin(x)/x -nek a Fourier transzformaltja pedig egy négyszog
jel. Ezen ¢érdekes tulajdonsdgat a Fourier transzformdcionak, dualitési
tulajdonsagnak hivjuk és a késébbiekben bévebben foglakozunk vele.

Vannak bizonyos fliggvények amelyek nagyon sokszor keriilnek elé a Fourier
analizis kozben végzett szamolasok ¢és eredmények kapcsan. Ezek koziil egyik a
sin.(x) fliggvény, amely definicid szerint:

sin tx

sin.(x) =
X
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sinc (x)

3 X

-\\/\ —
126. abra A szinc fiiggvény
A példankban latott jelek igy felirhatoak uj jelolésiinkkel is:
sinoT,

T
= 2T, sin. (&j
) n

sinWt W . (Wtj
=—Sm.| —
Tt T T

2

Jol lathatd, hogy mindkét esetben a fliggvény menete megegyezik, csupan
amplitudodja kiilonbo6zo.

Az is felfedezhetd, hogyha a frekvencia tartomanyon vett négyszog jel inverz
Fourier transzformaltjat nézziik, akkor a W savszélességért feleldos paraméterrel
forditottan aranyos az i1d0 tartomanyon eldallé transzformalt szélességével,
nyujtottsdgaval, amit itt az elsé érintési ponttal jellemziink ahol a jel értéke nulla

lesz.
x, (t)
W, /m
X, (1)
Wy/m
t
—n/W, /W,
—?T)'WI ‘.'TfW1
X1 (w) XQ(L‘J]
1 1
-W, W, w -W, W,

(a) (b)

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas 126

Xq {t}
Wa){ff
X3 (w)
1
_\I\f3 'l"gl'3 (73]

(c)

127. abra Fourier transzformaltja a sinc jelnek kiilonb6zé W esetén

3.8. Periodikus jelek Fourier transzformadaltja ( Fourier Transform of Periodic Signals )

Az el6z6 részekben lathattuk mennyire fontos és jol hasznalhaté a Fourier
Fourier sorba fejtésnek. Azonban a Kkiterjesztés elvébdl kovetkezden ha
aperiodikus jeleknek 1étezik Fourier transzformaltja, akkor a periodikus jelekre is
elvégezhetonek kell, hogy legyen a miivelet, s ezaltal periodikus jelek is
reprezentalhatoak kell, hogy legyenek Fourier transzformaltjuk altal.

El6szor is hasznaljuk fel az aperiodikus jeleknél tett elsé 1épéseinket.
Aperiodikus esetben jol lathattuk, hogy a periodikussa tett jel Fourier egyiitthatoi
mintegy mintavételezéseként alltak eld valamiféle burkold gorbének amire a
késdbbiekben bevezettiik a Fourier transzformalt fogalmat.

A vizsgalt esetben az aperiodikus x(t) jel és a periodikussa tett X(t)jel
megegyezett egészen egy T, alapperiddus elejéig.

T, T
X(t), ——22<t<2%
x(y=1*0 7 2
0, egyébként
X(t)
| L \ | /\
_TO _T0/2 TO /2 TO t

128. abra Periodikussa tett jel
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Ekkor a Fourier egyiitthatoi a X(t)jelnek eldalltak egyfajta minta sorozatként:

T, +T70
2 = f X(t)e *'dt = RS f x(t)e *'dt = LT x(t)e *'dt = iX(km )
‘ TO _Tf0 TO _"L0 TO —0 T0 ’
2 2

Nos, az is észrevehetd, hogy a, eléall az X(t) jel barmely T, hossza
intervallumon vett integralasaval, azaz tetsz6leges s idOpontra igaz, hogy ha

X(t), s<t<s+T,
X(t) = ,
0, egyébként

Akkor az X(t)jel Fourier egyiitthatoi nem lesznek mas mint:

1
a, = T—X(kﬁ)o)

0
Ahol X(w)nem mas mint a Fourier transzformaltja az x(t) aperiodikus jelnek és
a, pedig X(t) Fourier egyiitthatoi .
Ez viszont két dolgot is jelent, egyrészrél s-et kényiinkre-kedviinkre is

valaszthatjuk, a jelre jellemzd Fourier egyiitthatok ugyanazok maradnak, mig
mas részrdl azt, hogy X(ko,) mintdk fliggetlenek s valasztdsatol. Azonban az

korantsem igaz, hogy X(m)barmely s-re ugyanaz maradna, errdl szé se volt,

csupan az igaz, hogy ezeken a mintavételezett helyeken ugyanazok maradnak az
értékei s-tol fliggetlendil.

Tekintslink most egy példat ennek értelmezésére:

3.9 Példa:
Legyen X(t)egy periodikus négyszogjel sorozat T, alap periddusidével.
(1)
1 !
_To '_T‘| 0 T1 TO t
(a)
X4 (t)
=T, 0 T, t
(b)
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Xz(t)

0 T, To-T, T, t
(c)
129. abra A példaban szereplé négyszogjelek
Legyen adott két aperiodikus jel, x,(t) és x,(t) amelyek mind egyenl6k X(t)-vel
valamely T, hosszu intervallumon.

Az x,(t) Fourier transzformaltjat kiszamolva kapjuk, hogy:

2sin T,
X, (@) = 2L

Szamoljuk ki most x,(t) Fourier transzformaltjat is:

X, (0) = +j:cxz(t)e‘j‘”tdt = ]‘le‘j“’tdt + Tjoe‘j"’tdt =
o 0 T, T,
= JLOJ[I —e o ]+ j%oe_j‘”" [ej”T‘ - 1] =

Jol lathato, hogy X, (o) és X, (w)nem egyenldk, azonban ha o = ke, akkor:

i mni —jka, TO—L
X, (ko,) = k2 sin(kmOT‘jle RN ( ZJ]

0, 2

Mivel o,T, = 2n ezért:

T oy T
X, (kay) =Lsin[—k®°le e "2y |2 2 sin[kmolecos(kmole
ko, 2 ko, 2 2

A trigonometria sin(2x) = 2sin(x)cos(x) azonossagot felhasznalva:

X, (ko) = =X, (ko,)

2sin(kw,T))
k 0

fgy megallapithatjuk, hogy egy T, periodusidvel periodikus jel Fourier

egyiitthatoi kinyerhetdek egy olyan aperiodikus jel Fourier transzformaltjanak

diszkrét mintavételezésével amely egyenld az eredeti periodikus jellel valamely

T, idéintervallumon.
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Ahogy a tovabbiakban latni fogjuk periodikus esetben a Fourier sor és a
transzformalt nagyon szoros kapcsolatban van egymassal, és egyik a masikbol
szarmaztathat6. igy a Fourier sor segitségével megkonstrualhaté a transzformalt
amely egy olyan impulzus sorozatbol fog allni, mas szohaszndlattal impulzus
vonatbdl ( impulse train ), ahol az impulzusok teriiletei egyenldk lesznek a
Fourier sor egyiitthatdinak értékeivel.

Hogy mindezt belassuk nézziik alabbi okfejtésiinket:

Legyen adott egy x(t) jeliink amelynek Fourier transzformaltja:
X(ow) =2nd(0— ®,)

Ami egy 2r teriiletli egység impulzus az o = o, frekvencian.

Ahhoz, hogy megkapjuk az x(t) jelet melynek ez a transzformaltja, végezziik el
az inverz transzformaciot:

x(t) = 1 jZnS((o —m,)do = e’
2n Y

Ebbdl adoddan ha X(w) egymastdl egyenld kozonként elhegyezett impulzusok
0sszege:

X(w) = iZnakS((o -®,)

Akkor annak inverz transzformaltja nem mas mint a:
+00 .
x(t) = Zakekaot
k=—o

ami pedig nem mas mint a Fourier sora az adott x(t) jelnek.

fgy a periodikus fiiggvény Fourier transzformaltja elall harmonikus
frekvencidkon elhelyezked6 impulzusok sorozatdval amelyek teriilete a Fourier
egyltthatok 27 szeresei.

Nézziink most egy-két példat, erre:

3.9 Példar
Tekintsiikk a szimmetrikus periodikus négyszogjelet amit az el6z0 példaban
lathattunk. Ezen jel Fourier egyiitthatéi nem masok mint:

sinko,T,
a, =—
nk
fgy a Fourier transzformaltja pedig elé4ll az aldbbi alakban:

& 2sinko, T
X(o) = Z&S((ﬂ_k“)o)

k=—x

Ezt abrazoltuk a kdvetkezd abran, T, = 4T, esetben:
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X(w)
//]:\\
/ \
/ \
/
2 \2
/ \
/ \
l/ \\
/ \\
<N / TN
~ Y- \ J/ Two W\ / NI S
\\ / N //

130. abra Szimmetrikus periodikus négyszogjel Fourier transzformaltja

3.10 Példa:
Legyen x(t) =sinm,t

Ekkor a Fourier egyiitthatoi:

a, =0, k==l

fgy megkonstrualhaté a Fourier transzformalt amely nem lesz mas mint:

X(w)
7/
~wg
1 0 ‘*;0 w
—n/j

131. dbra A szinusz jel Fourier transzformaltja
Ha pedig ugyanezt x(t) = coswm,t fliggvényre tekintjiik akkor:
X(w)

—wy 0 W w

132. abra A coszinusz jel Fourier transzformaltja
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3.11 Példa:
Legyen adott egy periodikus impulzusvonatunk a folytonos idében:

x(t) = iosa —kT)

x(t)

—2T -T 0 T 2T t

133. abra Periodikus impulzus vonat folytonos idében
A vonat alapperiodus ideje nem mas mint T.

Ha most kiszamitjuk a Fourier egyiitthatoit:

T
+

LR e oy 1
ak=?j6(t)e dt =

T

2

igy:
2n & 2rk
X(@)=— ) d(o———
(®) T k; ( T )
X(w)
27
T A
4 o 0 2 4
T T T T

134. abra A periodikus impulzus vonat Fourier transzformaltja
Tehat impulzus vonatnak szintén impulzus vonat a transzformaltja.

3.9. A folytonos idejii Fourier transzformdcio tulajdonsdagai
( Properties of the Continuous-Time Fourier Transform )

Az elkovetkezenddekben a Fourier transzformacié tulajdonsagait vizsgaljuk meg.
Ezek a tulajdonsdgok, mint ahogy azt latni fogjuk, nagymértékben
megkonnyithetik a problémak és feladatok megoldasat, igy hasznosak lehetnek
minden mérndk szamara ki a jelfeldolgozas teriiletével foglalkozik.
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Elevenitsiik fel mos a Fourier transzformacio és inverz transzformacio képleteit:

x(t) = %n:[OX(co)ej‘”‘dco

X(w) = f x(t)e ”dt

Maganak a transzforméacionak kiilon jelolése is van, amit #{}miivelttel jelolink.
fgy:

x(t) = ' {X (o)}

X(0) = Fix(1)

Nézziik most az alaptételeket:
3.9.1. Linearitasi tulajdonsag ( Property of Linearity )

Barmely két jel linedris kombindcidjanak Fourier transzformaltja megegyezik a
jelek kiilon vett Fourier transzformaltjainak linearis kombinéciojaval.

X, (o) = F{x, (1)}
X, (@) = F{x, (1)}
X(o) = F{ax, (t) +bx, ()} = aX, (®) + bX, (©)
tetszleges valos ,,a” és ,,b” esetén.
3.9.2. Szimmetria tulajdonsag ( Property of Symmetry )
Ha x(t) valos fliggvény akkor, barmely frekvenciara fent all, hogy:
X(-w)=X"(o)
ahol a csillag a komplex konjugaltjat jelenti a transzformaltnak.

Ezt a tulajdonsdgot masképpen konjugacids szimmetrianak (conjugate symmetry)
hivjak.

X (w) = {Tx(t)e"j“"dt} = TX*(t)e"j"“dt = Tx(t)ej"“dt = X(-)

Mivel a jel valos tehat: x(t) =x"(t)

Tovabbi jelentdsége is van enne a tulajdonsdgnak. Ha felirjuk normal alakban a
transzformaltat:

X(w) = Re{X(c))}+ jIm{X(m)}
Akkor a fentiek szerint, ha x(t) jel valds:
Re{X(m)} = Re{X(~o)}
Im{X(m)} =— Im{X(—(o)}

Jol lathatod, hogy mig a transzformalt valos rész fiiggvénye frekvenciaban péros
addig az imagindarius rész¢é paratlan.
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Ha pedig polarisan irjuk fel:
X(w) = |X((o)|ej”’(°°)

Akkor elmondhaté hogy az amplitado,

X(oo)| paros, mig a fazis, ¢(w) paratlan
figgvénye a frekvencianak.

S6t az is igaz, hogyha x(t) valos paros fliggvény, akkor X(w)is valds €és paros
fiiggvény lesz, ha pedig x(t) valés és paratlan, akkor X(mw)pedig paratlan és
tisztan imagindrius fliggvény lesz.

Legvégiil pedig, ahogy azt az elsd fejezetben levezettik, egy fliggvény mindig
felbonthatd péros és paratlan részre. Mivel ez a linearitds tulajdonsaga miatt
ugyanazt a jelet jelenti, igy ezeknek a részjeleknek a transzformaltjanak az
Osszege megegyezik az eredeti jel transzformaltjaval de akkor:

x(t) = Ev{x(t)} + Od{x(t)}
F{x(0)} = FEvx O]+ FlOdix(0)}}
Evix(t)}= 7" {Re{X (o)}
Od{x(t)} = 7" {jIm{X(w)}}
3.9.3. Eltolasi tétel ( Theorem of Time Shifting )

TetszOleges fiiggvény idobeli eltoltjanak transzformaltja, csupan fazisaban késik,
vagy siet az eredeti jel transzformaltjdhoz képest. A transzformalt amplitidoja
fiiggetlen az id6beli eltolas miiveletétol.

Fix(t)}=X(w)
Flx(t—t,)}=e " X()
3.9.4. Differencialasi tétel ( Theorem of Differentiation )

Differencialas az id6tartomanyon, a frekvencia tartomanyon jo-valod szorzasnak
felel meg.

Fix ()} = X()

T{%} = joX(m)

Ebbdl a tulajdonsagbol teljes indukcidval belathato, hogy:

d"x(t)| .
T{ e }—(JCO) X()

Ezen tulajdonsag igen fontos az LTI rendszerek és differencial egyenletek
reprezentalashoz, illetve a veliik kapcsolatos problémak megoldasahoz.

Azonban, ahogy azt a késObbiekben latni fogjuk a Laplace transzformacioval
valé szoros kapcsolat ellenére itt differencialas esetén nem sziikséges az ott
alkalmazott korrekcids tag, mivel a Fourier transzformaci6é az id6é intervallum
egészérdl képez le és nem csupan annak pozitiv részérdl, igy a belépésbol adodod
ugrds derivaltjdnak mint Dirac impulzusnak nem kell megjelennie a
transzformaltban konstans értékként.
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Hogy jobban megértsiik ezt a tulajdonsagot tekintsiik az egységugras fliggvényt,
u(t)-t, amit bontsunk fel paros és paratlan komponensére.

u(t)

(a)

8?/{ u(t) } =

=

N =

(b)
Od{ult)=ult) -

N =

N =

(c)
135. abra Az egységugras paros és paratlan fiigvényekre valé felbontasa

Ezért felirhato az egységugras az alabbi alakban:

u(t) = % + [u(t) — %}

Ha megnézziik most a paratlan részét a jelnek:
1
v(t)=u(t)——
(O =u(®-7
v'(t) =u'(t) = 0(t)

Azonban az tudjuk, hogy:

X(0) = TS(t)e‘j"“dt = TS(O)dt =1
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igy:
F{3(t)} = qv{%} = joV(n)=1

V(o) =
jo

Ha most a paros részt tekintjiik:

Tehat:
1 1 1
Flu(t)}= T{u(t) - —} + T{—} = — + 18(®)
2 2] jo

EzGton megkaptuk az egységugras és az egység impulzus jel transzformaltjat, st
belattuk az integralasi tételt is.

3.9.5. Integralasi tétel ( Theorem of Integration )

Integralés az idétartomanyon, a frekvencia tartomanyon jw-valod osztasnak felel
meg, amit korrekcids tag egészit ki a integralas pontositasa végett.

F{x(0)}=X(0)
T{ jx(r)dr} = ,LX((D) + 1X(0)d(w)
jo

—00

A korrekcids tag azért sziikséges mert altala a fliggvény kezdeti értéke teszi a
hatarozatlan integralast hatarozotta.

3.9.6. Hasonlosagi tétel ( Theorem of Time and Frequency Scaling )

Fix ()} = X()
F{x(at)} = ix(gj
ol \a

Ahol ,,a” valos konstans szam.

Azaz a jel nyujtasa vagy gyorsitasa a jel frekvenciakomponenseinek forditott
aranyu valtozasat implikalja.

Tehat ha a magnodkazettat dupla sebességgel jatsszuk le a frekvencia tartomany
béli alak szélesedni kezd, hiszen a lejatszds gyorsitasaval nagyobb frekvencidn
futnak ugyanazon jel komponensek, igy példaul egy kimért beszéd cincogassa
valhat, mig a lejatszas lassitasaval a frekvencia tartomanybéli alak tomorddni
latszik és a jel komponensek frekvenciaja csokken, igy a beszéd lassu
dormogéssé valik.

3.9.7. Komplex Csillapitasi tétel ( Theorem of Damping )

TetszOleges x(t) jel estén:
Fx ()} = X()
Q’~"{x(t)ejyt }= X(o—7y)
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3.9.8. Dualitasi tétel ( Theorem of Duality )

Osszehasonlitva a transzformaltakat és inverzeiket, mar az elébbick soran is
szamos esetben felfedeztiik, hogy egy folytonos jel transzformaltja, éppen az
inverz transzformaltja annak a jelnek, amelyik a frekvenciatartomdnyon
megegyezik a kiindulasi jellel.

Bar szavakban igen nehéz leirni ezt a tulajdonsagot, amit dualitdsnak hivnak, de
egy egyszerl példan at konnyen lathato:

0 Lo |<T
X =
1 0, [>T,
inoT
X, (o) _,sinoT,
Ugyanakkor:
%, (1) =2 sin Wt
it
L, |o/<W
X, (0) =
0, co|>W
x4 (1) X loo)
2T,
1 S s
-‘L—F- T1 T1
~ 7\ \ £\

Xz (1) Xy (w)
W/m
1
T s —F
w w
: Y W

136. abra A Fourier transzformaltak és a jelek kozti dualitasi 6sszefiiggés

A szimmetria mely e példa alapjan nyilvanvalo kiterjed a tobbi Fourier
transzformaltra is, mivel ha:
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f(u)= Tg(v)e’vudv

jellemzi két fliggvény kapcsolatat akkor:
f(0) = F{g(v)}
u=0
v=t
és
1
g(-o) =5 —F{f (1))
2
u=t
V=0
3.9.9. Parseval osszefiiggés ( Parseval’s Relation )

Ha T{x(t)}:X(co) akkor tetszéleges négyzetesen integralhatd x(t) fiiggvényre
igaz, hogy:

+Oo|x(t)|2c1t = L+w|X(co)|2dco
2n

Ezt az Osszefliggést, hivjuk Parseval 0sszefliggésnek. A fenti egyenlet direkt
moddon levezethetd csupan a Fourier transzformacio alkalmazasaval:

I|X(t)|2dt = Ix(t)x*(t)dt = IX(t)[iIX*(m)e‘jwtdm}dt =

+o0

- iijix"(w){ ] X(t)e‘jmtdt}dw = 2_175 IX*(w)X(m)dw =

1 +00
= [X(@) do

A képletben szerepld J.|X(t)|2dt a villamossagtanb6él mar jol ismert energia

tartalmat jelenti a jelnek. A tétel értelmében a jel energia tartalma nem csak

energia per egység id6 alapjan szamolhato, azaz |x(t)|2integréltjaként, hanem
energia per egység frekvencia alapjan is, ami |X(03)|2 / 27 integraltjaként all el6 a

frekvencia tartomanyon. Ezen okbdl kifolyolag |X(oo)|2 -t gyakran a jel energia-

stirliségi spektrumanak, roviden energia spektrumanak nevezik.

Azonban egy periodikus jel energidjat ha a fenti képlet alapjan szédmoljuk
végtelen értéket kapunk. Ez nem is baj, hisz maga a jel bar minden idépontban
véges energidt hordoz de mindezt végtelen sok iddpontra Osszegezziik. Jobb
lenne szamunkra ha inkabb egy periddus alatti energia tartalmat tudnank
kiszamolni. Ennek kiszamoléasa kozben, trivialis 0sszefiiggés kaphato:
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1 2 & e
T jTO x(t) dt = k;!ak|

azaz periodikus jelekre a jel energia tartalma el6all a jel Fourier sorabdl, ahol a

k-adik harmonikus energia tartalmat |ak|2 adja meg.

3.9.10. Konvolicié tétel ( Theorem of Convolution )

A Fourier transzformacié egyik legszebb tulajdonsdga az LTI rendszereken
bemutatott konvolicié miveletre valdé hatdsa. Ahhoz, hogy e tulajdonsagot a
legjobban megértsiik, induljunk ki egy LTI rendszerbdl aminek adott az input
fliggvénye és az egység impulzus atviteli fiiggvénye. Szeretnénk tehat megkapni
a kimenetet, amely eldall a mar jol ismert konvolucios képlet szerint:

+00

y(t) = jx(r)h(t —1)dt

—00

Tegyiik fel, hogy nem akarjuk ilyen kdnnyen meguszni a dolgot és szeretnék
kiszdmitani y(t) Fourier transzformaltjat is:

400 +00

Y (o) =F{y(t)}= j j [x(0)h(t —t)dt]- e dt

—00 —00

Felcserélve a két integraciot:

Y(o) = Tx(t)T[h(t —1)-e dt|de

—00

Nos, a tolasi tulajdonsag értelmében:

Y(0) = Tx(r)e_j"”H(m) dt= H((D)Tx(r)e_jm dt=H(0)X (o)

—00

Ebbdl adodoan:
Fly(t)} = F{x(t) *h(t)} = H(e)X(o) = Y(o)

Ezen tulajdonsag értelmében a konvolucié miivelete a frekvencia tartomanyban
egyszerli szorzassa valik, nagyban megkénnyitve a szamolast. Igy H(w)
ismeretében tetszéleges gerjesztés Fourier transzformaltjanak ismeretében
szorzéssal szamolhato a vélasz transzformaltja, s abbdl inverz transzformacioval
a valasz iddfiiggvénye. Ha viszont ez igaz, akkor H(w)ugyanugy rendszer
jellemzd fliggvény mint h(t). H(w)-t ezentil a rendszer frekvencia valasz
figgvényének, vagy mas néven frekvencia atviteli fiiggvénynek fogjuk
nevezni. TetszOleges LTI rendszer esetén a vélasz és a bemenet Fourier
transzformaltjainak hanyadosaként megkaphatjuk az atviteli fliggvényt:

H(o) = L@

X(w)

Természetesen nem minden LTI rendszernek 1étezik atviteli fiiggvénye, mivel a
h(t) fiiggvénynek meg kell felelnie Dirichlet harom kritériumanak, hogy Fourier
transzformalhato legyen.
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Ennek a tulajdonsadgnak masik fontos kovetkezménye, hogy mig parhuzamosan
kapcsolt rendszerek esetén a rész rendszerek frekvencia atviteli fliggvényei
Osszeadddnak, addig soros esetben pedig dsszeszorzodnak, igy 0sszetett rendszer
esetén az eredd rendszer frekvencia atviteli fliggvénye sokkal kdénnyebben
megkaphato.

X(t) =—— H, (W)

Y

H, (W) [ (1)

(a)

X () e—t Hy (W) H (W) pr—— ()

(b)

X(t) e H, () 1 Hi(w) = y(1)

(c)
137. abra Harom teljesen ekvivalens LTI rendszer

Periodikus jelekre nézve is ¢l a konvolucié tulajdonsaga. Tudjuk, hogy a
periodikus jel Fourier transzformaltja impulzusok véges sorozatdval egyenld,
amelyek egymastol egyenld tavolsagra helyezkednek el. Ha két ilyen
transzformalt szorzatat veszem, akkor az eredményként kapott transzformalt is
egyenld tavolsagra 1évo impulzusok véges sorozat lesz, ami periodikus jelet
feltételez, s6t az alapfrekvencia, azaz a tavolsag két szomszédos impulzus kozott,
a két jel alapfrekvencidjdnak maximuma lesz, igy az eredményiil kapott jel
periddus ideje pedig a két periddus id6 minimuma.

akkor a végtelen nagysagl intervallum miatt az integralt nem fog konvergélni.
Ezért ha a rendszer periodikus impulzus vélasz fliiggvénnyel rendelkezik, akkor
nem stabilis, és emiatt frekvencia valasz fiiggvénye sem létezik. Igy érdemes egy
kiegészité miiveletet bevezetni, mégpedig periodikus konvolicio néven, ahol két
X,(t), X,(t), T, -al periodikus jel periodikus konvolicidja nem mas mint:

() = | X (O, (t-T)dr

Ha ezt a specialis esetett kovetvén két egyenld periddus idovel rendelkezd, X, (t),

crer
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138. abra Két periodikus jel periodikus konvolicidja

Akkor elmondhaté hogy az eredmény Fourier egyiitthatoi a kovetkezd képen
alakulnak:

¢, =Tya, by
ahol a, az X,(t) jel, b, pedig az X, (t) jel Fourier egyiitthatoi.
3.9.11. Modulécios tulajdonsag ( The Modulation Property )

A konvolacios tulajdonsidg értelmében az iddtartomanybeli konvolicidé a
frekvencia tartomanyban szorzasnak felel meg, ekkor azonban a dualitéds
tételének  értelmében a  frekvencia tartomanybéli  konvolucionak az
iddtartomanyban szorzasként kell megjelennie. Azaz:

R(@) = _[50)*P(@)]

r(t) = s(t)p(t)

Ezen a tulajdonsag, a konvolucios tulajdonsag kovetkezménye, és a mérndki
gyakorlatban gyakran kihasznalt fogalom.
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A jelfeldolgozas teriiletén két folytonos idejii jel szorzatit amplitido
modulacionak ( AM ) nevezik, mivel a jelenség felfoghatd tgy mintha az egyik
jelet hasznaljuk fel arra, hogy a masik jel amplitudojat skalazzuk, valtoztassuk,
igy téve a viv0 jelre az amplitudo valtozasa altal informaciot.

Nagyon egyszeru és altalanosan hasznalt megoldas amikkor szinuszoidalis jelet
hasznalnak vivé jelként. Nézziink erre most egy példat:

p(t) = cosm,t
P(®) = nd(0— o, ) + (0 + ®,)

Legyen a vivo jeliink amire rdmodulaljuk az atvinni kivant jeliinket:
r(t) = s(t)p(t)
1 1 1
R(®) =—S(®0)P(®) ==S(0-0,)+=S(o+n,)
2n 2 2

S(w)
A

(a)

Rlw) = = [S(w) * P(w)]
2

Plw) T

—wy

(b) 0 “ R T

{_(.A.JO_(.LJ1} :_WO 4 w1} ‘WO_(—"J]} {WO +L\J1‘:

139. abra A modulécids tulajdonsag hasznalata

Persze itt feltettiik, hogy ®, > ®,, mivel nem szerettiik volna ha S(®) nem nulla
része egymasra lapolodott volna.

A modulacidval és annak inverz miiveletével majd a késdbbiekben bdvebben
foglalkozunk.

3.10. A Fourier transzformalt abrazolasa
( Representation of the Fourier Transform )

A Fourier transzformaltak leirdsara matematikai fiiggvények és miiveletek alnak
rendelkezésre azonban az ember, mivel alapvetéen vizudlis 1ény, nem képes
csupan szdmokban ¢és fliggvényekben gondolkozni, valahogy latnia, elképzelnie
kell ezeknek a fliggvényeknek menetét, valtozasait. Ezért a szemléltetés
igényébdl fakaddan tobb abrazolasi modot is kifejlesztett, minddel maés-mas
lényegét emelve ki a problémakornek melyben vizsgalodunk. Ezek koziil a
leglényegesebbeket emeljiik most ki, melyekkel a Fourier transzformaltak jol
abrazolhatoak:
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3.10.1. Spektrum

Az eldbbiekben levezettiik, hogy a rendszer kimenete eléall a kovetkezd féle
képen:

Y(w) = H(w)X()
Ha most ezen komplex fliggvényeket felirjuk polaris alakban:
Y ()] =[H(o)|[X()
Py (@) = ¢y (®) + @y (w)

Azaz jol lathatéan az amplitadé valtozas fliiggetlen a fazistol és a fazis fiiggvénye
is fliggetlen az amplitidotol. Mivel a komplex fiiggvényeket harom dimenzidban
tudjuk abrazolni, de egy harom dimenzids fliggvény nem sokat mond el a
szdmunkra érdekes fazis és amplitid6 frekvencia fiiggésrdl, ezért fontos Oket
kiilon-kiilon abrazolni, ha mar ugyis fliggetlenek egymastol.

Mutassuk be ezt egy példan, legyen adott az aldbbi aperiodikus négyszog jel:

x4 (t)

=T, T t
2 2

140. abra Aperiodikus négyszogjel

Tudjuk, hogy ennek Fourier transzformaltja nem més mint:

Sin COZ
X(0) =T\A, T
1
(/07
2

. T,
sin . m?

Ebbél adodoan:

|X(03)| =TA,
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. . T,
0% 2T e o “2
141. dbra Az amplitudo spektrum
21 2
oy (@) =kn, (k-1)—<o<k—
T T
D(w)
‘ T T
b —— ]
I
0 w >
Ll ] T e T S

2n T
142. dbra A fazis spektrum

mivel a szinusz hullam w-ként valt eldjelet és akkor pontosan 90°-ot fordul a
komplex vektor, azaz © radidnt.

3.10.2. Bode

A fenti abrazolassal csupan az a baj hogy vele a frekvencia tartoméany nagyon kis
szeletét tudjuk abrazolni, és ha olyan értékére van sziikségilink az amplitidonak
ami a nullat jol kozeliti akkor mar bajban vagyunk, hisz a felbontasunk nem
igazan jo. Azért, hogy nagyjabol az egész tartomanyt jol lassuk és ezen jol
szemlélni tudjuk a fliggvény viselkedését, logaritmizadlnunk kell az amplitado
diagrammunkat.

Ennek 4brazolasat teszi lehet6vé a Bode diagram ahol a frekvencia
fliggvényeként dbrazoljuk:
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K (o) = 20log,, (X(w))
P(0) = @y (w)

Bode Diagrams

Cle

Cle

Fhase (deg); Magnitude (dE)

aml i : N S T N
107

Frequency (rad/sec)

143. abra Alul atereszt6 sziir6 Bode diagramja

A fenti dbrazoléassal bar jol szemléltethetdek a jelek, mégis igazédn az atviteli
figgvények abrazolasa altal, a rendszer viselkedését jellemzik a frekvencia
tartomdnyban igen szemléletesen. Ha példdul a fentiekben abrazolt példa egy
rendszer lenne, akkor az jol lathatéan kis frekvencidkra szinte ugyan olyan
amplitudoval vinné at a jelet, mig nagy frekvencias esetre pedig az amplitadot
olyan kicsiny részére csokkentené, ami elhanyagolhato, pl: -80dB ami mar egy
1V amplitadoja jelnél 100V -ot jelent.

3.10.3. Nyquist

A Nyquist diagram a komplex fiiggvény altal minden frekvenciara meghatarozott
vektor utjat irja le egy kétdimenzids koordinata rendszerben. Hasznalhatosaga
nem igazan jelentds inkabb érdekes.

Myquist Diagrams

Irmaginary Axis

| | |
05 1 15 2 25
Real Axis

144. abra Nyquist diagram
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3.11. Differencidl egyenletek reprezentdcidja és kapcsolata a Fourier transzformalttal
( Representation and Calculation of the Differential Equations with their Fourier
Transform )

Legyen adott egy LTI rendszeriink az alabbi differencial egyenlet altal:

Nooodhy(t) L, dRx(t
kz: Y()kz X()

A kérdés az, hogy a fenti rendszer frekvencia valaszat milyen modon tudnénk
meghatarozni.

Tegyiik fel, hogy mind a bemenet, mind a kimenet Fourier transzformalhato,

ekkor:
)

k=0 k

i {dky(o} i {dkxm}

k(Jw) Y(w) = Zb (jo) X(w)

b
H((o)ZY() z e
X(®) iakum)k

Nos jol lathatéo hogy H(w)racionalis, polinomialis fliggvénye jo-nak, és H(w)
ismerete esetén konnyen kiszamithatdo a rendszer valasza, azaz a differencial
egyenlet megoldasa. A megoldashoz jol lathatd, hogy nem kellenek kiindulasi
feltételek, viszont ismerni kell a rendszer bemenetét a teljes (- oo,+0)
idétartomanyon, ami mar nem egy egyszerli feltétel. A rendszer teljes
bemenetének az ismerete pontosan azért kell, hogy azokat az alapvetd
informacidkat megkapjuk a rendszer multjardl, amit eddig a kezdeti feltételek
illetve a nyugalmi allapot 1éte jelentett.

Mivel barmely polinom felbonthatd elséfokt polinomok szorzatara, ezért a
frekvencia atviteli fiiggvény felirhaté egy masik alakban:

bMﬁ(kk + jo)
H(w) =—*2

N

aMH(Vk + jo)
k=1

ahol A, és v, komplex gydkei a szamlalonak illetve a nevezdnek.

Ez az alak tisztan szemlélteti az atvitelt leiro differencial egyenlet viselkedését,
hisz ebbdl mar meghatarozhat6 az atvitel Bode diagramja.

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas 146

4. Diszkret rendszerek és
jelek Fourier analizise
( Fourier Analysis for
Discrete-Time Signals and
Systems )
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A folytonos eset mellet természetesen nem hagyhatjuk figyelmen kiviil a diszkrét esetet
sem, s ahogy az elébbiek soran lathattuk, hogy elég sok a parhuzam a két eset kozott, nem
lesz ez masként most sem, a Fourier analizis szempontjabol sem.

4.1. Diszkrét LTI rendszerek vilasza komplex exponencidlisokra
( Response of Discrete-Time LTI Systems to Complex Exponentials )

Amit a folytonos esetben bizonygattuk itt is igaz: a komplex exponencidlis
figgvények sajatérték fliggvényei az LTI rendszereknek, azaz diszkrét esetben is
létezik a rendszer sajatértéke, s rajta keresztiil jutunk el majd a transzformalt
fogalmahoz.

Tekintstink egy LTI rendszert amelynek impulzus valasz fiiggvénye a h[n]
fliggvény és a bemenetére az alabbi jelet adjuk:

x[n]=z"

Ahol z egy komplex szdm. Ekkor a teljes rendszer kimenete eléall egy
konvolucio6 altal:

y[n]=h[n]*x[n]= fh[k]x[n ~-k]= ih[k]z“‘k

y[n]=2" f“h[l(]z_k

Nos ebbdl a kis példabol maris lathatd, hogy x[n] egy komplex exponencidlis
figgvény és az LTI rendszernek ezen komplex exponencialisra adott valasza
szintén ugyanez a komplex exponencidlis fiiggvény, csak egy konstans értékkel,
a rendszer sajat értékével van megszorozva, ami z értékétol fiigg.

Ezért irhatjuk, hogy:
y[n]=H(z)z"

H(z) = f:h(k)z_k

Ahol tehat a z" sajatérték fliggvényhez tartoz6 H(z)-t a rendszer sajat érté¢kének
nevezziik.

Altalanossagban véve elmondhaté, hogy a szuperpozicio tételével kiegészitve ez

crer

rendszer vélasz fliggvénye kdnnyen meghatarozhatd, szamolhato.

Ha most egy komplex exponencidlisok linearis kombindciojat tekintjiik
inputként:

x[n]= Zakzﬁ

Akkor a rendszer valasza a szuperpozicio6 elve miatt:

yln]= zakH(Zk)ZE

Mais szoval a rendszer kimenete reprezentdlhatdé a bemeneten 1évd lineéris
kombinaciot  alkoté  jelekre  kiilon-kiilon  adott  valaszok  linearis
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kombinaciojaként, amik nem lesznek masok, mit a vizsgalt exponencialis
fliggvények szorozva az § sajatértékeikkel.

Ahogy az el6z0 fejezetben tettiik most itt is csupan a tisztan képzetes
frekvencidji komplex exponencidlisokat fogjuk vizsgalni, igy az alabbi alaka
jeleket tekintjiik majd vizsgalo jeleinknek:

i
e

ahol

eJQl’l — Zn

o =1
Ezek segitségével fogunk itt is eljutni a Fourier transzformalthoz.

4.2. Diszkreét periodikus fiiggvények reprezentdaciodja diszkrét Fourier sorokkal
( Representation of Discrete-Time Periodic Signals with Discrete-Time Fourier
Series )

Ahogy az el6zéekben targyaltuk, egy diszkrét jelet akkor neveziink
periodikusnak ha létezik olyan N egész szam amelyre:

x[n]=x[n+N], Vn-re

Az elézbdekben szintén vizsgaltuk a komplex exponencidlisokat €s lathattuk, hogy

a /""" s periodikus fiiggvény, mégpedig N alapperiodus idével.

S6t az 0sszes N-el periodikus fiiggvények halmaza megadhato:

@, [n]=e*N" 0 k=0,41,42,...

alakban. Ezen fliggvénynek mindegyikének a frekvencidja ugyanazon 27n/N
alapfrekvencianak a tobbszordse és ezért harmonikusan kapcsoltak.

Egy nagyon fontos kiilonbség azonban a diszkrét és a folytonos harmonikus
kapcsolt fliiggvények halmaza kézott az, hogy mig folytonos esetben mindegyik
ilyen fiiggvény kiilonbozik egymastol, addig diszkrét idében csupan N
kiilonb6z6 fiiggvénylink van mivel a diszkrét fliggvények frekvencidja csupan a
[0,27] intervallumon beliil eredményez 0 fiiggvényt, ezért ha két fliggvény

frekvencidja egymastdl csupan 2m egész szamu tObbszorosével kiillonbozik
akkor a két fliggvény megegyezik. Igy ez a komplex exponencidlisokra is
vonatkozik:

ej(Q+211r)n — ean . eann — ean

Ennek direkt kdvetkezménye, hogy

@ [n]=Dy[n]

®,[n]=®y,,[n]

O, [n]=D, y,,[n]
A kovetezbekben altalanosabb periodikus jeleket fogunk vizsgéalni, sét
bizonyitjuk majd diszkrét idében is, hogy a periodikus jelek eldallnak
harmonikusan kapcsolt komplex exponencidlisok linearis kombinéciojaként.

Tekintsiink most egy ilyen linearis kombinaciojat a harmonikusan kacsolt
exponencialisoknak:
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x[n]=) a,® [n]=) a "
k k

Mivel a harmonikusok koziil csupan N kiilonbozd 1étezik ezért Gsszevonhatd a
fenti 6sszegzés csupan ezen harmonikusok 0sszegére:

x[n]= Zak(l)k[n] = Zakejk(Zrt/N)n
k=(N) k=(N)

crer

csupan N egyiitthatd kiszdmoldsaval a jel harmonikus fliggvények
szuperpoziciojabol eléall. Ezt a felbontast fogjuk a késdbbiekben a diszkrét
periodikus jelek Fourier sordnak nevezni, a,-kat pedig spektralis

egylitthatoknak.

Most mar csak ezen egylitthatokat kéne valamilyen médon kiszdmitani. Ehhez
tekintslink egy példat. Legyen adott egy x[n] , N-el periodikus jel, aminek
spektralis egyiitthatoit szeretnénk kiszdmitani. A kérdés rogton atfogalmazhato:
képesek vagyunk e egy N egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszer megoldéasat
meghatarozni. Ugyanis a jelre nézve igaz, hogy:

x[0]= D a,
k=(N)

X[l] — Z akej(Zﬂ:/N)n
k=(N)

X[N—1]= a. eK(N-D27/N)n

&

Mivel mindkét oldal periodikus mégpedig N-el, ezért a x[N]-re felirt egyenlet
mar megegyezne az Xx[0]-ra felirttal. Nos, adott N egyenletink, N db
a, ismeretlen egyiitthatoval. Bizonyithatd, hogy a fenti egyenletrendszer

lineérisan fliggetlen egyenletekbdl all, és x[n] adott jel értékek esetén mindegyik
a, ismeretlen meghatarozhato.

Bar a fenti egyenletrendszer megoldéasaiként eldallnak az egyiitthatok, a
folytonos esethez hasonld zart formuldval is szdmolhatéak. Ennek levezetéséhez
tekintsiik el6szor az alabbi tulajdonsagot:

= e _ {N, k = 0,£N,+2N,...

z

e
0, egyébkeént

Il
(=]

n

Amit a fenti egyenldség sugall az nem mas mint, hogy ha egy komplex
exponencialis fiiggvény értékeit 0sszegezziikk egy periodus elejéig akkor nullat
kapunk kivéve akkor ha a komplex exponenciélis fiiggvény konstans. Igy a fenti
egyenlet a folytonos esetbdl mar ismert

]’ejk(zn/T)tdt _ T, k=0
0 0, egyébként
parja diszkrét esetben.
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Nos az egyenletet azonban vizsgalhatjuk oly modon is mintha az egy véges szam
geometriai sora lenne, azaz akkor felirhat6 az alabbi alakban:

N-1
2 o
n=0

Ahol o képviseli most a komplex exponencidlis képletével adott komplex
szamot.

o= e]k(2ﬂ:/N)

Azonban a geometria sornak ismerjiik az 6sszegképletét, igy:

N-1 N, o= 1

ZOLnZ 1-a®
= , a=zl
l1-o

Es mi azzal is tisztdban vagyunk, hogy ¢*®*™ =1 ha k értéke N tobbszordse,
ezért irhatjuk, hogy
N-1 N, k = O,iN,iZN,...
ek@r/Nm _ )y ikQr/NIN

- egyébként

1 — olkn/N) 2

De az is tudjuk, hogy e™**™"™N =" =1 tehat belattuk, hogy:
u {N, k =0,+N,#2N,...

Ze]k(Zn/N)n —

n=

0, egyébként

A fenti egyenletet grafikusan is szemléltethetjiik. Ezt tettilk meg a lenti dbran. Az
itt szemléltetett N=6 esetben a komplex szdmokat vektorokként dbrazoltuk egy 2
dimenzids koordinata rendszerben.

q)k[n] _ olk@r/Nn

Mivel a komplex szdmok abszolit értéke minden esetben 1 csupan a fazisuk
valtozik igy szimmetrikus vektor abrakat kapunk, amikrdl jol lathaté hogyha k =
0, 6, 12, ... akkor, mivel csupan egy vektorunk van, a vektorok Osszege nem
nulla, azonban barmely mas esetben, ha 0sszegezziik a vektorokat, akkor nullat

kapunk.
9m 9m
n=2 n=1 n=1,4
o 120°
n=3< B‘JZO \_.:nvo,S
Re Re
n=4 n=5 S
(a) (b)
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Im dm
n=25
n=1,3,56 n=0,24 n=0,3
—_— 3 e
Re Re
n=1,4
(c) (d)
Im I9m
n=4 n=5
n=3 n=0 n=01,...,5
= P o
Re Re
n=2 n=1
(e) (f)

145. sbra AD  [n] = e™**™' " komplex exponencislis szekvencia értékei
egy periodus alatt (a) k=1; (b) k=2; (¢) k=3; (d) k=5; (e) k= 6;

Nos az is szembedtld, hogy n valtozasaval a vektor korbeforog, azokat a
poziciokat véve fel amelyeket a ,k” valasztasunk értelmében lehetévé tesz. Ez
altal valtozik a vektor valds részének a nagysaga és tlinik hulldmzé periodikus
jelnek a vizsgalt exponencialis.

exponencialisoknak.
X[n] — zake_]k(Zn/N)n
k=(N)

—jr(2n/N)n

Szorozzuk mindkét oldalt e ¢s 0sszegezziik dket egy N tagli szummaval:

Zx[n]e—jr(Zn/N)n — Z zakej(kfr)(Zn/N)n
n=(N) n=(N) k=(N)

Felcserélve a két 6sszegzést:

Zx[n]e—jr(Zn/N)n _ Z a, zej(k—r)(Zn/N)n

n=(N) k=(N)  n=(N)

Azonban tudjuk hogy a jobb oldal nulla kivéve ha (k-r) értéke ne N

tobbszordsével egyenld, de mivel ugyanazon N elemii intervallumbol valasztjuk
mindkett6 értékét, ezért:
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Zej(k—r)(Zn/N)n _ N, k=r
0,

n:<N>

fgy a jobb oldal redukalodik:

j(k-r)2n/N)n __
> a, Tt g,

k=(N)  n=(N)
Ezért zart formuldval meghatarozhatdak a Fourier egyiitthatok az alabbi alakban:

x[n] = zakejk(Zn/N)n
k=(N)

a, :l zx[n]efjk(ZTc/N)n
N,

Ezek az egyenletek igen fontos szerepet jatszanak a diszkért periodikus jelek
Fourier analizisében, ahol az elsé egyenletet a szintézis, mig a masodik
egyenletet az analizis egyenletének nevezzik.

A Fourier reprezentacié a, egyiitthatoit sokszor az x[n] diszkrét jel spektralis

egyiitthatoinak is nevezik, mert ezek az egyiitthatok fejezik ki az 0sszegzésben
szerepld N darab harmonikusan kapcsolt komplex exponencidlisok sulyat. Ezért
felirhatjuk mondjuk k-nak 0-t6l N-1-ig valtozoé értékeire, hogy:

x[n]=a,P,[n]+a,d,[n]+...+a, Dy [n]
Azonban, ugyanigy felirhatjuk k-nak 1-t6l, N-ig valtozo értékeire:
x[n]=a,®,[n]+a,D,[n]+...+a,D[n]
Azt mar tudjuk, hogy @ [n]=®[n], no de ebbdl meg az kovetkezik, a fenti
egyenlet szerint, hogy a, =a, ., . Ugyanigy valtozatva k intervallumat belathato,
hogy:
a, =a,,y
fgy a, értékei periodikusan ismétlédnek, mégpedig N periddusidével. Ez
kiilonben egyenes kovetkezménye annak, hogy a harmonikusan kapcsolt
komplex exponencialisok is periodikusak N-el, k-ra nézve.Ezért az N darab

spektralis egyiitthatok ismerete elég ahhoz, hogy a diszkrét periodikus jelet
leirtnak tekintsiink.

Tekintsiik most egy par példat:

4.1 Példa:
Tekintsiik a

x[n]=sinQn
diszkrét jelet. Harom esetet kiillonboztetink meg attél fiiggéen, hogy

27/Q, milyen szamok korébol keriil ki:

egész szadm = a jel periodikus
2n C e . .
o =4 raciondlis szdm = a jel periodikus

irracionalis szdm = a jel nem periodikus
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Elso eset:
2 _
QO

N

Ahol N egész szam. Ekkor x[n] periodikus jel, mégpedig N periodus idével. A
folytonos esetben hasznalt modszer most itt is hasznéalhat6 azaz a jel felbonthat6
két exponencialis 6sszegére az Euler formula szerint:
X[n] — iej(Zn/N)n _ ie—j(Zn/N)n
2j 2j
Innen mar egyértelmi hogy:
1 1

a,=—, a,=——
1 2_] 1 2]

A tobbi N — 2 egyiitthato pedig zérus. Ahogy az elébbiekben megemlitettiik ezek
az egylitthatok periodikusan ismétlddnek azaz példaul N =35 esetén az alabbi
formaban 4brazolhatjuk a, -kat:

e
()]

~l 9
o0e

146. abra Az x[n]= sin(27t/5)n jel Fourier egyiitthatéi

Masodik eset:
Legyen most

2t _noNo
Q, m
271sz0
NO

N raciondlis, azaz két egész szam hanyadosa. Tegyiik fel, hogy ez egy redukalt
alak, azaz N és m relativ primszamok. Tudjuk az el6z6 fejezetekbdl, hogy a

vizsgalt x[n] jel alapperiodus ideje N, -lal egyenld. Ezért x[n] ismét felirhato két
komplex exponencialisok dsszegére:

1 . 1 _
X[n] :_.ejm(er/No)n —— e jm(27/Nj)n

2j 2j
Amibdl megint egyértelmiien kdvetkezik, hogy:
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1 1

a

m = N0 a’—m .
2j 2j
¢s a tobbi egyiitthatd az N tagl intervallumon nulla.

Az egyiitthatokat abrazolva m =3 és N, =5 esetén:

7 12

8 9 10 1"

~2A101|3556 13 K

%
147. abra Az x[n]= sin 3:(27/5)n jel Fourier egyiitthat6i
Harmadik eset:

A jel nem periodikus igy Fourier sora sem létezik.

4.2 Példa:
Tekintsik a

. [ 2m 21 4n T
x[n]=1+sin| —n |+ 3cos| —n |+ cos| —n + —
N N N 2

x[n] periodikus N periodus iddvel, és felbonthatd exponencidlisok 0sszegére
ismét az Euler formula segitségével.

jelet.

x[n]=1 +%[ej(2n/N)n _ ej(Zn/N)n]_i_%[ejQﬁ/N)n _ efj(Zﬁ/N)n]_,_
J
i %[ej(émn/N-Ht/Z) _ e—j(4rm/N+ﬂ/2)]

Osszevonva kapjuk, hogy:

X[n]:1+ i‘f‘i ej(ZTr/N)n+ i_i e—j(Zn/N)n+
2 2] 2 2]

_I_(lejn/Z ej2(21'r/N)n+ le—jn/Z e—j2(2n/N)n
2 2

igy
a, =1
al_g_lJ a,=-+7]
2 2 )
azzlJ az:_lj
2 ) 2
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A spektralis egytitthatok valos és képzetes részét kiilon-kiilon abrazoltuk:
Re{ay |

2

—2N =N 0 N 2N k

148. abra A példaban szereplé jel Fourier egyiitthatéinak képzetes és valds része

Ha pedig a jel amplitidojat és fazisat nézziik akkor N=10 esetén az alabbi
diagrammot kapjuk:

|aw |
+/10/2
1
1
—2N -N 0 N 2N k
¥ a,

w/2

-n/2
149. dbra A példaban szereplé jel Fourier egyiitthatéinak amplitadé és fazis spektruma

JOl lathatd, hogy ezen példaban a , =a,, k barmely értékére. Valdjaban ez a
tulajdonsdga az egyiitthatoknak barmely valos jelre fennall. Ezen tulajdonsag
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teljes mértékben azonos azzal, amit mar a Fourier sorokkal kapcsolatban
folytonos esetben megemlitettiink.

4.3 Példa:
Nézziik most visszatérd példankat csak most diszkrét idében:

-N =N, 0 N, N n
150. abra Periodikus diszkrét négyszogjel

A fenti diszkrét periodikus négyszdgjel periodikus N alapperiodus idével. Ennek
a jelnek szeretnénk most meghatarozni a Fourier sorat. Felirva az analitikus
egyenletiinket kapjuk, hogy:

1 ik(2m/N)
_ 2 -jk(2n/N)n
a, = E (§]

n=-N;

Azonban a jel szimmetridja miatt, ha m =n + N, , akkor:

1 2N, ) 1 ) 2N, .
ak - Ze—Jk(Zn/N)(m—Nl) — _eJk(Zrc/N)Nl Ze—Jk(Zn/N)m
N m=0 N m=0

Az 0Osszegzés 2N, +1 tagot tartalmaz, amit geometriai sorként értelmezve
kifejezhetd az alabbi alakban:

1 — e k2N /N
a, = Ik @r/NIN, € _

1— g kC@n/N)

o Ik @R/NN =N, +1/2) [eijn(Nl HI2IN _ g-ik2n(N, +l/2)/N]

e—)k(ZTt/ZN)[eJk(Zﬁ/ZN) _ e—)k(Zﬂ:/ZN)J

sin[2nk(N, +1/2)/N]
sin(2rtk / N)

I
N
1
N

,  k#0,£N,+2N,...

Ellenkez6 esetben:

a, = 2Nt NN
N

Kompaktabb forméba atirva:

_sin2(N, +1/2)0/2]

Na, -
sin(€2/2)

|Q=2nk/N

Ha most Na, értékeit nézziik egyre nagyobb N-ek esetén ugy, hogy N, fix

marad, akkor konnyen lathaté hogy az a, értékek egyre siirlibb mintavételezései
lesznek a

sin Bx

sin x
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fiiggvénynek. Igy ha visszatekintiink a folytonos esetre, ott a sinc fliggvényt
kaptuk eredményiil, igy annak diszkrét megfeleldje, mivel periodikus kell hogy
legyen, a sin/sin fiiggvény.

Na,
T Envelope T~
// \ & / \
/ \ Na, \/ / \
\ \
\ / \
\\ / \
~ /
\.\ -//’I N /_/
0 2n , n N 27 Q
2z N\ T, |-
(a)
Nag
1y Nay g h

o%r \I\I}J/ \[A l L7~ 2n Q
(b)

Y Nag

, fra—Nay

I lru s 4| [ I
11| L

(c)

151. abra A periodikus diszkrét négyszogjel Fourier egyiitthaté6i
2N; +1 =5, (a) N=10; (b) N =20; (c) N =40 esetben
Ha a Fourier sorok konvergenciajat vizsgaljuk, ahogy azt tettiik folytonos
esetben, meglepd kovetkeztetést vonhatunk le. A Fourier felbontds diszkrét
esetben mindig konvergens és a Gibbs jelenség itt nem érvényesiil. Ennek
igazolasara tekintsiink egy x[n] periodikus négyszdg jelet amely N =9-el
periodikus és 2N, +1=5. Hatarozzunk meg M darab egyiitthatot és ezekbdl
probaljuk meg visszaallitani a jelet. Ekkor kapjuk x[n] kozelitésére a:
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M .
fi[n] — zake]k(Zn/N)n
k=—M

Kiilonb6z6 M-ekre vizsgalva:

x[n] M =1
-18 -9 0 9 18 n

(a)

x(n] M=2
-18 -9 0 9 18 n

(b)

x[n] M=3
-18 -9 0 9 18 n

(c)

x[n] M =4
-18 -9 0 9 18 m

(d)

152. abra Az eredeti négyszogjel kozelitése
(@A) M=1;(b) M=2; (c) M=3; (d) M =4 esetben

Ahol jol lathatd, hogy M =4 esetén mar visszakaptuk teljesen a kiinduldsi
jeliinket és a Gibbs jelenségnek nyomat sem lattuk. Az eltérés valddi oka
azonban eleve bent foglaltatik a felbontas elvében, ugyanis folytonos esetben
mindig végtelen sok pontot képeztiink le véges sok egyiitthatd altal képviselt
informéacidhalmazba a Fourier sorba fejtés soran, ezért azon pontokban ahol a
folytonossag csorbat szenvedett, el6jottek a leképzés hibai a Gibbs jelenség
formdjaban, illetve a véges sok informacid altal csupan kozelitését tudtuk
megadni a jelnek, mely egyes idGpillanatokban drasztikusan is kiilonbozhetett az
eredetitdl. Diszkrét iddben viszont mar eleve csupan véges sok pont adott,
amelyet véges sok egyiitthatdval, azaz informacioval reprezentalunk, igy ha az
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informaciok szama meghalad egy bizonyos értéket, amely természetesen jel
fiiggd, akkor a jel teljes mértékben elddll. Az hogy mennyi egyiitthatéra van
sziikségiink nagymértékben a jel periodicitasanak a fliggvénye. Minél inkabb
szimmetrikus a jelink anndl kevesebb egyiitthatd hatarozza azt meg
maradéktalanul mivel anndl inkabb periodikus, s a legrosszabb, leginkabb
szimmetria nélkiili jel is meghatarozhato legfeljebb az alapperiodus idejének
megfeleld szamu egylitthatoval. Ezért ahhoz, hogy egy jelet pontosan le tudjunk
irni pontosan az alapperiddussal egyenld szamu egylitthatéra van sziikségiink.
fgy ha N paratlan akkor M = (N —1)/2 és a szintézis egyenlet alapjan:

M
*i[n] — zake_]k(Zn/N)n
k=—M
Ha pedig N paros akkor M =N/2¢s

M
> ik(2n/N
X[n]= E a, e mn
k=—M+1

Ugyan csak N tagu 0sszeget eredményez.
Folytonos esetben ismert tulajdonsagat az LTI rendszereknek itt is vizsgalhatjuk:

Ha tudjuk, hogy egy LTI rendszer bemenete periodikus N—el akkor minden
okunk meg van feltételezni, hogy kimenete is az lesz. Gondoljunk csak arra,
hogy az LTI rendszer komplex exponencidlisokat ugyanazon exponencialisba
viszi 4t csupan egy konstanssal megszorozvan a jelet. Ez a konstans minden
frekvencia értékre mas és mas, ezen konstansok Osszességét nevezziik a rendszer
frekvencia atviteli fliggvényének. Tehat ha a jeliink periodikus, azt felirhatjuk
Fourier sorba s az abban szerepld exponencidlisokra kiilon-kiilon szamolva a
valaszt kapjuk a kimeneten szuperpozicio segitségével a teljes periodikus jelre a
valaszt. Igy az LTI rendszer h[n] egység impulzus atvitelei fiiggvényének
ismeretében irhatjuk, hogy ha

x[n] = Zakejk(Zn/N)n
k=(N)
akkor

yln]= Y] akH(—zgkjejm’” e

ahol

N

n=-—w

H(%j — ih[n]efjk(zn/N)n

4.3. Diszkrét aperiodikus jelek reprezentdacioja diszkrét Fourier transzformadlttal
(Representation of Discrete Aperiodic Signals with their Discrete Fourier
Transform)

Az elézdekben lathattuk, hogy a diszkrét periodikus jelek spektralis egytitthatoi a
felbontds nagysaga szerint egyre finomabb mintavételezései voltak egyazon
burkolo fiiggvénynek, amely megfigyelést mar a folytonos esetben is

crer
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a beldle konstrualt periodikus jel segitségével allitsuk eld. Nos, induljunk el ezen
az uton diszkrét esetben is.

Legyen adott egy véges ideji aperiodikus diszkért x[n] jeliink:

x[n]

~N, 0 N,
153. abra Véges idejii diszkrét aperiodikus jel
Mivel a jelink véges ezért létezik olyan N, egész szdm amelyre igaz, hogy
x[n]=0 ha |n|>Nl. Ebbdl az aperiodikus jelbdl konstrualjunk most egy
periodikus X[n] jelet, ahol egy periddus pontosan az x[n] jellel egyenld.

%[n]

-N N, 0 N, N

154. abra Az aperiodikus jelbdl konstrualt periodikus jel
Ahogy a jel periddus idejét N-et egyre nagyobbra noveljiikk, azaz ha N — oo
akkor X[n]=x[n].

Nézziik most X[n] Fourier sorat.

X[n]= zakejk(Zn/N)n
k=(N)

1 [t —jk(2n/N)n
a, =— Zx[n]e !
NN

n:<N
Mivel X[n]=x[n] egy periodus elejéig ami magaba foglalja a
|n|£N1 intervallumot is. Ezért elég erre a periddusra vonatkozd Osszegzést a
|n| <N, intervallumra korlatozni, hisz azon kiviil a jel értéke Ugyis zérus.

Azonban a fentieket kihasznélva ekkor azt kapjuk, hogy:

+00

:i NZ —Jk(211/N)n :i Zx[n]e—jk(Zn/N)n
N .2 N

n=-oo

Ha most az egyiitthatok altal meghatarozott Na, értékek burkold gorbéjét
X(€2)-val jeldljiik a tovabbiakban, akkor:
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X(Q) = fx[n]e-i"“

+00

Na, = > x[n]e*"

n=-o Q=k(2n/N)
Ebbdl a gérbeébdl eldallnak az egyiitthatok:
a, = lX(kQO)
N Q,=(27/N)

Ahol Q,adja meg az a, egyiitthatok tavolsdgat a burkoldo gorbébdl valo

mintavételezés esetén, azaz ezek egyenld tavolsagra helyezkednek el ezen
frekvencia tartomanyon. Ezt a kovetkeztetést kombinalva az eredeti szintézis
egyenletlinkkel kapjuk, hogy:

x[n]= ) %X(on)eij““

k=(N)
Mivel Q, =2n/N a fenti egyenlet atirhat6 az alabbi alakba:
x[n]= 1 D X(kQ,)e" ",
21 N)
Ha most N — oo, akkor X[n]=x[n] barmely véges értékii n-re nézve és igy
Q, — 0, mivel az egyiitthatok egyre siirlibb mintavételezései lesznek X(€2)-nak.
Hogy még tisztabban ldssuk a folyamatot dbrazoljuk X(Q)e’" -t:

X(Q)Einn

. B
X (kS2g )elkon

1 L £
—27 - 0 kﬂof i 2n

155. abra Grafikus reprezentacioja a X(Q)e'™ képletnek

X(Q) periodikusnak latszik mégpedig 2m-vel, ugy ahogy e'™ is az. Ezért
kettdjiik szorzata is periodikus azonos periddus idovel. Ahogy azt az abran is
jeloltiik az 6sszegzés minden egyes tagja 1ényegében a X(Q)e™™" fliggvénybol
vett mintavétel és (), szorzatabol el6allo téglalap teriiletével egyenld. Ekkor ha

Q, — 0 akkor az 0sszegzés integralba megy at és ezért ha N — oo akkor
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_ 1 jQn
x[nl=—— LnX(Q)e do

Mivel X(Q)e’™ periodikus 2m-vel, ezért barmely 2n hossza intervallum
megteszi.

fgy aperiodikus jelekre a szintézis és az analizis egyenlete a kovetkezéképpen
alakul:

_ 1 jQn
x[n]= jan(Q)eJ dQ

X(Q) = f:x[n]e"an

Ahol a X(Q) fliggvényt az x[n] aperiodikus diszkrét jel diszkrét Fourier

transzformaltjanak nevezziikk és magat a muveletet amivel eléall pedig diszkrét
ideji Fourier transzformécionak (DTFT). X(Q)-t gyakran a jel spektrumanak is

hivjuk mivel végtelen sok komplex exponencidlis fiiggvény lineéris
kombinaciojanak hatarértékeként all eld.

Sajnos itt is ki kell kotnlink, hogy a végtelen szummanak konvergensnek kell
lennie kiilonben nem tudjuk kifejezni a transzformaltat, igy ahogy azt folytonos
esetben az integralas miatt, diszkrét esetben az Gsszegzés miatt kell kikdtniink,
hogy a jel transzformaltja csupan akkor 1étezik ha az abszolut 6sszegezhetd.

Zw“|x[n]| <o

Vagy pedig véges energidju legyen:

S [x[n]f <o
n=-ow

Ezért kijelenthetjiik, hogy a diszkrét és folytonos Fourier transzformalt kozott
nagyon sok a hasonlosdg, &m de lényeges kiilonbség, hogy a diszkrét idejli
Fourier transzformalt periodikus és véges intervallumon 6sszegzéssel all eld, mig
folytonos esetben nem periodikus és végtelen nagy intervallumon valo6 integralas
eredménye.

Az el6zéekben sokat épitettiink arra, hogy az exponencidlis fliggvények
frekvencidjanak eltoldsa 2m-vel ugyanazt az exponencialist eredményezi. Az
frekvencidi m -nek paratlan, mig az alacsony frekvencidju jelek m -nek paros
tobbszordsei koré csoportosulnak. Igy van ez a Fourier transzformalt esetében is,
ha gyorsan valtoz6 aperiodikus jel Fourier transzformaltjat vessziik, akkor a
transzformalt értékei m -nek paratlan, mig lassu valtozasu jel transzformaltjanak
értékei m -nek paros tobbszorodsii frekvencidi koré csoportosulnak.
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X, (82)
X, [n]
, 4 1 1 1 | ] 1
0 n 2T —w 0 T 27 Q
fa) (b)
X, (£2)
x, [n]
® 1 | | | 1
0 n -2t - 0 m 27 9
(c) (d)

156. abra (a) lassi valtozasi (c) gyors valtozasi diszkrét jelek Fourier transzformaltjai (b), (d)
Nézziink par példat:

4.3 Példa:
Tekintsik az

x[n]=a"u[n], |a| <1
jelet. Ebben az esetben a transzformalt a kovetkez6 féle képen alakul:

R
l1—ae™ @

X(Q)= ia“u[n]e’jm =+Z.O (ac %) =

Az amplitadé és a fazis diagrammot megrajzolva két esetet vizsgéltunk, az
elsdben 1>a >0 a masodikban pedig —1<a <0 értékkel szamolva:

| X(£2) |

=2 - 0 T 2 Q
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L X(82)

4 tan~! (aA/1 —a?)

-2 =T 0 T 2‘.‘T\ Q

—tan' (aA/1 —a?%) +

(a)
| X(£2) |

L X(R2)

-1 — 2
tan™' (|al/y/1—a )\J

4

N tan-? (1alA/1-a?)

(b)
157. abra Az amplitudé és a fazis spektrum alakulésa (a) a > 0; (b) a <0 esetben
Jol lathatd, hogy mindkét esetben 2m-vel periodikus fliggvényt kaptunk.

4.4 Példa:
Tekintsiik most a

x[n]=al", |a| <1

fliggvényt amit 0 <a <1 esetre abrazoltunk:
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x[n]

t

eatt!]]] “ﬂlmm..

. 0 n

158. abra A példaban szereplé x[n] jel

Ha most a transzformaltat meghatarozzuk:
+00 ) +o0 ) —1 )
X(Q)= Za‘“‘e”g“ = Z:a“e‘JQn + Z:a‘“e‘JQn
n=-ow n=0 n=-o

Ha most m = —n -et helyettesitiink be a masodik dsszegzésbe:

X(Q) =) (ae )"+ (ae’)" = L S
n=0 m=1

l—ae™  1-—ae

l1—a®

1-2acosQ+a’

X(Q) =

Ebben az esetben X(Q) tisztan valds, és ha dbrazoljuk akkor az alabbiak szerint
alakul a grafikon 0 <a <1 értékre:
X(£2)
(1+a)/(1—a)

—-2n 0 2 Q

159. abra Az x[n] Fourier transzformaltja

4.5 Példa:
Nézziik most az aperiodikus négyszog jelet:

L |n|SN1
=0, s,

Abrazoltunk is egy ilyen jelet N, = 2 -re:
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x[n]

—N; 0 N, n
160. abra Diszkrét aperiodikus négyszogjel

Ha most a Fourier transzformaltjat nézziik a jelnek:

N .
Zl _ion SINQ(N, +1/2)
X = ¢ = sin !12 /2
n=-N,

N, =2 -re abrazoltuk a Fourier transzformaltat is:
X(§2)

5

| /1\ A !
~2r \/—w\f \/w\/ 7 Q

161. abra A diszkrét aperiodikus négyszogjel Fourier transzformaltja

o

Ahogy mar az el6z6ekben emlitettiik ez a fliggvény a sinc fliggvény parja s ezért
ugyanazon tulajdonsagok igazak ra amit a sinc fliggvénnyel kapcsolatban
vizsgéltunk.

Az elézdekben lathattuk, hogy diszkrét esetben nem tapasztaltunk problémat a
konvergencia szempontjabdl a Fourier sorok esetében, mivel a szintézis egyenlet
csupan egy véges 0sszeg. Ugyanigy a Fourier transzformalt szintézis egyenletét
vizsgalva belathat6, hogy nincsen semmiféle konvergencia probléma, mivel az
szintén véges intervallumon torténik. Hogy ezt belassuk, tekintsilk az x[n]
aperiodikus diszkrét jel kozelitésére komplex exponencidlisok integraltjat,
amelyeket egy frekvencia intervallumrol vessziik, amelyre igaz hogy |Q| <W:

+W
X[n]= j X(Q)e™dQ
21 =,

Ekkor X[n]=x[n] pontosan akkor ha W = . Ekkor azt varjuk, hogy semmiféle
rendellenességet, mint példaul a Gibbs jelenség, nem fogunk tapasztalni. Ezt az
alabbi példa soran szemléltetjiik

4.6 Példa:
Legyen a jeliink egyenld a diszkrét impulzus fiiggvénnyel.

x[n]=9[n]
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Ekkor az analizis egyenlet értelmében:
X(Q)=1

Ekkor visszatérve az idotartomanyba tekintsiik az
1 +W i
X[n]=— j e dQ)
2n 5,
kozelitd jelet. Az egyenlet eredményeit tobb W esetén feltiintettiik:

x[n] W = 7/4

x[n] W =37/8

ool w

(b)
x[n] W=mn/2

N =

(c)

x[n] W = 3n/4

blw
&

(d)
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x[n] W= 77/8

SIBECEILICRPEOCIILDR LR VCEEFRIFCTLRBEBGE
0 n

()
162. abra A diszkrét egység impulzus jel kozlitése komplex exponencialisokkal

Nos, ahogy azt folytonos esetben lathattuk eldszor igen sok oszcillacioval terhelt
jelet kapunk, ami W novelésével egyre jobban kezdi felvenni az egység impulzus
alakjat, am a folytonos esettel ellentétben, ezen oszcillaciok W ndvekedttével
csokkenek és W =mesetén eltinnek, visszaadvan a kiindulaskor tekintett
impulzus jeliinket.

4.4. Diszkreét periodikus jelek reprezentdcioja Fourier transzformalt segitségével
( Representation of Discrete Periodic Signals with their Fourier Transform )

Amit azt folytonos esetben tapasztaltunk, itt is igaz, a Fourier sor és a
transzformalt kozott igen szoros kapcsolat all fent. Ahogy azt folytonos esetben
is tettlik, most is arra toreksziink, hogy beldssuk azt, hogy a Fourier egyiitthatok a
Fourier transzformalt mintavételezései ekvidisztans frekvenciaértékenként amit
pont a Fourier sorban szerepld komplex exponencidlisok frekvenciai lesznek.
Nos de lassuk ezt be tényszertien is.

Legyen X[n] egy N alapperiodust periodikus jel, és x[n] reprezentaljon egy
periodust a jelbdl. Azaz

X[n], M<n<M+N-1
0, egyébként

Ahol x[n] aperiodikus, véges jel, M pedig tetszélegesen valaszthato.

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas 169

Ekkor révid szamolassal belathato, hogy:
Na, = X(k 2_71)
N

Ahol a, -k a Fourier egyiitthatéi az X[n]-jelnek, és X(Q) pedig a Fourier
transzformaltja az x[n]-jelnek. Ezért az Na, -t tekinthetjiik, ugy mint az X(2)

fliggvény mintavételezését egy periddus alatt, 2n/N frekvencia kozonként.
Ahogy azt folytonos esetben is lathattuk X(Q)nem fiiggetlen M vélasztasatol,

azonban a mintavételezési pontokban, értéke mar fiiggetlen M-t6l, azaz barmely
M-re ugyanazok lesznek az egyiitthatok, igy belattuk hogy a kapcsolat fent all és
igaz barmely esetben.

Nézziink most egy példat ismereteink alatdmasztasara:

4.8 Példa:
Diszkrét id6ben is értelmezhetjiik az impulzus vonatot, és az ennek megfeleld
jelsor a kovetkezd lesz:

X[n]= io d[n —kN]

Abréazoljuk is ezt a jelt:

X[n]

-N 0 N 2N n
163. abra Diszkrét impulzus vonat

A jel Fourier egytitthat6i direkt mddon szamolhatdéak az analitikus képletiinkkel:

ak :L Z’)\(’[n]e—jk(Zﬂ:/N)n
n=<N>

Ha az 6sszegzéshez a 0 < n < N —1 intervallumot valasztjuk:

a, =—

N
Ha most M-et 0-nak vélasztjuk akkor az aperiodikus jeliink:
x,[n]=d[n]

lesz.

1I x, [n] = 8[n]

0

164. abra A diszkrét impulzus vonattal egy peridduson egyenlé aperiodikus jel
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Aminek Fourier transzformaltja:
X(Q)=1
Nos ebbdl latszik, hogy a mintavételezés teljesiil.
Most valasszuk 0 < M < N . Ekkor:
X,[n]=90[n—N]
Xz[n] =8[n—N] 1

0 N

165. abra A diszkrét impulzus vonattal egy periéduson egyenlé aperiodikus jel

Ennek transzformaltja:
X(Q)=e N

Ami  jol lathatoan  kiilonbozik az  el6z6tél, de mivel ebbdl

Q =21k /N frekvencianként vesziink mintat ezért ott e '~ értéke 1-lessz igy
ezekben a mintavételezési pontokban egyenld lesz a két transzformalt és az
egyltthatok értéke is.

Nos, most mar nekikezdhetiink a periodikus jelek Fourier transzformaltjanak
vizsgalatahoz diszkrét idoben. El0szor is a levezetéshez tekintsiik a

x[n]=e"*"

jelet. Folytonos esetben lathattuk hogy az ¢ fel Fourier transzformaltja egy
impulzus volt a o=, frekvencidn. Ezért valami hasonlot varunk diszkrét

idében is. Azonban diszkrét idében a Fourier transzformalt periodikus 2m
frekvencianként, ami direkt kovetkezménye azon ténynek, hogy

iQon ej(QnJrZﬂ:r)n

€

, Vr—re

Ezek alapjan azt kdvetkezik, hogy az x[n] jel Fourier transzformaltja impulzusok
sorozata lesz a ,Q, £ 27,0 +4m,... frekvencidkon. Tehat x[n] transzformaltja

egy impulzus vonat lesz:

X(Q) = i 218(Q—Q, — 27k)

k=—0

X(Q2)

2n

(2, — 4) (g — 27) 2, (Qq + 27) (g + 47)

166. abra A ¢**" jel Fourier transzformaltja
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Ha most az inverz transzformacié egyenletébe visszahelyettesitiink:
1 j X(Q)e™dQ = ij f 2n8(Q - Q, - 21k) - e "dQ)
27-[: 2n 27‘[ 2n P— 0

Jol lathat6, hogy minden 27 hosszl intervallumba pontosan egy impulzus esik
az Osszegzésben, ezért mivel tetszOlegesen valaszthato, valasszuk azt az
intervallumot amely Q, + 2nr -nél talalhatoé impulzust tartalmazza, igy:

1 _ . .
jOn — i(Qq+2mr)n — iQon
- LHX(Q)e dQ=e e

Tehat belattuk sejtésiinket.
Ha most még altalanosabb jelet tekintiink:
x[n]=b,e " +b,e’™" + b, +...+ b,

Akkor a Fourier transzformalt:

X(Q)=b, > 2n8(Q-Q, —2nk)+b, > 218(Q - Q, —27k) +

k=—o0 k=—0

+b; D 213(Q - Q, —21k) +...+ by, D 218(Q - Q, —27k)
k=—o k=-o0
fgy X(Q)egy periodikus impulzus vonat amelynek impulzusai az Q,,...,.Q,,

frekvencidk 2m tobbszoroseivel eltolt frekvencidkon taldlhatdak. Ezért egy ilyen
2n  hosszi intervallum pontosan egy impulzust tartalmaz mindegyik
exponencialis transzformaltjabol.

Fontos megjegyezni, hogy a Fourier transzformalt 1étezik és periodikus att6l
fiiggetlentil, hogy a jel periodikus volt-e vagy sem. S6t attol is fiiggetleniil, hogy
Q, =2mm/N ahol m és N egész szamok-e vagy sem.

Emiatt, ha az x[n] jeliink periodikus N-el, akkor reprezentdlhat6 Fourier sordval:
x[n] = Zakejk(Zn/N)n
k=(N)
Ha az 6sszegzésben k intervallumat k = 0,..., N —1 -re valasztjuk, akkor:
(2n/N)n

j2(2n/N)n (N=1)(2n/N)n

x[n]=a, +a,e’ +a,e +..+a,_e

Azonban ekkor megtehet;jiik, hogy:
2n 2n 2n
Q=0Q,=—70,=2—,.0,=(N-1)—
1 2 N 3 N N ( ) N

Ezért a transzformalt alakja a kdvetkezo lesz:

X(Q)=a, Y 2nd(Q—2nk)+a, ). 2718((2 —%— 27:1() +
k k=—c0

=—0 =.

oAy, D, 2n8(Q—(N—1)2§—2nkj
k

=—00
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Az alabbi abran jol lathaté mit is csinaltunk valdjaban:
2map = 2ma_y 2magy 2may = 2may
-2 0 2n
(a)
2ma; =2ma_y 4 4 27a, 2ma, = 2ma 44
’ 27 2 i 27
(n+n 20 (—N) [\{N+‘I}—N)
(b)
{ 27 . 21 { - g_ﬂ;
(-N-0%) (-%) (w0 %)
2may = 2ma _py_ 2may 4, = 2ma_, 2may
(c)
2ma_y 2mag 27a,
2ma 4 2131 2may 4
' -2 0 2n
2ma_y 4 2ma_, 2may _,
(d}
167. abra Fourier transzformaltja a diszkrét idejii periodikus jelnek
Azt  hasznaltuk ki hogy a  Fourier egyiitthatok  periodikusak
2ma, =2ma, =2ma_, igy 2mn/N alapperiodussal periodikus impulzus
vonatokkal reprezentalva 6ket kaptuk, hogy X(Q) egy impulzus vonat lesz, ami
ezeknek az impulzus vonatoknak Osszege, ¢s ahol a Q=2nk/N pontban
talalhatd impulzus nagysdga pontosan 2ma, . Ezért barmely periodikus jel
diszkrét idejii Fourier transzformaltja egyértelmiien szdrmaztathato a spektralis
egylitthatoibol:
+o0
X(Q) = ) 2ma,8(Q - 21k /N)
k=—o0
4.5. A DFT ( The DFT)

A technolégia fejlédésével egyre nagyobb szerephez jutott a jelfeldolgozas és
ezzel egyliitt annak matematikai apparatusdnak szélesedése. A szamitdogépek
megjelenésével egyre nagyobb igény lett ezen gyakran analdg jeleken végzett
miveletek digitalizalasara, a diszkrét vilagba vald atvitelére. Am a diszkrét
jeltartomanyban is sziilettek 0j technikdk a miveletvégzés praktikussaganak,
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gyorsitasanak érdekében. Az egyik ilyen technika a diszkrét Fourier
transzformécio (DFT), ami nem tévesztendd O0ssze a mar targyalt diszkrét idejli
Fourier transzformaciéval (DTFT). Magat a DFT-t nem targyaljuk annyira
részletesen mint a DTFT-t, azonban hasznos lehet egy par mondatban
megemliteni 1ényegét.

Legyen x[n] egy véges diszkrét jel, azaz létezik olyan N, egész szam, hogy
x[n]=0 ha n értéke a 0 <n <N, —1intervallumon kiviil esik.
Hozzunk létre egy periodikus jelet x[n]-bdl, ugy ahogy azt a DTFT-nél is tettiik:
X[n]=x[n], 0<n<N,-1

X[n]-pedig legyen periodikus N > N, -el. Ekkor a Fourier egyiitthatéi X[n]-nek
eldallnak az alabbi alakban:

1 - .
ak - zx[n]e jk(2n/N)n
n=(N)

Valasszuk az 0sszegzéshez azt az intervallumot amelyen X[n]=x[n], ekkor:

1 N-1
ak =—

X[n]e—jk(Zn/N)n
N n=0

Ezek az egyiitthatok jelentik a jel DFT-jét. Gyakran az x[n] jel DET-jét X(k)-val
jelolik, amire:

~ 1 N-1 )
X(k)= a, = EZ X[n]e—Jk(Zn/N)n, k=0,..N-1
n=0

Ahol N szabadon valszthato, de csak akkor helyes a miivelet ha N > N, .

A kiilonbség a DFT és a DTFT kozott maris szembeotld, hiszen a DFT diszkrét
jeltartomdnybol, diszkrét frekvencia tartoméanyba viszi at a jelet, mig a DTFT
pedig diszkrétbdl folytonosba, ami nem tarolhato el egy konnyen példaul egy
software-es Fourier transzformalt szamitdsakor. A DFT kiilonben nem mas mint
a DTFT diszkrét mintavételezése.

Altalanossagaban véve a DFT igen fontos miivelet és reprezentaci6 is egyben,
mivel az eredeti véges id6 intervallumon adott jel rekonstrualhaté a DFT-jébdl. A
masik hasznos tulajdonsdga, hogy rendkiviil gyorsan elvégezhetd, mert egy
ugynevezett gyors Fourier transzformécioval (Fast Fourier Transform, FFT)
szamolhato, ami igen kdnnyen implementalhaté barmely software vagy hardware
részeként. Legvégiil, pedig mivel igen szoros kapcsolatban van a diszkrét idejii
Fourier transzformaltakkal és a sorokkal, igy jo par igen fontos tulajdonsagat is
birtokolja ezeknek. Ahogy majd latni fogjuk az FFT-vel egyiitt rendkiviil
kiszdmitasara. Masrészt pedig N értéke szabadon valaszthatd, akarmilyen nagyra
is, ez nem befolyasolja a miivelet helyességét. Igy sokszor N-pontos DFT-r6l
beszéliink, ahol N-et 2 hatvanyiként valasztjuk, pontosan a hardware-res
realizacidé miatt, de mint latni fogjuk az FFT nélkiilozhetetlen kritériuma is ez
lesz, ami miatt bizton érezhetjiik dontésiink bolcsességét.
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4.6. Az FFT ( The FFT)
A probléma onnan gyokerezik, hogy a Fourier sorok egyiitthatéinak
kiszamitasdhoz n + 2 szorzasra illetve Osszeadasra van sziikség, igy az Osszes
egyiitthaté kiszdmitisdhoz mar O(n’) nagysigrendii miiveletre. Ez viszont nagy n

esetén mar jelentds szamitast igényel. 1965-ben Colley és Tukey munkassaga
attoré eredményt hozott a probléma megoldasara, hisz dolgozatukban modszert
adtak az egyiitthatok szdmoldsanak gyorsitdsara, amire matematikailag
bizonyitottdk, hogy miiveletigénye csupan O(nlog,(n)). Az ilyen lépésszdmu
eljarasokat a Fourier egyiitthatok kiszamitasara gyors Fourier transzformacionak
(FFT) nevezziik. Méara mar tobb ilyen méddszer ismeretes de mi most az eredeti
Colley-Tukey modszert fogjuk vizsgdlni. Ahogy mar azt emlitettiik, fontos azt

kikotniink, hogy n=2"alakq, ahol t természetes szdm. A moédszer a Romai
politikai idologian alapul6 ,,0szd meg és uralkod;” elvét kdveti, azaz a problémat
konnyebben szamolhatd rész problémakra osztja, s ezt rekurzivan addig teszi
amig olyan koénnyen megoldhatd problémdkra esik szét az eredeti, amely mar
elemi Gton megoldhat6. A modszer kiilonben altalanosithato tetszdleges n-re de
ezzel itt nem foglalkozunk.

Legyen m=2"". Ekkor igaz, az N =2"' periodikus p[n] jelre, ha x =(2n/N)n
akkor igaz hogy:
plx]=a, +ae” +..+a, "
amelyre p[x;]=y, értéke a diszkrét jelnek.
Jelolje q a paros indexii egylitthatokat tartalmazo polinomot:
qx]=d, +de™ +..+d__ e ™
amelyre q[x,]=y,, 1=0,.,m-1
Jelolje r a paratlan indexii egyiitthatokat tartalmazo polinomot:
t[x]=f, +fe” +..+f_ ™™
amelyre 1[X,,]=Yy,,, 1=0,.,m-1

Ekkor igaz, az, hogy
b ) 2T W
r{xzm - _} = r|:(21 +)—- _} = r[XZi ] = Yain
2 m

2m

Ebbdl belathatd, hogy:
p[x] = q[x]1 +zelmx + r[x _ﬂ} 1-e

Az egylitthatokat 0sszehasonlitva ekkor azt kapjuk, hogy:
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2n \ K
2ak=dk+fk(e J“]

2m k
28y, =d; - fk(e B ]

Ahol k=0,.,.m—-1. A fenti egyenletek segitségével tehat konnyen

kiszamithatoak p spektralis egylitthatoi q és r spektralis egyiitthat6ibol. Ezzel a
feladatot redukaltuk két fele akkora problémara. Azonban q és r is
tovabbbonthat6 ily modon fele-fele akkora problémara, és ez igy megtehetd
rekurzivan egészen addig, amikor mar elsérendli, azaz Kkonstans
fazispolinomokra esik szét a jellink. Az elsérendli fazispolindmkat viszont a jel
értékei egyértelmiien meghatarozzak, igy az elébbiekben targyaltakat visszafelé

értelmezve, ha kiindulunk 2'darab elsérendii fazispolinombol, akkor a t-edik

1épésben visszakapjuk az eredeti jeliinket reprezentald, de mar 2'rendii
fazispolindomot.

Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

Legyen p, =p a vizsgalt jelet reprezentalo fazispolinom.

Legyen az h-adik 1épésben szereplé K =2'"darab N =2"-ad rend{i fazispolinom
jeldlése: pl ahol k =0,....K —1.

Ekkor:
2p, [x]=p;" "[x]- (1 +e™) +pi‘l}?{x —ﬁ} ((1-e™)

Ahol M = g =h!

A p\" fazispolinom egyiitthat6i legyenek:

(h

pM[x]= ak’g + af('?l)ejx +..+ af(}fﬁ,[_lej(M’”x

igy az egyiitthatok rekurzios képlete:

LA
(h-1) (h-1) 2h
Qi Tt ©

1 _jﬂ '
(h) _ (h-1) (h-1) oh
Ay M —E A T Ak| ©

(h) _
a ;=

1
2

Ahol i=0,...M—-1¢és k=0,....K—-1.
A kiindulés értékek pedig:
) _

Ao = Yi

Ahol vy, ajel k-adik értéke, k =0,....n—1.
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A t-edik 1épés utén pedig af}.,...,ay )  adjak a keresett spektralis egyiitthatokat.

fgy az N periodikus p[n] jel spektralis egyiitthatéi meghatarozhatoéak N egymast
kovetd jel értékbdl t =log,(N)komplett 1épés alatt.

Azonban az FFT nemcsak periodikus jelekre szamolhato, ugyanezen mdédon N-
adatbol kiszamolhato a jel N pontos DFT-je is.

4.7. A diszkrét idejii Fourier transzformaltak tulajdonsdgai ( Properties of the Discrete-
Time Fourier Transform )

Az elkovetkezenddekben a diszkrét idejii Fourier transzformacid tulajdonsagait
vizsgaljuk meg. Ezek a tulajdonsdgok, mint ahogy azt latni fogjuk,
nagymértékben hasonloak, s6t néhany helyen kifejezetten ugyan azok is lesznek
mint amit folytonos idoben tapasztaltunk, ezért inkabb a kiilonbségekre fogunk
koncentralni, s ahol megegyeznek ott csak a képletet kozoljiik. Elevenitsiik fel
mos a diszkrét idejii Fourier transzformacio és inverz transzformacio képleteit:

_ 1 jQn
x[n]—z—nLnX(Q)eJ dQ

X(Q) = iolx[n]e"an

Maganak a transzformacionak kiilon jeldlése is van, amit T{} mivelttel jeloliink
diszkrét esetben is.

igy:
x[n]=F"{X(Q)}
X(Q)=F{x[n]]
Nézziik tehat az alaptételeket:
4.7.1. Periodikusag ( Periodicity )

Ahogy azt az elézéekben is megemlitettilk, a folytonos esettel ellentétben a
diszkrét idejii Fourier transzformalt mindig periodikus Q-ban, mégpedig2n
alapperiddussal.

4.7.2. Linearitasi tulajdonsag ( Property of Linearity )
Béarmely két diszkrét jel linedris kombinaciojanak diszkrét idejii Fourier
transzformaltja megegyezik a jelek kiilon vett Fourier transzformaltjainak
linearis kombinacidjaval.
X, (Q) = Fix,[n]}
X,(Q) = F{x,[n]]
X(Q) = Ffax, [n]+bx, [n]} = aX, (Q) + bX, (Q)
tetszleges valos ,,a” és ,,b” esetén.
4.7.3. Szimmetria tulajdonsag ( Property of Symmetry )
Ha x[n] val6s fiiggvény akkor, barmely frekvencidra fent 4ll, hogy:
X(-Q)=X"(Q)

ahol a csillag a komplex konjugaltjat jelenti a transzformaltnak.
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Ebbdl kovetkezik, hogy Re{X(Q)} paros, ¢és Im{X(Q)}pedig paratlan fiiggvény.
Ugyanigy X(Q) amplitud6 fliggvénye paros, mig fazisa paratlan fliggvénye Q -
nak. Emiatt:

Evix[n]}= 7" {Re{X(Q)}}

Od{x[n]}=#"{jIm{X(Q)}}
S6t ha x[n] valds és paros fiiggvény, akkor a transzformaltja is az, ha pedig
tisztan komplex és paratlan, akkor a transzformaltja is.

4.7.4. Eltolasi tétel idoben és frekvenciaban
( Theorem of Time and Frequency Shifting )

TetszOleges diszkrét fiiggvény idobeli eltoltjanak transzformaltja csupan
fazisaban késik vagy siet az eredeti jel transzformaltjdhoz képest. A transzformalt
amplitiddja fiiggetlen az iddbeli eltolds muveletétdl. Sot, frekvencia eltoltja a
transzformaltnak az eredeti jel komplex exponencidlissal vald szorzasat jelenti.

F{x[n]}=X(Q)

F{x[n-n,]}=e " X(Q)

Fle™"x[n]}=X(Q-Q,)
4.7.5. Differencia tétel ( Theorem of Difference )

A diszkrét idében értelmezett differencialt a folytonos idejii differencialas parja,
erre vonatkozdan a Fourier transzformaci6 tulajdonsagai igen fontosak.
Tekintsiik az x[n] jelet amelynek transzformaltja X(Q). Az el6zéekben targyalt
linearitasi és eltolasi tétel értelmében az elsé differencidlt transzformaltja a
kovetkezo féle keppen alakul:

x[n]—-x[n 1] = #'{(1-e*)X(Q)}

Azaz a differencia képzés az id0 tartomanyon a frekvencia tartomanyon
(1—e') -vel valé szorzasnak felel meg.

4.7.6. Osszegzési tétel ( Theorem of Summation )

A masik folytonos esetben fontos miivelet, az integralas parja diszkrét esetben az
Osszegzés. Ha tekintjiik az alabbi y[n] jelet:

yln]= 3 x[m]

Ami kvazi az x[n] jel integraltjanak foghaté fel. Ha most derivaljuk mindkét
oldalt:

y[n]=y[n—1]=x[n]
Ekkor azt varjuk, hogy az Osszegzés, a differencia képzéssel ellentétben

pontosan (1—e ) -vel valé osztast fog jelenteni, 4m ez csak részben igaz. A
korrekt alak finomitasra szorul:

n

> x[m]= Tl{(l—ljg) X(Q) + nX(0) Zw: Q- 2711()}
—€

m=—o0 k=—o0
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Az impulzus vonat a jel atlagos értékét jeleneti a summazéas soran, ami az
integralt kozép értékeként jelenik majd meg, ezért sziikséges a korrekcidja a 0
frekvencias tagnak.

Ha most x[n]=9J[n], akkor mivel X(Q)=1, az egység ugras fiiggvény
transzformaltjara azt kapjuk, hogy:

u[n]= T'l{;+ n +fé&(g - 2nk)}

(1 - e_JQ) k=-o0
4.7.7. Hasonlésagi tétel ( Theorem of Time and Frequency Scaling )

A diszkrét idében kicsit masképp miikddik ez a tulajdonsdg mint ahogy azt a
folytonos iddben lathattuk. Tekintsiik az x[n] jelet amelynek transzformaltja
X(€). El6szor is vizsgaljuk meg az y[n] = x[-n]jel Y(€) transzformaltjat.

Y(Q)= D y[nle ™™ = > x[-nJe "
Ha most m = —n -el behelyettesitiink:
Y(Q)= D x[m]e V" =X(-Q)
Azaz
X[-n]=F"{X(-Q)}
Bar ez egyenlore azonos a folytonos esetben tapasztaltakkal, &m ha az id6 vagy
frekvencia skalazast nézziik mar jelentds kiilonbségeket tapasztalhatunk:

Folytonos esetben az kaptuk, hogy:
Fix(t)}=X(w)

F{x(at)} = éx(?)

Azonban ha most az x[an] jelet itt is szeretnénk definidlni, mar nehézségekbe
itkdzlink, ha ,,a” nem egész szam. Ezért nem tudnéank lelassitani a jeliinket, hisz
a <1 nem lehet, masrészt gyorsitani se tudnank hisz x[2n] nem produkélna egy
aranyosan 0sszehtizodo fiiggvény képet, mivel x[2n] csupan a paros értékeit adna
az eredeti jelnek.

Hogy mégis végre tudjuk hajtani miiveleteinket a kovetkezd féle képen kell
azokat definialni:

Legyen k egy pozitiv valés szam, és definidljuk a kovetkezd x[n]-bdl
szarmaztatott jelet:

x[n/k], hanak tobbszorose
Xl = 0 11
, egyébként

fgy mar tényleg tudjuk gyorsitani és lassitani a jeliinket, mint ahogy azt
k =3 esetben lathatjuk is:
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x[n]

gl

-240
-1 1

X(3[n]

168. abra Az x[n] jelbdl szarmaztatott x;[n]

Ezen talmenden, ha most megnézziik x,,[n] transzformaltjat:

~+00

X ()= D %[l = 3 x [rkle ™™™ = 3 x[r]e "

I=—00 Ir=—00

F{x o [n]}= );(kQ)

Itt is jol lathaté az inverz kapcsolat az id6 és a frekvencia kozott. Ahogy a jelet
lassitjuk és az megnyulni latszik (k<1), a frekvencia tartomanyba a

transzformalt fliggvényének jelalakja gy zsugorodik egyre 6ssz¢ébb, ha viszont a
jelet gyorsitjuk és az zsugorodni latszik (k >1), a frekvencia tartoméanyba a

transzformalt fliggvényének jelalakja 0gy nyulik egyre nagyobbra. Sét,
mivel X(Q) periodikus 27-vel ezért X(kQ) is periodikus lesz de 2m/|k| -val.

Ezt a jelenséget abrazoltuk egy négyszog jelre:
x[n] X(£2)

» llru1r1

BB BB
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Xz [n] X(3)(2) = X(322)

¢ | | \ |

AR
0 n U+

-m

=
=

ALLLA
I I
0
Vol
-z 1
169. abra Az ido és a frekvencia tartomany kozotti inverz osszefiiggés

4.7.8. Frekvencia derivalasi tétel (Theorem of Differentiation in Frequency)
Legyen
F{x[n]} = X(Q)

Ha most az analitikus egyenletiinkkel irjuk fel a transzformaltat és mindkét
olydalt derivaljuk a frekvencia szerint:

XQ _ &,
=— ) jnx[n]e
o ZOOJ [n]
A jobb oldal nem mas mint jnx[n] transzformaltja igy j-vel atszorozva kapjuk,
hogy:
.dX(Q
T{nx[n]} = _]L

dQ
4.7.9. Parseval osszefiiggés ( Parseval’s Relation )
Legyen
F{x[n]}=X(Q)
Ekkor:

+00

2 1 2
2 Jxn) = [ [X(©@f d@

Jol lathatoan teljes az analogia a folytonos esettel. A bal oldalt itt is az x[n] jel
energia tartalmdnak nevezzilk mig |X(Q)|2pedig a jel az energia-striiségi

spektrumanak. Mivel azonban periodikus jelre az energia tartalom végtelen ezért
itt is jobb egy periddusra vonatkoztatni, amelyre igaz, hogy:

1 +00 5 2
— > X[n] = a
N 2;' | Z@;! .
4.7.10. Konvolucio tétel ( Theorem of Convolution )

Ahogy azt folytonos esetben is tapasztalhattuk, a konvoluciés tulajdonsaga a
Fourier transzformaltnak igen praktikus moddszert ad az LTI rendszerek
kimeneteinek szamolasara.

Tekintsiink most egy ilyen LTI rendszert, az x[n] bemenetei fiiggvénnyel, a h[n]
impulzus valsz fliggvénnyel, és y[n] a bemenet hatdsara 1étrejovo kimeneti jellel.
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Ekkor, ahogy azt eddig is tudtuk:
y[n]=x[n]*h[n]
Amibdl, ahogy azt folytonos esetben is belattuk kdvetkezik, hogy:
Y(Q) = X(€)H(Q)

Ahol Y(Q),X(€Q),H(Q) a Fourier transzformaltjai az y[n],x[n],h[n] jeleknek.
Ahogy folytonos esetben is, H(Q) itt is haldzat jellemzd fiiggvény és a rendszer
frekvencia valasz fliggvényének, vagy atviteli fliggvényének nevezzik.
Segitségével tetszoleges bemenet Fourier transzformaltjanak segitségével eldall a
kimenet. Maganak az atviteli fiiggvénynek a kiszamolasa is nagyon egyszerd,
mivel tetszéleges LTI rendszer esetén a vélasz és a bemenet Fourier
transzformaltjainak hanyadosaként megkaphatjuk az atviteli fliggvényt:

_Y(©)

H(Q) X

Azonban, paralel médon a folytonos esettel, nem minden LTI rendszernek 1étezik
frekvencia atviteli fiiggvénye. Példaul a h[n]=2"u[n] sulyfiiggvényli LTI
rendszert, ha szinuszoidalis jellel gerjesztjiik, akkor kimenete nem véges jel lesz,
ami azt a tényt tdmasztja ald hogy a Fourier transzformaltja h[n]-nek divergal.
Azonban ha egy LTI rendszer stabil, akkor az impulzus valasz fiiggvénye
abszolut dsszegezhetd

+00

> |h[n] <o
¢s ez garantalja, hogy a h[n] fiiggvény Fourier transzformaltja konvergens lesz.
Ezért ennek az LTI rendszernek mar 1étezni fog a frekvencia atviteli fliggvénye
¢s emiatt a konvolucids tétel alkalmazhat6 lesz.

Ahogy azt az eldzdekben is lathattuk, periodikus jelek esetén kicsit mas a helyzet
a konvolucio iligyében. Ugyanis direkt modon nem alkalmazhat6 két periodikus
jelre a konvolucié6 mivelete mivel a konvolucids 0Osszegzés nem lenne
konvergens. Azonban bevezethetiink egy kiegészitd miiveletet periodikus
konvolucié néven amely altal két N-el periodikus diszkrét jel X [n], és

crer

y[n]=X,[n]*X,[n]= ;?l[m]%[n —m]

Ha ezt a specidlis esetett kovetvén két egyenld periddus idovel rendelkezd,

crer

~

N?T]I]] .!TT]II[,' m
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X, [m]
; |
| I
-N |0 :N m
| ~
I { Xog [—m]
| i
| I
Ay, i
| | ITQ,
—N 0 N m
Xy [1—m]

X5[2—m]

“]Tr.._'_n;]'

Osszegzési
intervallum

170. dbra A periodikus konvolicié 1épési

Akkor elmondhaté hogy az eredmény Fourier egylitthatoi a kovetkezd képen
alakulnak:

¢, =Na,b,
ahol a, az X,[n] jel, b, pedig az X,[n] jel Fourier egytitthatoi.

A leglényegesebb eldnye ennek a tulajdonsdgnak a DFT alkalmazasaval egyiitt
foleg a kiilonféle berendezések €s eszkozok miikddésének gyorsitasaban rejlik. A
két elméleti eredmény egyiitt igen hatékony szamolasi modszert ad két

crer

és x,[n] két véges szekvencia:

x,[n]=0, a 0<n <N, -1 intervallumon kiviil
X,[n]=0, a 0<n<N, -1 intervallumon kiviil

Legyen y[n] az aperiodikus konvolucidja az x,[n], x,[n] jeleknek. Ekkor:

y[n]=x,[n]*x,[n]=0, a 0<n <N, +N, -2 intervallumon kiviil
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Tegyilik fel, hogy valasztunk egy N egész szdmot amelyre igaz, hogy

N >N, + N, —1, és vesziink két N-el periodikus X,[n], X,[n] jelet, amelyre:
X,[n]=x,[n], 0<n<N-I
X,[n]=x,[n], 0<n<N-1

Legyen y[n] az periodikus konvolucidja az x,[n], x,[n] jeleknek. Ekkor:

ylnl= > % [m]X,[n—m]
m=(N)

Erre pedig igaz, hogy:

y[n]=¥[n], 0<n<N-1
fgy y[n] aperiodikus konvoltciot, konnyen ki tudtuk szdmolni N megfeleléen
nagyra valasztasaval a periodikus esetb6l. S6t y[n] Fourier egyiitthatoit is
konnyen kit tudjuk szadmolni x [n], x,[n] egyiitthatdinak szorzataként. Mivel
yln], X,[n], X,[n] -egyenlék y[n],x,[n], x,[n]-el a 0<n<N-1
intervallumon, igy a Fourier egyiitthatoi ennek a harom jelnek nem lesznek mas
mint a DFT-vel eléallo ?(k) , )N(I(k), )N(Z (k) . Ezért most mar eredményeinket
Osszefoglalva egy igen gyors algoritmust tudunk késziteni x,[n], x,[n]

valosithato:
1. Kiszamitjuk DFT-vel X, (k) és X, (k), az adott x,[n], x,[n]
szekvenciakbol.
2. Ezeket a DFT-ket 0sszeszorozzuk, hogy y[n] DFT-jét megkapjuk:
Y(k) =X, (K)X, (k)
3. Ezutan inverz DFT-vel megkapjuk y[n]-et.

Az egyetlen egy kikotés pedig amit a figyelembe kell venniink, hogy
N2=N, + N, —1, azaz N-pontos DFT miiveletet kell végrehajtanunk. Réadasul

ezt a DFT-t konnyen gyorsan kiszdmithatjuk gyors Fourier transzformacid
segitségével.

4.7.11. Modulacios tulajdonsag ( The Modulation Property )

Amint azt a folytonos esetben megismertiik, a modulaciés tulajdonsag analog
modon a diszkrét esetben is él.

Levezetésiinkhoz vizsgaljunk meg az y[n] jelet amely két jel szorzata:

y[n]=x,[n]x,[n]

Ekkor:
Y(Q)= 2 yInle ™™ = 3 x[n]x,[n]e”™
Mivel
— 1 jon
x[n]=—_[, X,(0)""d0
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Ezért:

+00

OB xz[n]{i Lnxl(e)ejen de}e-jgn

n=-—o

Felcserélve az 0sszegképzést az integralassal:
_ 1 Ny -i(Q-0)n
Y@= LnXl(G){n;Oxz[n]e do
Ebbdl viszont kdvetkezik, hogy:
Y(@Q) =L j X,(0)X,(Q—6)dd
2w d2n

A modulacios tulajdonsag fontossagaval majd a késobbi fejezetekben
foglalkozunk.

4.7.12. Dualitasi tétel ( Theorem of Duality )

4.7.12.1. Diszkrét idejii Fourier sorok dualitasa
( Duality of Discrete-Time Fourier Series )

Folytonos esetben mar felfedeztiik a szimmetria tulajdonsagot, mas néven a
dualitast, az analitikus €s a szintetikus egyenletiink kapcsan. Azonban diszkrét
idében nem létezik ilyen dualitds az analizis és a szintézis egyenlete kozott.
Viszont a dualitas mashol jelentkezik, nem a transzformalds sordn, ahogy azt az
elébb is emlitettiik, hanem a sorba fejtés, a Fourier sor reprezentacio soran.

Vegyiink két periodikus jelet, amelyek periodikusak N-el. Tegyiik fel, hogy ezen
két jel kozott a kapesolat az alabbi:

f[m] — L zg[r]e—jr(Zn/N)m
N5
Ekkor ha m =k és r =n akkor:

i z g[n]e—jk(Zﬂ:/N)n
N.=X)

f[k] =

Nos Osszehasonlitva ezt az analizis egyenlettel azt kapjuk, hogy f[k] pont a
Fourier egyiitthatoit adja meg g[n]-nek. Azaz:

F{g[n]} = f[k]

gy mivel ha m =nés r = —k akkor:

1 jk(2n n
fln]= > gl-ke**
NN

Azt talaljuk hogy (1/N)g[—-k]pedig pont f[n] Fourier egyiitthatoit adja meg, igy:

ﬂmm=§g«]

Azaz mivel egy periodikus x[n] jel spektralis egylitthatéi a, -k maguk is

periodikus jelsort alkotnak, igy az & Fourier soruk is létezik és egyiitthatoit
pontosan (1/N)x[-n] fogja megadni. Emiatt barmely diszkrét periodikus jelre ¢l
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a dualitas tétele, azaz barmelyik ilyen jelnek létezik egy dudlisa amelyre igaz,
hogy:

T{x[n]} =a,
Fla, }= %x[—k]

4.7.12.2. A diszkrét idejii Fourier transzformalt és a folytonos ideji Fourier
sorok dualitasa
( Duality of Discrete-Time Fourier Transform and Continuous-Time
Fourier Series )

A fenti dualitds mellet még egy dualitas létezik, azonban ez a diszkrét ideju
Fourier transzformalt és a folytonos idejli Fourier sorok kozott all fenn.
Hasonlitsuk 0ssze a folytonos Fourier sorok és a diszkrét transzformaciod
egyenleteit:
x[n]:i j X(Q)e™"dQ
27-[ 2n
+00

X(Q)= Y x[nJe™

n=-—xw

~+00 .
x(t) = Zakeﬂkmot
k=—

— 1 —jkayt
a, = FO-[TU x(t)e dt

A hasonlosag maris szembedtlo.

Nézziik most az f(u) folytonos periodikus jelet, ami 2m-vel periodikus, és legyen
g[m] egy olyan diszkrét jel amellyel f(u) az alabbi kapcsolatban van:

f)= 3 glmle ™

Legyen most u=Q¢és m=n, ekkor jol lathatd, hogy f(QQ) a diszkrét Fourier
transzformaltja a g[n] jelnek.

#{g[n]j=f(Q)

De, ez altal g[m] kinyerhet6 f(u)-bol inverz transzformacioval:
— 1 jun
glm]=—— Lnf(u)e du

Ekkor ha u=t é m=-k, azt kapjuk hogy mivel f(t) pontosan T, =2mn-vel
periodikus igy g[-k] az f(t) jel Fourier egyiitthatdinak sorozataval egyenld, azaz:

X(= Y el-KJe
k=—0

arra azt kapjuk, hogy:
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tételébodl, de ezekkel mi most itt nem foglalkozunk bdévebben. Maga a

tulajdonsag ismerete a lényeges.
Osszefiiggéseket egy tablazatban foglaltuk Ossze eddigi ismereteinket a

Még szamtalan ilyen és ehhez hasonld 0Osszefiiggés vezethetd le a dualités
dualit

Ennek duélisa:

lis Jelfeldolgoz
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171. abra A transzformaltak és sorok dualitasi kapcsolata
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4.8. A Fourier transzformalt abrdzolasa ( Representation of the Fourier Transform )

Diszkrét idében a Fourier transzformaltat altalaban egy féle képen szoktak
abrazolni mégpedig az amplitudo és a fazis valtozasat logaritmikus egységek
segitségével.

4.8.1. Spektrum

Ahogy azt a folytonos esetben is lattuk és az eldzdek soran diszkért esetben is
megmutattuk, a rendszer kimenete el6all a kovetkezo féle képen:

Y (Q)=H(Q)X(Q)
Ha most ezen komplex fliggvényeket felirjuk polaris alakban:
Y () =[H(©Q)|-[X(©)
Oy () = 0 (Q) + o5 ()

Azaz jol lathatéan itt is az amplitadd valtozas fliggetlen a fazistdl és a fazis
figgvénye is fliggetlen az amplitadotol. Ugy ahogy folytonos esetben itt is
kiilon-kiilon abrazolhatjuk tehat e két jellemzd valtozasat a frekvencia
fliggvényében. A folytonos esetben a Bode diagrammok kapcsan a logaritmikus
egységek hasznalata lehetové tette, hogy egy széles spektrumon abrazolhassuk az
amplitado és a fazis valtozasat, igy nyerve igen hatékony és szemléletes grafikus
reprezentaciot. Azonban mivel diszkrét esetben a frekvencidban, mind az
amplitdtdé mind a fazis periodikus, ezért nem lenne szerencsés a frekvencia
tengelyt logaritmizalni. Mdésrészrol, egyetlen periddus abrazolasaval leirtnak
tekinthetjilk az egész transzformaltat. Ezért bar gyakran az értékeket magat
logaritmizaljak, a grafikon mégis linedris-liniearis (lin-lin) koordinata rendszer
alapjan rajzoland6 ellentétben a Bode linearis-logaritmikus (lin-log)
szemléltetésével.

20 log,g | H(S2) |

-+ 24 dB

T 20
-+ 16
-+ 12

-+ 8
<44
l I | I
T T 1 |
—2n - \_ 4 T 2r Q

<4 -12

L HIQ)

172. 4bra Az amplitido és fazis spektrum abrazolasa
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4.9. Differencia egyenletek reprezentdcidja és kapcsolata a Fourier transzformalttal
( Representation and Calculation of the Difference Equations with their Fourier
Transform )

Legyen adott egy LTI rendszeriink az alabbi differencia egyenlet altal:
N M
Y ayn—k]=> bx[n-k]
k=0 k=0

A kérdés az, hogy a fenti rendszer frekvencia valaszat milyen modon tudnank
meghatarozni.

Vegyiik mind a bemenet, mind a kimenet Fourier transzformaltjat ekkor:

T{i a, yln— k]} = T{ibkx[n - k]}

> a,Fiyln—k]}=> b, F{x[n—k]}

k=0 k=0

N
D a e Y (Q) =) b e X(Q)
k=0 k=0

(@) =2 _ 5"
X(Q) i a ek

Osszehasonlitva eredményiinket a folytonos esettel, lathatd, hogy diszkrét
esetben a frekvencia atviteli fiiggvény polinomidlisok ardnya lesz, amely

polinomialisokban e szerepel valtozoként.

Mivel barmely polinom felbonthatdé elsdfokd polinomok szorzatara, ezért a
frekvencia atviteli fiiggvény felirhato egy masik alakban diszkrét esetben is:

bolM[(l + er_jg)
H(Q)=—*!

N

aoH(l +m,e7)
k=1
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5. Szurés
( Filtering )
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Barmely olyan megvalositasa a digitalis jelfeldolgozasnak amely a jel relativ
amplituddjanak vagy a frekvencia komponenseinek megvaltoztatatasat végzi,
Osszefoglald néven sziirést végez, vagyis szlirOként mikodik. Az LTI rendszerek
egyik fontos tulajdonsdga volt, hogy a kimenetilk spektruma a bemenet
spektruméanak a frekvencia atviteli fiiggvénnyel vald szorzatabol allt 6ssze. igy
megfeleld atviteli fiiggvény valasztdsa esettén, azaz a szlird hangolédsaval, a
sztirni kivant kritériumoknak megfeleld jel allithaté el6 a kimeneten. Ez a tény
szamtalan elektronikus eszkdz milkodésében jatszik szerepet mindennapi
¢letiinkben. Ilyenek példaul az audio berendezések, ahol linearis iddinvarians
szlir6k gondoskodnak arrdl, hogy a felhasznald, azaz a hallgaté szamara lehetdveé
tegyék, hogy a kimeneti jel alacsony frekvenciaji komponenseinek (bass) és
magas frekvencidji. komponenseinek (treble) relativ energia aranyat
megvaltoztathassa. Masik példank lehet az equalizer, amely a hangszorok
frekvencia valasz fliggvényének és a hangtér torzitd szerepének kompenzalasara
tervezett aramkor.

A szlir6k egyik masik nagy csoportjat differencialo sziiréknek nevezziik,
amelyek a kimenet bizonytalansdgat szlirik ki a szir6 bemenetének
differencialdsa altal. Ilyen szlir6 kozvetleniil megadhaté a Fourier
transzforméciobdl ismert derivalési tulajdonsag altal, azaz ha

H(w) = jo
akkor a frekvencia atviteli figgvénnyel vald szorzas nyoman lényegében idében

differencidlunk. A differencidlo sziird frekvencia valaszanak amplitado és fazis
diagramja tehat:

| H(ew) |
w
< H(w)
3
w
~3

173. dbra Differencialé sziiré frekvencia vilaszanak
amplitado és fazis spektruma
Ilyen sziirdket féleg a képfeldolgozas soran hasznalnak, ahol a sziir6 hatasara a
kép ¢élei valnak lathatova mig a kép tobbi részlete eltlinik, Iényegében a képen az
egységes alakzatokat hatarol6 vonalak maradnak csak meg.
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Ezen fejezet tovabbi részében csupan bepillantunk a sziirdk vilagaba, megemlitve
azokra vonatkozo legfontosabb ismereteket. Azonban mivel ez a nagyiranyu ipari
felhasznalds miatt igen kiterjedt szakteriilet ezért az itt megemlitettek tényleg
csak a legalapvetdbb ismereteket villantjak fel.

5.1. Idedlis frekvencia szelektiv sziirok ( 1deal Frequency Selective Filters )

5.1.1. Frekvencia tartomanybéli jellemzok
( Characteristics in Frequency-Domain )

Maga a szlirés matematikai elgondolasa nélkiilozhetetlenné teszi az LTI
rendszerek azon tulajdonsagat, hogy a valsz Fourier transzformaltja a rendszeren
athaladd bement Fourier transzformaltjdnak és a rendszer frekvencia atviteli
figgvényének, azaz az impulzus valasz fiiggvény Fourier transzformaltjanak a
szorzata. Egy idedlis frekvencia szelektiv sziird tehat egy olyan szlird amely a
komplex exponencialisok halmazanak egy bizonyos frekvencia tartomanyba es6
részEét atereszti a tobbit pedig nem. A frekvencia valsz fliggvénye egy ilyen
frekvencia szelektiv szlirOnek tehat olyan fliggvény, amely atereszti a komplex
exponencialis e fliggvényt ha — o, < ® < o, tartoményba esik a frekvenciaja és
nem ereszti a4t ha nem esik a tartoményba. Mivel az ateresztés jelen esetben azt
jelenti, hogy a kimeneten ugyanaz az exponencialis fiiggvény jelenik meg mint a
bemeneten kaptunk, az 4t nem eresztés pedig jel nélkiili kimenet jelent aktiv
bemenet esetén, igy H(w) a kovetkez6 féle képen alakul:

1, |03| <o,
H(w) =
0, |0)| >,
Abrazolva:
H{w)
1
W, 0 (SR w
Vagasi Abvitall ab Vagasi
e tartomany —»r—— Atviteli sav —»r<— tartomany

174. abra Idedlis alul atereszt6 sziiré frekvencia valaszfiiggvénye

Egy ilyen frekvencia atviteli fiiggvénnyel jellemzett rendszert idealis alul
ateresztd ( lowpass ) sziirébnek neveziink, mivel a 0-hoz kozeli frekvencia savban
engedi at csak a jeleket. A frekvencia tartomany amelyet a sz{ird atereszt, atviteli
savnak ( passband ) hivjuk, azokat a frekvencia értékeket amelyeket a szlir6 nem
ereszt at levagasi tartomanynak ( stopband ) nevezziik. A két tartomany hatarat
jelképezd o, pedig a vagasi frekvencia ( cutoff frequency ) nevet kapta.

Két masik ilyen idedlis szir is fontos szerepet jatszik, az egyiket feliilatereszto
( highpass )
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H(w)

W, W, w

175. abra Idealis feliillatereszto sziiro

a masikat pedig savateresztd ( bandpass ) szlironek hivjuk aszerint, hogy milyen
frekvencia savot eresztenek 4t.

H(w)

T Wea Wiy Weq Wea w

176. abra Idealis savatereszto sziiro

Diszkrét esetben a helyzet valtozatlan, attél eltekintve, hogy mivel a frekvencia
reprezentacidé periodikus ezért a frekvencia karakterisztikdja a sziiroknek
ugyancsak periodikusnak kell lennie, hiszen barmely peridodusban sziirnie kell az
alacsony, 2m tobbszordseihez kozeli, vagy a magas, m tobbszordseihez kozeli
frekvenciju jelosszetevoket. igy H(Q) periodikus fiiggvény 2n periodus iddvel,
¢s az alul, feliil és sav ateresztésnek megfeleld atviteli fiiggvények pedig az
alabbi médon néznek ki:

H(2)
|
| | 1 |
-2 -7 -2, 0 Q. m 2n Q
(a)
H(2)
| | 1 |
-2 - T 27 Q
(b)
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H(£2)

=27 - T 2r Q2

(c)

177. abra Idealis diszkrét (a) alul; (b) feliil; (c) savatereszto sziiro

Fontos megjegyezni, hogy mivel idedlisak a sztir0k igy vagy 1 vagy 0 a
frekvencia atviteli fliggvényiik, azaz a jel fazisa nem valtozik rajtuk valo
athaladaskor, ezért a jel nem torzul. Igy azonban az idealis sziir6k fazisa zérus
barmely frekvenciara nézve, tehat fazis diagramjuk is konstans nulla. Azonban az
elézd fejezetek soran sok példat lathattunk ahol a rendszer frekvencia valasz
fiiggvények fazis valtozasa miatt a jel sokszor torzulast szenvedet anélkiil, hogy a
frekvencia komponensek amplitidojat drasztikusan modositottuk volna. Ebbdl
viszont az kovetkezik, hogy az idedlis eset, még matematikai értelemben is
idealis, mivel relative elég kevés olyan rendszer létezik amelyik ilyen ideélis
frekvencia szelektiv karakterisztikaval rendelkezne.

Egy masik specialis eset amikor a jel torzitasa a fazis valtozas miatt linearis, azaz
a rendszer olyan frekvencia atviteli fliggvénnyel rendelkezik amely a fazisdban
linearisan valtozik. Ilyen alul ateresztd sziirére példa folytonos esetben az alabbi

karakterisztika:
| H{cw) |
1
—w, 0 W, w
¥ Hw) = aw
w

178. abra Idealis alul atereszto sziiro linearis fazisvaltozassal

Lényegében a lineéris fazis valtozas id6tolast eredményez a szlirt jelre nézve, és
ez igaz mind folytonos, mind diszkrét esetben.
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5.1.2. 1d6 tartomanybéli jellemzék ( Characteristics in Time-Domain )

Eddig csupan a frekvencia tartomanybéli karakterisztikdra koncentraltunk,
azonban a sziir6k tervezésekor és hangolasanal igen fontos szerepet jatszik a
szird iddtartomanyban vald viselkedése, azaz példaul impulzus valasz
figgvényének alakja, hisz valamely modon ezeket a matematikai eredményeket

meg is szeretnénk valositani.

Az elkovetkezOk soran az idedlis alul ateresztd sziirén mutatjuk be a jellemzoket
mind folytonos, mind diszkrét esetben.

Az idedlis alul ateresztd szlird impulzus valasz fiiggvénye az inverz Fourier
transzformaltja lesz a frekvencia tartomanybéli karakterisztikanak, amely a mar
oly sokszor vizsgalt aperiodikus négyszog jellel egyenld. Erre belattuk a
folytonos Fourier transzformaciéval valé ismerkedés soran, hogy inverz
transzformaltja:

h, (t) = = Sinc(mCtj
T

T

Amit abrazolva idd szerint:

W
m

-7 AL
wc wc

179. abra Idealis alul atereszt6 sziiré impulzus valasz fiiggvénye

kapjuk. Jol lathato, hogy az idéfliggvény nagysaga a nulldban a sziird vagasi
frekvencigjaval, o, -vel aranyos, és ezzel egyiitt az amplitidoé nagysaga a teljes

tartomanyon is aranyos _ -vel, mig a nullaban tapasztalhato {6 hullam

sz¢lessége pedig forditottan aranyos, és ezzel egyiitt a fluktuaciok szélessége is
forditottan aranyos a véagasi frekvenciaval a teljes tartomanyon.

Ahogy az ateresztési savja a sziironek nd, az idofliggvénye gy valik egyre
keskenyebbé, ha pedig csokken akkor szélesebbé. Természetesen ez a
hasonlosagi tételnek, azaz a skalazasi tulajdonsagnak kdszonheto.

Ha most linearis fazis valtozassal egészitjik ki idealis sziirénket o
meredekséggel akkor az, az iddtartomanyban o-val valo késleltetésként
jelentkezik:
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h,,(t—a
_l;..._._
|
|
|
|
|

180. abra Idealis alul atereszto, linearis fazis valtozasa sziiro
impulzus valasz fiiggvénye

Diszkrét esetben is, a mar taglalt példa értelmében, az impulzus atviteli fiiggvény
az alabbi lesz idedlis alul ateresztd sziir esetén:

h,[n]= 2 SinC(an]

T T

Amit Q= n/4esetén abrazolva:

hat[n]

2

11 111 l I- Rl L1 tle,

R TT ] B | LA % -

181. abra Idedlis, diszkrét alul Atereszté sziiré frekvencia valasz fiiggvénye

Ha most az egység ugréds fiiggvényre adott valaszat tekintjiilk az idedlis alul
ateresztd szlironek mind folytonos mind diszkrét esetben, akkor azt tapasztaljuk,
hogy egy tul 16vés utan csillapodd fluktuacidval all be a rendszer az egyégnyi
értékhez, igy nagyon hasonldan viselkedik mint egy masodrendi rendszer.
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s(t)

1.09 [,

(a)

s[n]

=

ag on®a g an®ay 2777
[ ]

1
I 5

(b)

182. abra Az idealis alul atereszt6 sziir6 egységugras valasz fiiggvénye
(a) folytonos (b) diszkrét esetben

5.2. Nem idedalis frekvencia szelektiv sziirok ( Nonideal Frequency Selective Filters )

Az elézdekben targyalt sziir6k azért voltak idedlisak mert pontosan definialhato
frekvencia tartomanyon engedték at a jeleket, ¢s a fennmarad6 tartomanyon 1évo
jeleket pedig teljesen kiszlrték. Azonban ez nemcsak megvalosithatatlan fizikai
eszkozokkel, hanem nem biztos, hogy célszerti is. Sok jelfeldolgozasi feladatban
eléfordul, hogy olyan jeleket szeretnénk szepardlni egymastol amelyek
spektruma egymasba tolodik.

X{w)
Xz (w)

X (w)

183. abra Enyhén atlapol6dé spektrumok
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Ekkor célszerti olyan sz(ir6t haszndlni amely a vagasi és az Aateresztési
tartomdnya valamilyen tranziens jelleggel kapcsolddik, nem pedig egység ugras
szertien. Igy két jel 0sszegébodl mégis kisziirhetd az egyik vagy a masik jel.

A masik ok ami miatt az idealis szlir6kkel szemben a nem idealosokat
preferaljuk, az, hogy amint az lathattuk az egység ugrasra adott valasza az idealis
alulateresztd szlir6nek tallovést és csillapod6 fluktudciot tartalmaz, ami nem
kivanatos tulajdonsdg egy aramkdri elemnél. Ezzel szemben a nem idealis
esetben pont az ugrds helyetti tranziens frekvencia atvitel valtozas miatt

exponencialis beallas fogja jellemezni az egység ugras valaszat a sziironek, ami
sokkal kedvezdbb mint az esetleges tulterhelést és zajt eredményezd fluktuacio.

A nem idedlis sziir6k tehat tranzienssel mennek at a vagasi tartomanyba ezért
frekvencia atviteli fiiggvénytik jellemzoi a kovetkezd féle képen alakulnak:

| H(w) |
1+ 6, plllliisy
RS
1-8, 777777777\ |
1 | \ |
Y
o\ |
. N |
Atviteli sav | Tranziens | Vagdsi tartomany
| N
| \\ l
1
5, I Vr/////// Ll
0 Wy Wy w

184. abra Nem idealis sziirok spektrumat jellemzo tartomanyok
Azt a tartomanyt nevezziikk itt ateresztési sdvnak, ahol az amplitado
karakterisztikdban valamely maximum 9, eltéréssel ingadozik 1 koriil az atviteli
értek. Ezt a J,-et az atviteli fodrozodas maximalis értékének ( passband ripple )
hivjuk. Amint az atvitel amplitadoja kilép ebbdl a tartomanybol, azaz az
ingadozas tallépi a J, értéket, ekkor mar a tranziens szakaszban vagyunk. A

tranziens szakasz hossza illetve meredeksége jellemzi a sziirés ¢lességét és
egyben a szr0 instabilitasra vald hajlamat 1s. A tranziens tartomanyt
nagysagaval jeloljiik, amit tranziens sadvnak ( transition band)

Ao, =0, — 0
hivunk. Vagasi tartomanyrol akkor besz€liink amikor az atvitel amplitiddja mar
nulla koriil ingadozik maximum 3§, eltéréssel. Ezt a 0, -et a vagasi fodrozodas

maximalis értékének ( stopband ripple ) nevezziik. A tartoméanyokat hatarold
frekvencidkat ateresztési frekvencianak ( passband edge ) hivjuk és o, -vel

jeloljiik és vagasi frekvencianak ( stopband edge ) hivjuk és o, -sel jeloljiik.
Ezzel a négy adattal:

®,,9,,0,,9,
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barmely nem idealis alul atereszt6 szlird jellemezhetd. Természetesen a feliil és
sav ateresztd szlir6k esetében is analdég modon hasznalhatéak ezek a terminusok.

Persze vannak olyan problémak ahol az idealis szlird alkalmazasa lenne a
leginkabb kivanatos. Sajnos az idedlis szlir6k, ahogy azt alul ateresztd esetben az
impulzus vélasz fiiggvényen is lathattuk, nem kauzalisak. gy minél inkabb
toreksziink megvalositasukra fizikai eszkozokkel annal inkabb eldre joslo
rendszerek, algoritmusok és mindezek miatt egyre tobb pénzre van sziikségiink.
Mivel a tokéletes nem kauzalitas elérése fizikailag is lehetetlen, igy csupan azt
kozelité rendszereket tudunk tervezni és épiteni. Raadasul a fizikai jelek sem
tokéletesek €s igy szlirésiik sem torténhet mindenféle zavartdl mentesen, ezért
sok esetben egyszeri aramkori elemekbdl, vagy diszkrét esetben egyszerii
miiveletvégzd struktardkkal megépitet sziirdk is kielégitd eredményre vezetnek.

5.3. Folytonos idejii differencial egyenletekkel megadhato frekvencia szelektiv sziirok
( Continuous-Time Frequency-Selective Filters Described by Differential
Equations )

Mivel a az elektronikai és mechanikai rendszerek altalanossdgaban véve
leirhatéak linearis 4llando egyiitthatés differencial, vagy differencia
egyenletekkel ezért a beldliik megvalositott nem idealis szlirdk leirdsara is jol
hasznalhatoak ezen matematikai egyenletek. Ahogy azt az el6zdek soran
lathattuk az ilyen differencial ¢és differencia egyenletek konnyen
attranszformalhatoak a frekvencia tartomdnyban nekik megfeleld frekvencia
atviteli fiiggvényekké, amibdl kézenfekvd az oOtlet, hogy a kivant atviteli
karakterisztikat irjuk fel differencidl egyenletekkel és azokbol a fizikai
megvaldsitashoz szilikséges elemek ¢és kapcsolatok mar adodnak. Mivel a
variaciok ¢és a lehetdség szdma csak a megvalositason faradozd mérnok

crer

témakorbe.

5.3.1. RC alulatereszto és feliillatereszto sziiro
(RC Lowpass and Highpass Filters )

Az egyik legegyszeriibb folytonos idejii elsdrendli szlird az RC soros kapcsolas,
ahol egy idealis kondenzator és egy ellenallds soros kapcsolasaval kapunk szlirét.
+ R -

I 1
 S—

-
vi(t)

+@lvs(t) c—" \I/V°(t)

185. abra Elsorendii RC sziiré

Ha a kondenzator fesziiltségét tekintjiik a rendszer kimenetének, és bemenetnek
az RC kor kapcsinak fesziiltéségét akkor az alabbi differencial egyenlet irja le
rendszeriinket:

RC% + v (1) =v(t)
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Az egyenlet mivel elsérenddl, ezért konnyen atirhat6 transzformalt alakba:
RCjo+1)- V (1) = V(1)
1

H(o) = ————
()= R Cior1

h(t) = Rice‘RC -u(t)

Tehat az id6allando T =RC.

20
3dB

— 0dB = —}\ Asszimptotikus
?3- =< kézelités
I
o —20
=)
°
o
~

—-40

-60 l l [ |

0.1/t 1/7 10/t 100/7
w
/4
Asszimptotikus
0 = kdzelités

3
I
Mo w4

-mn/2 |

-37/4 | | I |
0.1/r 17 10/7 100/T
w

186. abra Az elsérendii RC sziir6 frekvencia valaszanak Bode diagrammja
a kondenzator fesziiltségére nézve

h(t)

(a)
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- - - - — _
~

(b)

187. abra Az RC sziiré (a) impulzus; (b) egységugras valasz fiiggvénye
a kondenzator fesziiltségére nézve

Jol lathatéoan alul ateresztd sziirdt kaptunk ami 1/t vagasi frekvenciaval
rendelkezik.

Ha most viszont a kondenzator fesziiltsége helyett az ellenallas fesziiltségét

vizsgaljuk:
RC—dVR ® + vy (t) = RC—dVS(t)
dt dt
G(o) =208
1+ joRC
_ 20
3 0dB |
O
=1 N
g
p -20
N
-40 '
i w
RC
L G(w)

L

2

L4

s a

; ' :
RC

188. abra Az elsérendii RC sziiré frekvencia vialaszanak Bode diagrammja
az ellenallas fesziiltségére nézve
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v, (1)

|
|
!
1
1
RC

189. abra Az RC sziiré egységugras valasz fiiggvénye
az ellenallas fesziiltségére nézve

Azonban igy mar feliil ateresztd szlir6ként viselkedik a rendszeriink.

Sajnos a tartomanyok kozotti tranziens meredeksége nem befolyasolhatdo R és C
értékének megvalasztdsaval, igy ha élesebb szlir6re van sziikségiink akkor
komplexebb aramkori kapcsolast kell tervezniink, magasabb rendi sziirével.

5.3.2. Magasabb rendii sziirok ( Higher Ranked Filters )

Tekintsiink egy magasabb rendli szlirOre példat egy gépkocsi lengéscsillapitd
rendszere altal.

Legyen y, nyugalmi helyzetben az alvaz tavolsaga az utt6l. Ekkor y(t) az
alvaznak ett6l a referencia ponttdl vald fiiggbdleges eltériilését adja meg az i1do
fliggvényében. Ha most x(t)-vel az ut kezdeti referencia pontjdhoz képest vald
magassagbéli valtozasat irja le az 1d6 fiiggvényeként, azaz ahogy a kerék alatt
elérehaladaskor véltozik az ut szintje akkor az aldbbi differencia egyenletet
irhatjuk fel a lengéscsillapitd rendszer modellezésére:

dx(t)
dt

MY Zt(t) b dz(t") +ky(t) = kx(t) + b

Ahol M a kocsi tomege, k a rugalmassagi allando, b pedig a rezgés elnyelési
tényezdje a rendszernek. Ekkor a teljes rendszer frekvencia vélasz fiiggvénye:

H(o)= <100
(jo)y’ M +b(jo)+k
Vagy
2 .
H(o) = — 2 +262:U®)
(Jo)” +2¢0, (jo) + o,
ahol

| k b
0, =,[—, 2cm, =—
M M
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fgy a nevezd egy elsérendi, a szamlalo pedig egy masodrendii rendszer. A Bode
diagrammot megrajzolva, azt kapjuk, hogy:

20 $=0.05
0 ¢=0.1
/‘ {=0.15
o\ =02
= g\
3 —=—
= 0dB ==
=
o =1 ./ S
g 716204 105 N
o N\
o™
-40 |-
]
w, 10w
Frequency

190. abra A lengéscsillapit6é rendszer Bode diagramja kiilonb6z6 C esetén

Ahol jol lathatéoan a vagasi frekvencia o -en keresztiil hangolhatd, ami fix
tomegnél a k rugd allandé megvalasztasaval befolyasolhatd. Adott ®, esetén a
csillapitds meredeksége pedig b-vel van Osszefliggésbe. Ha o, -et csokkentjiik

akkor az alacsony frekvencias =zavarokat is kiszlirhetjik ami sokkal
kényelmesebb utazéast tesz lehetévé, azonban ha megvizsgaljuk a rendszer
impulzus valaszat:

s(t)

191. abra A lengéscsillapit6 rendszer egységugras valasza Kiilonb6z6 C esetén

Jol lathato, hogy o, csokkenésével egyre nagyobb tullovéssel és fluktuacioval
all be a rendszer ami nem lagy ringat6zast hanem nagy lengéseket, szinte allando
hullamzést okoz. Tehat az lenne a jo, ha kicsire tudnank vélasztani o, -et az

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas 203

alacsony frekvencias zavarok kisziirésére, és igy nem razkoddna az egész autd
minden aprd kavicsra, de az is j6 lenne ha értéke nagy lenne és igy lassi
beallasaval a rendszer lagyan ringatna az utastért. Ordogi, kor? Nem egészen. A
mostani lengéscsillapitd rendszerek mar az Ut viszonyoknak megfeleléen
valasztjdk meg az allandok értékét, igy alkalmazkodva mindig, téve a lehetd
legoptimalisabba a csillapitast és igy az utazas kényelmét. Azonban az ilyen
rendszerek differencidl egyenletei mar nem dallandd egylitthatés linearis
egyenletek, igy megoldasuk is problémas lehet, megvaldsitasuk még inkabb.
Ezért a jelenlegi modern autokban mar digitalis jelprocesszorok kalkulaljak
minden pillanatra az optimalis rugd feszességet vagy a sokk csillapitdsat a
rendszernek.

5.4. Diszkrét idejii differencia egyenletekkel megadhato frekvencia szelektiv sziirék
( Discrete-Time Frequency-Selective Filters Described by Difference Equations )

A diszkrét sziirok megvalositasa digitalis technikai eszkdzokkel torténik. F6
alkatrészeik szorzokbdl , 0sszeadokbol, késleltetd és tarold regiszterekbdl allnak
amik egyiittes mitkodését differencia egyenletekkel irhatjuk le, ezért a diszkrét
szir6k reprezentacigjanal hasznos lehet a sziirdt differencia egyenlettel
modellezni, mert igy egyben a megvaldsitas is kézenfekvove valik.

A differencia egyenleteket két nagy csoportra oszthatjuk: rekurziv és nem
rekurziv differencia egyenletekre aszerint, hogy az altala modellezett rendszer
véges ( nem rekurziv estet ) vagy végtelen ( rekurziv eset ) impulzus valasz
fliggvénnyel rendelkezik-e. Mivel mindkét tipusu differencia egyenlet mas-mas
tulajdonsagokkal rendelkezik, €s igy kiillonbozo sziir6 csaladot definidlnak. A két
esetet egymastol elkiilonitve targyaljuk a tovabbiakban. Fontos megjegyezni,
hogy mindkét eset hasznos és gyakran hasznélatos, csak a feladat specifikacio
donti el, melyiket érdemesebb vagy lehetséges hasznalni. A rekurziv sziiroket
gyakran IR ( infinite impulse response ) a nem rekurziv sziir6ket pedig FIR
( finite impulse response ) ként emlitik a szakirodalomban.

5.4.1. Nem rekurziv diszkrét ideji sziirok ( Nonrecursive Discrete-Time Filters )

Az eddigiek soran targyalt alul atereszté szlirOk lényegében egy simitast vittek
véghez a jelen, mivel kiszlirték abbdl a nagyfrekvencids komponenseket. A
diszkrét jeleken végzett simitasi eljarast gyakran mozgo atlag néven is nevezik,
azért mivel y[n] ,,simitott” jelérték, barmely n-re nézve, a bementi x[n] jel 4tlaga
valamely n, hosszl intervallumon. A mozgé atlagolas Gtlete a kovetkezd: ha a

jel gyors valtozéasinak atlagértékét veszem, akkor a nagyfrekvencias, azaz a gyors
valtozasok ki simulnak a jelbdl, mig a kelléen lassi valtozdsok megmaradnak.
Tekintstik egy példat erre. Legyen adott az alabbi rendszeriink:

y[n] = %(x[n —1]+ x[n]+ x[n +1])
Tehat a kimenet a bemenet hdrom egymast kovetd értékével egyenld. Ez az
egyenlet viszont egy konstans egyiitthatos linedris differencia egyenlet, és igy
meghatarozhat6 a frekvencia atviteli fliggvény beldle:

Y(Q)= %X(Q)(e‘jg +l+e?)

H(Q) = %(1 +2c0s(Q))
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| H(S2) |

| | | |
-7 T Q

192. abra A harom pontos mozgé atlaggal szamolé sziiré
amplitudo és fazis spektruma

Nos bar jol lathatéan a harom pontos mozgo6 atlag egy alul ateresztd sziird
karakterisztikdjaval rendelkezik, de tranzienssel valt tartomanyt nem pedig
ugrassal. Ezért ezt a konnyen megvalosithatd eljarast, bar hasonldéan az RC
korhéz nem idedlis szirdt definidl, mégis sok probléma megoldaskor
felhasznaljak, mint alul ateresztd sziir6t.

Hasonl6 modon foghatunk neki a feliil ateresztd sziir6k kozelitésének is.
Tekintsiik az alabbi differencia egyenletet:

x[n]—x[n—1]
2

Olyan jelekre amelyek szinte konstans értékiiek a fenti kifejezés nullat ad
eredményiil. Azokra a jelekre pedig, melyek hirtelen nagyokat valtoznak pontrol-
pontra, y[n] nagy értéki lesz és valtozas iranyaval és nagysagaval egyenld. Ebbol
mar sejthetd, hogy a fenti egyenlet egy feliil ateresztd szlird kozelitését fogja
definidlni. Szamoljuk ki a frekvencia valasz fliggvényt:

y[n]=

H(Q) = %[1 —e—J‘Q]: je 2 sin(%j
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| H(S2) |

14—

193. abra A két pontos mozg6 kiilonbség atlaggal dolgozé
feliil atereszt6 sziliré amplitudo6 spektruma

Itt mar jol lathato a feliilateresztd szlird jelleg.

A fent nézett mozgd atlagolasi eljardsnak azonban nincsen paramétere amit
valtoztathatnank igy nem tudjuk pontosan bedllitani a szdmunkra megfeleld
vagasi frekvenciat. Igy altalanositasara toreksziink a mozgé atlag képletnek. A
legszéleskortibb lehetdségeket figyelembe véve, N+M+1 pontos mozgd
atlagolast definidlunk az alabbi képlettel:

1 M
y[n]= mk;NX[H —k]

Ha N =0 vagy negativ akkor a mozgo atlagolasi eljarasunk kauzalis, elenkezd
esetben sajnos nem ¢és megvaldsitdsa mar komoly gondot okoz. Azonban jo hir
az, hogy ennek az egyenletnek megfeleld impulzus valsz fiiggvény mar jo
kozelitése a négyszog jelnek. Ha az egész szlirére vonatkozé frekvencia valaszt

kiszdmoljuk:
HQ)=— i e i
N+M+1,74
Sin[ QM+ N+ 1}
H(Q) = e 200 2
N+M+1 sin(QQ/2)

Az frekvencia atviteli fliggvényt dbrdzolva az M+N+1=33 ¢és
M + N +1 = 65 esetben a kovetkez6t kaptuk:

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas 206

0 dB

—80

20 log,o | H(Q) |

-120}

e =
3

0dB

|
5
o

T

-80 |-

20 log,q | H(Q) |

—120

NR
3

(b)

194. abra A (a) M =N =16; (b) M = N = 32 pontos mozgé atlagot hasznalé

alul atereszto sziir6k amplituadé spektruma
A mozgd atlagolasi eljarast azonban nem csak elektronikai célokra hasznaljak
fel. A sok mas teriilet koziil talan az egyik legfontosabb a kdzgazdasigtan.
Diszkrét sziiroket haszndlnak példaul a trendek hosszi tavu valtozdsainak
vizsgalatara, ahol a rovid tavu fluktuacidkat sziirik ki egy alul atereszt6 sziirdvel.
Az aldbbi példa a Dow Jones t6zsde indexének heti valtozasat mutatja 7 éves
id6tartamra nézve.
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195. abra To6zsde index ingadozas
A kovetkez6 abra mar az 51 napra kiterjedd (M + N +1=25) mozg6 atlag altal
simitott valtozast mutatja.
400

350
/

300

ol

200

[ ol

150 \. P

100 - \ . /
> N

0

A \ A A A A y A A 'y A

Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan
1927 1928 1929 1930 1931 1932 1933 1934 1935 1936 1937

196. abra To6zsdei index 51 napos mozgé atlagolas utan

Vagy ugyanez 201 napra (M + N +1=100) nézve:
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197. abra Toézsdei index 201 napos mozg6 atlagolas utan

Mind a két atlagolt abra hasznos lehet egy gazdasagi szakember hasznara, mivel
az 51-napos atlagolasbol a ciklikus trend valtozasokat, mig a 201 napra vett
atlagbol a hosszl tava trend valtozasokat tudja leolvasni.

Azonban a mozgd atlagolasi eljarasunkat tovabb altalanosithatjuk, ha sulyozott
atlagat vessziik a pontoknak. Igy definidlhatunk egy N+ M +1 pontos mozgd
atlagot az alabbi nem rekurziv differencia egyenlet segitsé¢gével:

1 M
nj=———— ) b x[n—-k
y[n] NiM11& X[n—k]

Ahol mar a b, egyiitthatok megvalasztasaval az elérendd sziirési karakterisztika
megvaldsithato.

Sokféle eljaras létezik arra, hogy bizonyos karakterisztika eléréséhez hogyan
valasszuk meg az egyiitthatok értékét. Azonban ezek fOleg feladat specifikusak
igy targyalasuk helyett inkdbb egy példaban mutatjuk be hasznalhatdsagukat.

Az N =M =16 esetre nézve valasszuk meg az egyiitthatokat az alabbi médon:

2 . (2k
b, = gsmc(g} |k| <32
0, k| >32

Ekkor az impulzus valasz fiiggvény:

2 . 2n
h[n]= gsmc(g} |n| <32
0, In|>32
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198. abra A példaban szereplé nem rekurziv sziir6 impulzus valasza

Az egyiitthatok megfeleldé megvalasztasdnak koszonhetéen a fenti impulzus
fiiggvény nagyjabol megfelel a az idedlis Q. =2n/33vagasi frekvencidji alul
ateresztd impulzus fliggvényének.

Ha viszont megnézziik a frekvencia atviteli fliggvényt:

20 T T T : I T T

0dB

-20

20 log;p HIS2)

-40

_60 —

—80

L | | | | |
T 3 it T 0 m m 3 il

|

4 16 8 16 16 8 16 4

199. abra A példaban szereplé nem rekurziv sziiré frekvencia atviteli fiiggvénye

Akkor lathatjuk, hogy bar az elébbi esetekhez képest javult a helyzet azonban az
idealis eset még elég messze van. Altalanossagban véve elmondhaté hogy a
mozgo atlag szélesitésével a frekvencia vagas élesithetd, az egyiitthatokkal pedig
a savok szélessége és a vagas meredeksége is allithato. Tehat sok-pontos mozgd
atlag haszndlatdval, és az egylitthatok bdlcs megvalasztasaval az idedlis
karakterisztika megkozelithets. Igy N =M =125esetén és Parks-McClellan
algoritmussal megvalasztott egyiitthatokkal akar az alabbi, az idealishoz elég
kozel esd aluldteresztd sziirdt is kaphatunk:
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200. abra Nem rekurziv alul dtereszto sziiré, a leheto legélesebb vagashoz kiszamolt
251 optimalis egyiitthatéval
5.4.2. Rekurziv diszkrét idejii sziir6k ( Recursive Discrete-Time Filters )

A rekurziv szlirdk az el6zéekben megismert nem rekurziv eset mellett igen
fontosak a jelfeldolgozas szempontjabol. Ezek kozott a szirdk kozott is
ugyanugy kiilonboztetiink meg alul, felil illetve sav ateresztd tipusokat, sot a
differencia egyenletek altal ezen sziirdk is leirhatéak, és frekvencia valasz
fliggvénylik a differencia egyenletbdl megkaphato.

Egy egyszeri példan keresztiil mutatjuk be ezen szlir6 osztalyt.
Tekintsiik az alabbi rekurziv differencia egyenletet:

y[n]—ay[n —1]=x[n]
A frekvencia vélasz fliggvény ezen egyenlet alapjan:

1
H(Q)=———
©) 1—ae™
A fenti valasz fliggvény amplitudojat és fazisat abrazoltuk az a = 0.6

| H(S2) |
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L H(Q)

[SIE]

/—11 T Q

i
2

201. abra A rekurziv sziiré amplitudé spektruma a = 0.6 esetén

és az a=-0.6 esetre:

| H(R) |

F H{Q)

N2

[SIE

202. abra A rekurziv sziiré amplitido6 spektruma a =-0.6 esetén

Megfigyelhetd, hogy pozitiv ,,a” esetén a differencia egyenlet alulateresztd, mig
negativ ,,a” esetén feliilateresztd sziiroként viselkedik. Ahogy azt a folytonos
esetben vizsgaltuk, magasabb rendl differencia egyenletek segitségével €élesebb
szlirési karakterisztikdkat tudunk eléallitani és tobb lehetdséget nyeriink a az id6
¢s a frekvencia tartomany formaldsara. A nagy igény miatt sokféle eljaras és
ezaltal szlré osztily keletkezett az egyiitthatok megvalasztasanak
optimalizalasara a vizsgalt probléma fliggvényében. Az egyik ilyen szlird
osztalyt mutatjuk be a tovabbiakban.
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5.5. Butterworth féle frekvencia szelektiv sziirok osztalya ( The Class of Butterworth
Frequency-Selective Filters )

Az elézoek soran lathattuk, hogy folytonos esetben a differencidl, diszkrét
esetben a differencia egyenletek segitségével jol alkalmazhatdé szlirék
idedlis szlir6k egyre jobb kozelitését tudtuk elérni. Maganak a sz{ird tervezésnek
azonban igen széles ¢€s kiterjedt irodalma van, ami elég sok lehetdséget ad a
szir0k megvalodsitasara. Az egyik ilyen igen széles korben haszndlt eljaras a
Butterworth féle tervezési eljaras, amivel a Butterworth szlir6k osztalyaba tartozo
szir6ket hatdrozhatunk meg. A kovetkezOkben a frekvencia valasz
szempontjabol vizsgaljuk az eljaras eredményét, és ezen keresztiil emlitjiik meg
az ide kapcsolodo tényeket, eldnydket és hatranyokat.

A levezetéshez tekintsiink vissza az RC alulateresztd sziiré példajara, amit mar
vizsgaltunk az eldzéekben. Ahogy azt akkor megemlitettiik ezen elsérendii sziird
frekvencia valasz fliggvénye az alabbi volt:

H(w) = , 1=RC

jot+1

A Bode diagram altali reprezentacion a vagasi frekvencia utdn -20db/dekad
tranzienssel tért at a szlird a ateresztési savbol a vagasi tartomanyba. Azonban ha
o rendjét noveljiik a nevezdben akkor a tranziens egyre gyorsabban tart a vagasi
tartomanyhoz, azaz a tranziens szélessége egyre kisebb lesz, igy téve ¢lesebbé a
vagast. Azokat a szlir6ket ahol ezzel a modszerrel formaljak a frekvencia valasz
figgvényt Butterworth féle sziirbknek és ezen sziirok halmazat Butterworth féle
sziird osztalynak nevezziik. Buterworth féle szlirdnek neveziink minden olyan
szlirét ahol a B(w) frekvencia valasz fliggvényre az alabbi igaz:

1
1+ (o/o,

Ahol az N paraméter a sziird rendjét adja meg, €s egyben az 6t megvaldsito
differencia egyenlet rendjét is. Az o, paraméter pedig az a frekvencia értéket

Blo) =

amelyre igaz, hogy:

2

[B(e,)

=%B@=mf

azaz -3dB ezen frekvencian a karakterisztika.

Ezen Butterworth féle szlirék Bode diagramjat abrazoltuk az alabbi dbran N
kiilonboz6 eseteire nézve:
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204. abra Vagasi pontban nagyitott metszete az el6bbi Abranak

Jol lathato, hogy o, és az itt felvett -3dB-es érték fiiggetlen a sziird rendjétél, és
hogy minél magasabb a szlir6 rendje annal élesebb a vagas. Az elsérendi

oo "o

Butterworth sziirére megvalésitasara példa az el6zéekben mar vizsgalt RC kor.
Az alabbiakban a masod, illetve harmadrendii megvaldsitasokat vazoltuk fel.
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A
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205. abra Masodrendii Butterworth sziiro
4
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206. abra Harmadrendii Butterworth sziiro

Ezekre adott impulzus és egység ugras valasz fliggvények pedig az alabbi modon

alakultak:
h(t)
Masod rendii Impulzus valasz fliggvény
Harmad rendi
t
s(t)
Masod rend( .

Egységugras valasz fliggvény

Harmad rend

t

207. abra Impulzus és egységugras valasz fiiggvényei a Butterworth sziir6knek
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A Butterworth féle szlir6ket igen széles korben haszndljadk mivel konnyen
méretezhetdek az 4teresztési, tranziens ¢és vagasi sdv  megvalasztisa
szempontjabol. A masik hasznos tulajdonsaguk pedig, hogy a karakterisztikajuk
maximalisan monoton alaku fiiggvények az ateresztési €s a vagasi tartomanyon,
ezért a szlirés sima, roc0gés mentes.

Persze vannak mas alacsony rocogéssel rendelkezd sziirési karakterisztikaju
szirdk is. Ilyen sziirékre vonatkozolag az ateresztési, tranziens vagy a vagasi
savban a frekvencia valasz karakterisztika alacsony hulldmzassal bir annak
maximalis és minimalis eltérési hatara kozott. [lyen sziir6kre példak az alabbiak:

| H(cw) 12

(b)
| Hlw) |2

208. abra Csebisev és ekliptikus sziirok
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Az elsO karakterisztika alacsony hulldmzassal bir az ateresztési savban, mig a
vagasi savban monoton. A masodik karakterisztikdja hullamzassal bir a vagési
sdvban mig az ateresztési tartomanyban monoton. Az els6 és masodik esetnek
megfeleld szlirdk osztalyat Csebisev sziir6knek nevezziik. A harmadik eset
hulldmzéssal bir mind a vagéasi min az ateresztési tartomanyban, ezen szlir6k
osztalyat Ekliptius szlir6knek nevezziik.

Bar eddig csak az alul ateresztd szlir6ket vizsgaltuk hasonld eljarasok léteznek
feliilatereszto szirdk és savatereszto szirdk tervezésére is.

S6t a fent targyalt sziird osztalyoknak 1étezik a diszkrét megfeleldje is. A diszkrét
Butterworth szlir6k osztalyat az alabbi frekvencia valasz fiiggvény Osszefiiggés
definiélja:

1

+[tan6)/2)jnq

Blo) =

tan(Q2, /2)
| B(S2) |

209. abra Diszkrét idejii Butterworth sziir6k amplitudé spektruma

Ahol N ismét a sziird rendjét és egyben az 6t megvaldsitod differencia egyenlet
rendjét is jelenti. A monotonitas itt is megfigyelhetd mind az ateresztési mind a
vagasi tartomanyban.

Itt is az Q) -re igaz, hogy:

2

B(Q,)

1 2
—jHQ—W

A diszkrét esetben azonban még egy fontos tulajdonsag megemlitésre szorul. A
folytonos Butterworth esetben megfeleld rendre felirt differencial egyenlet
attranszformdlhat6 differencia egyenlett¢é amely pontosan N-ed rendii diszkrét
Butterworth sziirét valosit meg. Igy elég folytonos esetre vald eljardsokat
kidolgozni és azokbol szarmaztathat6 a diszkrét eset eljarasai.
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6. Modulacio
( Modulation )

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas 218

A hirkozlés és az informacid tovabbitds, de még sok mas mérndki terlileten a
modulacids technikdk igen fontos szerepet jatszanak. Lényegében modulacids
rendszernek neveziink egy olyan rendszert ahol egy jel valamely jellemz6jének
valtozadsat egy masik jellel szabalyozzuk. A Fourier transzformacioval
kapcsolatban mar érintettik az amplitidd6 modulacié fogalmat, mikor a jel
szinuszoidalis fiiggvénnyel vald szorzatanak transzformaltjat vizsgaltuk. Az
elkovetkezendd részben ezzel a technikaval és a hozzd kapcsolodd elméleti
ismeretekkel foglalkozunk majd.

Talan az egyik legfontosabb alkalmazési teriilete a modulacionak a
kommunikéci6. Barmely kommunikacids csatorndhoz alltalabban egy bizonyos
frekvencia tartomanyt rendelnek hozza, amelyen a legjobb a kommunikacid
lehetdsége. Ezt a tartomanyt a frekvencia sav szélessége szerint sdvszélességként
is nevezik. Egy kommunikaciés csatornan akkor tudok atvinni egy jelet ha annak
sdvszélessége legalabb akkora, hogy a jelben el6fordulé fontos komponensek
frekvencidi belesnek, tehat a jel transzformaltja belesik ebbe a tartomanyba.
Példaul ha egy emberi beszélgetést szeretnék kozvetiteni, ahol a fontos
informécio az emberi fiil szdmara hallhat6 10Hz-t6l 20kHz-es tartomanyba esik
akkor legaldbb ilyen szélességli csatornara van sziikségem. Azonban a radidadok
manapsag egymadssal parhuzamosan ilizemelnek mindenféle atfedés nélkiil, s
mégis jol tudjak tovabbitani a szamunkra fontos riportok vagy zenék hangzasat.
Ez igy lehetséges, hogy pont a modulacids technikanak kdszonhetden az atvinni
kivant jelet egy masik akar nagyfrekvencias jel valamely informacié hordozésra
képes jellemzdjének valtoztatasara hasznaljak fel, igy ha minden adé kiilonb6zd
frekvenciaji vivojelekkel rendelkezik akkor az adasok nem zavarjdk egymast.
Persze ez nem igazan felel meg a valdsagnak, ahogy azt a késébbiekben latni
fogjuk, de igy legalabb kaptunk egy képet a modulaciorol amelyet tovabb tudunk
majd épiteni.

Szamos fajtaja €s technikdja 1étezik a modulacionak amikrdl a késdbbiben szo
lesz, de most tekintsilk a legalapvetobb fajtdit a szinuszoidalis amplitado
moduléciot. Az amplitiddo modulacio 1ényege, hogy a vivd jel amplitudojat,
valtoztatom az atvinni kivant jel fliggvényében, igy ezen amplitadd
valtozasokbol a vevd oldalan az atvinni kivant jel ismételten kinyerhetd. Az
amplittdé modulacié ezen fajtijat azért hivjuk szinuszoidalis amplitddo
modulécidonak, mivel itt szinuszoidalis jelet hasznalunk vivo jelként.

6.1. Folytonos-idejii szinuszoidalis amplitudo moduldacio (AM) ( Continuous-Times
Sinusoidal Amplitude Modulation )

Sok olyan rendszer létezik a mai gyakorlatban amely szinuszoidalis AM-et
hasznal informécié tovabbitas céljabol. Ha tekintiink egy x(t) folytonos jelet,
amit at szeretnénk juttatni a csatornan modulacio segitségével, akkor ha a c(t)
vivo jelet egy folytonos komplex exponencidlisként vagy szinuszoidalis jelként
valasztjuk meg akkor szinuszoidalis AM-rdl beszéliink. Az AM modulacid soran
a vivo jel amplituddjat szorozzuk meg az atvinni kivant jelével. Ezt a miiveletet
folytonos id6ben egy egyszerli szorzas segitségével tehetjiik meg. Egy ilyen
rendszert konnyen elképzelhetiink:
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x(t) y(t)

clt)
210. abra Amplitid6é modulacios rendszer

A vivo jel alapjan két altalanos formajat kiilonboztetjilk meg a szinuszoidalis
amplitidé modulacidénak. Az egyik ilyen esetben a vivé jel egy az alabbi alakban
megadott komplex exponencialissal egyenld:

c(t) = gli(oct+0e)
A masik esetben pedig tisztan szinuszos jellegii a jel:
c(t) =cos(mw,t+0,)
Mindkét esetben o, -t vivd frekvencianak nevezziik.

Vizsgalodasunkat kezdjiikk azzal az esettel amikor a vivd jel olyan komplex
exponencialis amelyre 0, =0, azaz y(t) modulalt jelre vonatkozolag:

y(1) = x(H)e™"

Ekkor viszont a Fourier transzformalttal kapcsolatban megemlitett modulécios
tulajdonsag miatt:

Y(w) = iX(co) *C(m)
Ahol a ¢(t) komplex exponencialis jel Fourier transzformaltja nem mas mint:
C(w) =2nd(0—,)
Emiatt a konvolicié eredménye:
Y(0)=X(o-w,)

Ezért a modulalt kimeneti jel a bementi jel o, frekvenciaval valé eltoltja. Igy ha
a moduldlni kivant jel savhatarolt, és maximalis frekvencidja ®,, ( emiatt
savszélessége 2m,, ), akkor a kimeneti jel spektruma az alabbiakban alakul:

X(w)
1
—wpy Wy w
(a)
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Clw)
27
w, w

(b)

Y(w)

1

(we —wy) w, (w, twy) w
(c)

211. abra Az (b) vivé jel az (a) jellel torténé amplitidé moduliaciéjanak hatasa a
spektrumon

crer

eredeti jel kinyeréséhez csupan a komplex exponencidlis inverzével kell
megszoroznunk a modulalt fliggvényt:

x(t) = y(t)e !

A frekvencia spektrumban a demodulacidos miivelet ismét frekvencia tolassal jar,
mégpedig a jelet visszatolja az origdba, azaz a kiindulasi spektrumaba.

Mivel az e' komplex exponencialis fiiggvény Euler képlete szerint
felbonthato, ezért:

y(t) =x(t)cosm t + jx(t)sinow,_t

Ennek az egyenletnek a reprezentacidja ahol x(t) valos és c(t) komplex. igy y(t)
is komplex fiiggvény, az alabbi abran lathato:

cos (w,t+6,)

‘é—

s > Re }v(t)}
X(t) e—g
~( > gm jy(t)]
sin (w,t +0.)

212. abra Komplex exponencialis vivo jellel totréné amplitidé modulicié megvalésitiasa
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fgy ez a fajta modulacio két kiilon szorzo egységét és két vivé jelet kivan, ahol az
egyik jel a valds, masik az immaginarius részét hordozza a modulalt jelnek. A két
szinuszos vivd jel kozott rdadasul n/2 fazis differencia van. Bar vannak esetek,
Isd. a késdbbiek soran, ahol hasznos lehet a modulalt jel immaginarius €s valos
részét kiilon-kiilon kozvetiteni, az alkalmazasok nagy részében ez felesleges.
Sokkal egyszeriibb és gazdasagosabb egy teljesen szinuszos vivé jel hasznalata,
azaz vagy a valos vagy az immaginarius rész kozvetitése. Egy ilyen rendszere
példa az alabbi:

cos (w,t +6)

x(t) - G_L =

> y(t)

213. abra Szinuszos vivo jellel torténé amplitidé modulacié megvalodsitasa

A teljesen szinuszos jellel torténd modulacid hatdsat hasonloképpen
vizsgalhatjuk, mint ahogy azt az eldbb tettiik. Az egyszertiség kedvéért valasszuk
0, = 0-ra ismét. Ekkor a vivd jel spektruma a kovetkezd féle képen alakul:

C(w) = 18(0-o,)+ 8o -o,)]
Emiatt a modulacio utan a spektrum alakja:

Y(0) = %[X((o —,)+X(o+o,)]

Ha X(w)spektruma az aldbbiak szerint alakul, akkorY(w)a kovetkezd féle

képpen fog kinézni:
Xlw)
1
*CIJM CLJM w
(a)
Clw)
t | 1ﬂ
—w, W, w
(b)
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Y (w)

| I
(Cw, —wy) —w, (Fw, +wy) (w, ~wy) w

(c)

214. abra Az amplitidé modulicié hatasa a spektrumra c(t) = cos®.t vivé jel esetén

¢ lw, twy) w

Jol lathatd, hogy ebben az esetben az eredeti jel spektruma +w, és — o koriil

helyezkedik el, fele akkora amplitidoval, ellentétben a komplex exponencidlis
esettel ahol csupadn ®,-be tolodott el és teljes amplitudojat megdrizte a
frekvencia spektrumban. Ebbdl egy masik kiilonbség is szarmazik, nevezetesen
az x(t) jel teljes spektruma megdrzddott komplex exponencialis esetben a
modulalt y(t) jel spektruméban ahonnan x(t) barmilyen esetben ujra kinyerhetd
volt a spektrum visszatoldsaval a kiinduldsi pozicidoba, azonban a tisztdn
szinuszos vive jel esetén, ha o, <o, akkor X(w) dublikiciéi egymasba
lapolodnak a frekvencia spektrumban, olyan jelet eredményezve, amelybdl az
eredeti mar nem nyerhetd vissza. Ilyen esetre példa az aldbbi rosszul
megvalasztott modulacios frekvenciaval kapott y(t) spektruma:

X(w)

(Cwy —we)  Tw Wy (wy +w) w
(b)

215. abra Szinuszoidalis amplitidé modulacié atlapolédo6 spektrummal

megkaphatjuk. Tekintsiik az alabbi esetet:
y(t) = x(t)coswm,t

Azonban most nem a modulal6 jel inverzével kell szorozni a demoduldcidhoz,
hanem ismét modulélni kell a jelet ugyanazon vivd jellel, majd egy alul ateresztd
szurdvel levagni a triplazodott spektrumot. Igy ha:

w(t) =y(t)cosm,t
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Akkor a spektrumok az alabbi médon alakulnak:

Y(w)
1 1
/\ /\
| I |
—w, (w, —wy) w, (w, +wy) w
(a)
Clw)
r ‘ |
—w, W, w
(b)
1 1
H 3
./.\l r/u\l
—2w, —wpy W (2w, —wy) 2w, w

(c)
216. abra Az a szinuszoidalis amplitidé modulalt jel demodulacidja

Ebbdl viszont jol latszik, hogy w(t)-b6l egy idedlis alul ateresztd sziird
segitségével visszakaphat6 az eredeti x(t) jel, bar fele akkora amplitidoval. Az
alul ateresztd szlir® vagasi frekvencidjanak legalabb w,,-nek kell lennie, hogy

minden fontos komponenst megdrizziink a jelbdl, és maximum 2o, —,,, hogy
a kiszlirendo triplazodott spektrum eltiinjon.

Az alul ateresztd sziird sziikségessége algebrai uton is beldthatd. Az
egyenletekbdl egyértelmiien kovetkezik, hogy:

y(t) = x(t)cos” w,t

Ekkor viszont az alabbi trigonometrikus azonossag igaz:
2 1 1
cos" o t=—+—cosm,t
2 2
igy:
1 1
w(t) = Ex(t) +§X(t) cosm, t

Tehat w(t) két rész 6sszegébdl all eld, ahol az egyik az eredeti jel fele akkora
amplitudoval, a masik pedig az eredeti jel modulaltja o, frekvencian. Ekkor csak

egy olyan alul ateresztd szlird segitségével kaphatjuk meg az eredeti jelet amely
az x(t) jelet nem moddositja, de a modulalt jelet mar kivagja a vizsgalt jelbdl.
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A komplex exponencialissal modulalé és demodulald teljes rendszert az alabbi
abran abrazoltuk:

< fx\ > y(t)

x(t)

pifwet +0¢)

(a)

- Q - w(t)

:

y(t)

e‘“i(wct +6;)

(b)

217. abra Komplex exponencialis vivé jellel torténd
amplitido (a) modulacié; (b) demodulicio

Mig a szinuszos jellel dolgozot a kdvetkezo féle képen adhatjuk meg:

:f)(\

x(t) - y(t)
cos (w t+6,)
(a)
H{w)
wi(t) 2
y(t) ¥ KX\ . e % (1)
—wW woow
Alul ateresztd sz(ird
cos (w .t +0.)
(b)

218. abra abra Szinuszoidalis vivé jellel torténo
amplitido (a) modulacié; (b) demodulacio
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Ezeken az abrakon egy sokkal altalanosabb esetet tilintettiink fel, amikor is
0, #0. Ez esetben i1s helyes eredményt kapunk, bar a levezetés egy kissé

bonyolultabb.

Az eldbbi esetekben a demodulald jel tokéletes szinkronban volt fazisaban a
modulalo jellel. Most vegyiik azt az esetet ahol ez nem teljesiil.

A komplex exponencidlissal valé modulacio estén ha 0, jeloli a moduldlé jel
fazisat és ¢ a demodulalo jelét, akkor:
y(1) = x(t)e" >
w(t) = y(t)e—j(wct+¢c) — X(t)ej(ec—¢c)
Ha feltessziik, hogy 0, # ¢ akkor w(t) komplex amplitudoju jel lesz. Ha viszont
x(t) pozitiv jel akkor, mégis kinyerhetd a komplex w(t) jelbdl, hiszen:
x(t) =[w(t)|

Ha most hasonld kikotések melett a szinuszos jellel torténd modulaciot
vizsgaljuk akkor az alabbi médon abrazolhatjuk a rendszert:

x(t) ~(x) > y(t)
cos (w t+0.)
(a)
Hlw)
w(t) 2
y(t) > X > > cos (0, — ¢.)x(t)
-w woow
cos (w, t + ¢.)
(b)

219. abra Nem szinkronizalt szinuszoidalis vivé jellekkel torténd
amplitido (a) modulacié; (b) demodulacio

Ahol az alul atereszt6 sziiré bemenete:

w(t) =x(t)cos(w.t+0_)cos(m.t+¢,)
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Az alabbi trigonometrikus azonossagot felhasznalva:
cos(w,t+0_)cos(o .t +¢.) = %cos(eC -,)+ %cos(cht +0,+¢.)
kapjuk, hogy:
w(t) = %x(t) cos(0, —¢,) + %x(t) cos(2o,t+0, +¢,.)

¢és az alul atereszto szurd kimenete:
y(t) = x(t)cos(0, — ¢,)

Ha a fazis mégis egyenld lenne a moduldlo és a demodulald jelben akkor a cos
fliggvény érteke 1, ami az eredeti x(t) jelet eredményezi. Ha viszont a két
oszcillacionak /2 fazis kiilonbsége van, akkor a cos fiiggvény 0 értéke miatt a
jel eltiinik, azaz a kimenet zérus lesz. Tehat ha a két jel egymassal fazisban van
akkor a legeffektivebb a demodulacid, ellenkezd esetben a demoduldlt jel
amplitudo csokkenést szenved el. Azonban igen fontos, hogy a modulald jel és a
demodulald jel fazis kiilonbsége idében ne véltozzon. Ez nagyon pontos
szinkronizaciot igényel és ezért igen nehezen megvalosithato, foleg olyan
rendszerek esetén amik foldrajzilag elkiiloniilnek egymastol.

6.1.1. Aszinkron demodulaci6 ( Asynchronous Demodulation )

A demoduléci6 azon fajtajat ahol a demodulald vivo jel fazisa teljes szinkronban
van a modulalé vive jel fazisaval, szaknyelven szinkron demoduldciénak
nevezziik. Azonban sok szinuszoidalis amplitidé modulaciét hasznald gyakorlati
alkalmazasban egy masik, alternativ demodulédcids eljarast alkalmaznak, amit
aszinkron demoduldciénak hivunk. Fdleg azért hasznaljdk inkabb ezt a
gyakorlatban, mivel ezen eljards nem igényli a modulalas és a demodulalas
szinkronizaciojat.

Tegyiik fel, hogy a modulalni kivant x(t) jel pozitiv értékkészleti, és a vivo jel
frekvencidja, o, , sokkal nagyobb mint az x(t) jel legmagasabb frekvencidja: o,,.
Ekkor a modulalt y(t) jel altalanos alakja hasonld lesz az itt abrazolthoz:

y(t)

n\ \ ) B f—n-ﬁ‘w/itirkolégérbe
[N

—

B Nvne
vl\vl\ '\Uf
u/u”U/ N \u\uxu\u_u Mf“/u/ug

Burkold gérbe

220. abra Amplitid6 modulalt jel ahol a modulalt jel pozitiv
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Jol lathato, hogy az y(t) csucsait 6sszekotd burkologorbe egy torés nélkiili, sima
gbrbe vonal, ami 1ényegében az x(t) jel kozelitése. Ezért x(t) konnyen kinyerhetd
a jelbdl, ha csupan a csticsok amplitudo valtozasat koveti a demodulélo rendszer.
Egy ilyen elven miikodd rendszert ,.envelope detector’-nak neveziink, és a
legegyszertibben az alabbi modon valosithatdé meg:

o o

]R w(t)

=
=
I
I
O
1

_C O_

221. abra Envelope detector

Lényegében csak a hullamtér felét hasznaljuk fel a detektalashoz. Ezt a fél jelet
( r(t) ) az RC éramkor tehetetlensége finomitja az R ellendlladson megjelend
( w(t) ) jel formara amit aztan az aramkor moégé kapcsolt alul ateresztd szlird
segitségével a vivo jel valtozasait simitjuk el a detektalt jelen, igy kapva vissza
az eredeti x(t) jelet.

r(t)

wi(t)

222. abra Demodulalas "envelope detectorral" és sziird segitségével,
r(t) a fél hullaimtér, w(t) a detektor kimenete, x(t) pedig a sziirés utan visszakapott eredeti jel

Két Iényeges kikotésre van szilikségilink a sikeres aszinkron demodulacidhoz. Az
egyik az, hogy x(t) mindig pozitiv értéket felvevd jel legyen, a masik pedig, hogy
sokkal lassabban véltozzon mint a vivd jel, tehat frekvencia komponensei
legyenek sokkal kisebbek mint a vivo jelé. Példaul audio jelek tovabbitasanal a
10Hz-20kHz savot egy 500 ¢és 2000kHz kozotti vive frekvenciaja jelre
modulaljak ra. Azonban ezen kritériumok nem minden jelre teljesiilnek, igy
felvetddik a kérdés, hogy vihetiink at tetszéleges jelet ezen modulécios eljaras
segitségével. A valasz egyszert, tetszéleges x(t) jel esetén a jelhez meghatarozott
pozitiv konstans jelet hozzaadva azt pozitiv értékkészletiivé tehetjiik, vagy magat
az x(t) jelet moduléljuk az aldbbi abranak megfelelden:
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x(t) > @ > /—F\ > y(t) = (A + x(t)) cos w,t
A

Yy >

cOs w,t

223. abra Aszinkron modulalé rendszer
Ha most ezt a jelet egy envelope detector segitségével demodulaljuk akkor
x(t) + Ajelet kapunk amibdl mar egyszeriien megkaphato x(t). Azonban ahhoz,
hogy a detektalas helyes legyen meg kell kdvetelniink, hogy A elég nagy legyen
ahhoz, hogy barmely t-re x(t)+ A pozitiv legyen. Legyen K az x(t) jel
x(t) <K. Ahhoz, hogy x(t)+A pozitiv
legyen tehat teljesiilnie kell annak, hogy A >K. Az K/A ardnyt gyakran ,,m
modulaciés index” -nek nevezik. Ugyanezt szazalékban, pedig ,.m%-os

crer

maximalis amplitidé nagysaga, azaz,

100%-0s moduléacigjat abrazoltuk az alabbi példaban:

\ el
hwnﬂﬂn
[V}

“ﬂmmﬂ]
\uuuwvyyyyl

4 N -
N /A//n n n N\]\\ /
%?y v’fg‘ ‘Q’\\t

N e
N /

(b)
224. abra Amplitiad6 modulacié (a) m =0.5; (b) m =1
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Az alabbi abran egy x(t) jel szinkron és a aszinkron modulécidja
spektrumbéli kiilonbséget abrazoltuk:

soran kapott

X{w)
1
_(JJM (‘JM w
(a)
1
2
| |
—w, W, w
(b)
TA TA
1 A
2
—w, w w

(c)

225. abra Az x(t) jel (a) szinkron; (b) aszinkron moduliciéja soran létrejovo

spektrumvaltozasok

Ahol a b esetben szinkron moduldciot hajtottunk végre cosmt-vel és

x(t)cosm, t spektrumat, mig a masik esetben aszinkron modulacié utani

(A +x(t))cosm,t jel spektrumat abrazoltuk. Jol 1athatoan a két spektrum kozotti

eltérés csupan az aszinkron eset Acoso,thozzdadott tagjabol szarmazo a + o,

és — o, frekvencidkon fellépdé impulzus. Ha most egy fix maximalis amplitiddval

rendelkez6 jel modulédcids aranyat noveljiik, azaz A értékét csokkentjiik, mig K
fix marad, akkor a vivé jel relativ aranya is cs6kken a modulalt jelben. Mivel
maga a vivo jel nem hordoz informdciot, igy jelenléte nem effektiv, mert a jel
tovabbitasahoz felhasznalt energia egy rész&ét mindenféle haszon nélkiil
felemészti. Igy a gazdasigossdg megkivanja, hogy m értékét a lehetd
legnagyobbra valasszuk. Azonban masik oldalarol szemlélve a problémat, az
»envelope detector” szamdara annal konnyebb kovetni az amplitadd valtozast,
azaz annal kevésbé érzékeny detektort kell épiteniink, hogy az x(t) jelet minél
pontosabban eldallitsuk, ha minél kisebb m értéke. Ezért e két szempont alapjan
az optimalis ,,m” érték megvalasztasat mindig a gazdasagi szempont és a jel

mindségével szemben felllitott kovetelmény hatdrozza meg.

Tehat az aszinkron és szinkron demodulacidknak meg vannak a maguk elényei
¢s hatranyai is. A szinkron esetnél igen jol Osszehangolhatd berendezések

sziikségesek a modulator ¢és a demodulator

frekvencia

és fazis

Osszehangolasahoz, és ennek fenntartdsdhoz, mig az aszinkron esetben a jel
tovabbitasa sokkal tobb energiat emészt fel, hisz a jelnek pozitivnak kell lennie,
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x(t)

hogy a detektor demodulélni tudja. Az utdobbi megoldas sokkal kozkedveltebb a
hétkoznapi radi6é adas sugarzasban, hisz mivel ez a tomeg kommunikacié része,
igy elengedhetetlen, hogy mint az adok, de legfoképpen a vevd berendezések, és
benniik a demodulatorok 4ara alacsony legyen. A szinkron kommunikaciot pedig
olyan esetekben hasznaljak ahol pont a jel elkiildéséhez sziikséges energia
szlikos, példaul mithold rendszereknél, ahol a tobbletkdltsége az adonak eltorpiil
egy esetleges 6nallo energia forras beszerelése mellett.

6.2. A szinuszoidalis AM néhdny alkalmazdsa ( Some Applications of Sinusoidal AM )

6.2.1. Frekvencia szelektiv sziirés valtozo kozépfrekvenciaval

( Frequency Selective Filtering with Variable Center Frequency )

Egy masik nagyon fontos alkalmazasi teriilete a moduldcionk a valtoztathato
kozépfrekvenciaji sav ateresztd szlirdk megvalositdsa. Ha egy sav ateresztd
szlrdt szeretnénk tervezni akkor kapacitasokat, induktivitasokat, és ellenallasokat
kell megfeleld6 médon kapcsolnunk, hogy 1étrejdjjon a kivant sav sziirés. Ezen
elemek kapcsolata hatdrozza meg a sav nagysagat és a sav kozépfrekvencidjanak
értékét is. Ha valtoztathatd kozépfrekvenciaju sziirdt akarunk épiteni akkor ezen
elemeknek nem csupan az értékét hanem kapcsolasukat is valtoztathatova kell
tenni ami rendkiviil bonyolult felépitést eredményez. Egy masik és joval
egyszeriibb megvaldsitisa ennek a problémanak egyetlen savatersztd sziird
alkalmazasa, 1gy, hogy a sziirni kivant jelelt szinuszoidalis amplitadé
modulacidval a megfeleld tartoméanyba toljuk a spektrumot majd elvégezve a
szlirést a jelet demodulaljuk.

Egy ilyen rendszert mutat be az alabbi abra:
elwet e Jwct
Idedlis alul atereszté sz(ird

H(w)

y(th L w(t)

Y

Y

Cx
(>

—wo wo w

226. abra Savatereszto sziiré megvaldsitasa amplitiidé modulicio segitségével

Ha most egy x(t) jelet tekintiink aminek a spektruma az aldbbi abran lathato,
akkor a szlrési eljaras kozbeni jelek: y(t), w(t), f(t) spektrumai a kovetkezo féle
képen alakulnak:

X{w)
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Idedlis alul atereszté szlird
frekvencia valasza

Flw)

bome @
(—we — wq) (—w, + wp)
227. abra Az el6z6 rendszerben szereplé jelek spektrumai

o

Tehat az egész rendszer 1ényegében egy idedlis savateresztd sziirével egyezik
meg aminek kozép frekvencidja o, , sdvszélessége pedig 20, .

H(w)

|

T, w

-2 wop >
228. abra A rendszernek megfelelé savatereszt6 sziiro

Ahogy pedig az oszcillator frekvencidja valtozik, ugy valtozik a szlird kozép
frekvencigja is.

A fenti rendszerben mig x(t) valds jel volt, y(t), w(t), és f(t) mar komplex
értékliekké valtak. Ha viszont csak a valos részét vessziik az f(t) jelnek akkor a
fentiekkel szemben f(t) spektruma a kovetkez6 féle képen alakul:
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N>

RN
e ]

229. abra A rendszerben szereplé f(t) fiiggvény valods részének spektruma

o

Ami miatt ezen esetben a rendszer az alabbi savsziirét valdsitja meg:

H(w)

1

1 I

—w, W, w

H—Qwo—b—- +2w0+

230. abra A valés esetnek megfelel6 savatereszto sziiré

Bizonyos koriilmények kozott lehetséges a modulalo komplex exponencialist
tisztan szinuszos jellel kivaltani, és igy megvaldsitani a savsziirést. Erre példa az
alabbi elrendezés:

cos w t
Hy (w) [ X
X (1) ey y(t)
> fx\ > H, (w) - /)-(\

sin w_ t

H1 (w)

) Wo w

231. abra Komplex exponencialissal torténé modulicié megvaldsitasa
tisztan szinuszos formaban
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6.2.2. Frekvencia osztasos multiplexalas ( Frequency-Division Multiplexing )

Az egyik legelterjedtebb felhasznaldsa a szinuszoidadlis AM-nek az informacio
tovabbitod rendszerek. A modulacio két okbol is sziikséges ezen a teriileten. A
kiilonb6z6 szolgaltatok 4ltali adasok egy-egy jol meghatirozott frekvencia
savban folynak, amelyek legtobbszor nem esnek bele az éppen tovabbitandé jel
sdvjaba. P¢éldaul a nagy telefon rendszerekben a tdvolsagi hivdsokat sokszor
mikrohulldimi vagy mihold kapcsolat segitségével tovabbitjadk. Azonban a
telefon vonalon 4atvitt jel a 200Hz-4kHz frekvencia savban van, mig a
mikrohulldmu 0Osszekottetéshez hasznalatos jelek a 300Mhz-t6l egészen a
300Ghz-ig terjednek ki. Ha pedig miiholdas Osszekottetést szeretnénk akkor
annak frekvencia tartomanya 1.5Ghz-20Ghz-ig terjed. Ezért, hogy ezeket a
csatornakat felhasznaljuk a telefonos vonal rendszeriinkben hang tovabbitasara
valamilyen modon 4t kell alakitanunk a jeliinket, hogy azokat az ezekbe a
frekvencia tartomanyokban 1évd vivé jel segitségével at tudjuk juttatni a
csatornan. Erre megoldast kinal megoldast az elézéekben targyalt szinuszoidalis
amplitddé modulacio.

Egy masik fontos oka a modulacionak, hogy rendkiviil sok rendszer szeretne
egymassal parhuzamosan kommunikalni, amire lehetdséget is ad ezeknek a
csatorndknak az egy kommunikécios jelnél lényegesen nagyobb savszélessége.
gy ha ezeket a jelek mindegyikét el tudjuk ugy tolni kiilonbozé frekvenciaju
vivo jelekkel, hogy spektrumok egymadsba ne lapolddjon at, akkor lényegében
tobb kommunikéciot tudunk lefolytatni egy csatornan, mivel a demodulalo
oldalon elhelyezkedd alul atereszté szlird majd ugyis csak a megfeleld savbol
érkezd jelet fogja atengedni, €s a tobbi parhuzamos kommunikécié nem fogja
zavarni az egyedit. Ezt az eljarast frekvencia-osztasos multiplexalasnak (FDM)
( frequency-divison multiplexing ) nevezziik. Egy ilyen frekvencia osztasos
multiplexalasra példa az aladbbi elrendezés ahol kiilonbozd vivd frekvencigju
szinuszoidalis jeleket hasznalunk fel a modulécidra.

cos Ldat

[l\ y, (t)
Xa[t} > \f/

oS wyt

¥y ()

—

Xy (t) 1 > wit)

cos w,t

y(t)

x.(t)

..é}_

232. abra Frekvencia osztasos multiplexalas szinuszoidalis AM-el
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Az egyes jelekrdl persze fel kell tételezniink hogy savhataroltak és
sdvszélességlik kisebb mint a multiplexalashoz rendelkezésre 4llo savszelet. A
modulécié utan a multiplexalni kivant modulalt jeleket egyszertien 0sszegezziik
¢s egy jelként tovabbitjuk a kommunikécids csatornan. Egy ilyen multiplexalasra
példa az alabbi abrasor, ahol harom savhatarolt jelet moduldlunk kiilonb6z6 vivo
frekvencidkra, majd Osszegzés utan a w(t) jel spektrumdban, mivel jol voltak
megvalasztva a vive frekvencidk, atlapolodas nélkiil megjelenik mindharom jel
modulalt spektruma.

Xa(w) Xb(Q\)) Xc((.\))
Twm @Wm @ —wy Wy @ —oy Wy
Y, (w)
l |
*wa wa
Yy (w)
B ]
TwWy Wp
Y (w)
| |
—We We
W(w)
| | | | |
—w, —w, —w, w, Wy, W,

233. abra Frekvencia multiplexalas hatas a spektrumon
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w(t)

Az egyes jelek tehat a szamukra fenntartott frekvencia savba keriiltek a csatorna
jelében. Hogy ezen jeleket a vevo oldalon vissza tudjuk kapni, két alapvetd 1épést
kell megtenniink. Az egyes jelekre tekintve a demodulécid elsé fazisaban a
csatorna jelet a kivalasztott vivd frekvencidnak megfeleld savateresztd szlir6n
kell atvinniink, hogy a csatornabdl a jel modulélt spektrumat megkapjuk. Ezt
nevezziik a demiltplexalasi fazisnak. Masodik 1épésként pedig a demodulalt jelet
kell eldallitanunk a korabbrél mar ismert eljarassal. Ezt a két 1épcsds folyamatot
szemlélteti az alabbi dbra:

P«ﬁ- Demultiplexalas ':]lf. — ———— Demodulalas —--————--—»-i
Savéateresztd Alul ateresztd
sz(ird G sz(iré
H, () Hy (w)
Y, (t) 2
.= it — %
[_| 1 I—-l \:E/ alt)
1 |
—w, w, w Twm @ =

234. abra Frekvencia osztasos jel demultiplexaliasa és demodulacidja

Mivel a kommunikacidra nagy igény van azonban annak eredményességéhez két
modulalt jel nem lapoldédhat egymaésra, ezért valamilyen modon biztositani kell a
frekvencidk kiosztasat az egyes szolgaltatok kozott. Ezt a radié frekvenciara
vonatkozolag Eurdpaban az ITU-R ( International Telecommunicating Union ),
az Egyesiilt Allamokban pedig a FCC ( Federel Communications Commision )
szabalyozza az RF 10kHz-275Ghz savban

Az AM kommunikécio altalaban 1Ghz kornyékén valdsul meg, ahol minden
radio allomasnak sajat vivo frekvenciaja van.

6.3. Egy oldalsavos AM ( Single-Sideband AM )

A kovetkezdkben a szinuszoidalis amplitidé modulacié egyik alternativ formajat
fogjuk targyalni, ami bar bonyolultabb modulalé és demodulaldé berendezét
kovetel, de a rendelkezésre all6 savszélesség sokkal gazdasdgosabb
kihasznaltsagahoz vezet. A szinuszoidalis AM-nél az eredeti jel teljes
savszélessége 2m,, volt, ami a pozitiv és negativ frekvencidkat is magaba foglalta
egészen a maximalis o,, frekvenciaig. A komplex exponencialist felhasznalva e
spektrumot teljes egészében el tudtuk tolni ®_-be. és a savszélessége jeliinknek
tovabbra is 2m,, maradt, habar a jeliink most mar komplex értékii volt. Teljesen
szinuszos vivo jellel a spektrumot +®, és —m,-be is eltoltuk, és bar a jeliink
tovabbra is valos maradt, a sziikséges savszélesség azonban megduplazodott. Ez
viszont az jelenti, hogy a jel belsd redundancidval rendelkezik. Az tigynevezett
egy oldalsavos modulacios technikaval ezt a redundanciat megsziintethetjiik és a
savszélesség ismét csak 2m,, lessz.

Tekintslink egy x(t) jelet amelynek spektruma az alabbi:
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X(w)

—wy W w
235. abra Egy aott x(t) jel spektruma

Kiilonbozd iranyu satirozéssal jeloltik a pozitiv és a negativ frekvencidkhoz
tatozo részet a spektrumnak.

Ha most modulalva a jelet a +®, és —m, -ra toljuk a jelet akkor az alabbi
spektrumot kapjuk:
Y(w)

1

¢ R g w
Felsd Alsé Also Felsd

oldalsav oldalsav oldalsav oldalsav

236. abra A modulalt jel spektruma

Itt bejeloltiik mindkét spektrum rész felsd, illetve alsé oldalsavjat. Ha most ezt
Osszehasonlitjuk az el6z6 dbraval akkor jol lathatoan az x(t) jel eredeti spektruma
eldallithatd csupan a modulalt jel fels6 oldalsavjaibdl, vagy az alsé oldalsavok
segitségével, a tobbi informacid pedig nem sziikséges a demodulaciohoz.

fgy elég szamunkra a felsé vagy az alsé oldalsivokat megdrizniink a
kommunikécids csatornara adott jelben.

Y, (w)
1
2
W, W w
(a)
Y (w)
1
2
— W, (b) W, w

237. abra A modulalt jel (a) felsé; (b) als6 oldalsavjai

crer

(SSB) ( single sideband modulation ) nevezziik, ellentétben az elébbiekben mar
kitargyalt két-oldalsdvos modulacidéval (DSB) ( double sideband modulation ).
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Sokféle eljaras létezik amivel egy ilyen egy oldalsivos modulécio
megvalosithatd. Az egyik talan legkézenfekvobb megoldas egy éles sav, vagy
feliil ateresztd sziird alkalmazasa kozvetlentil a szinuszoidalis modulacio6 utan.

y(t) > H{w) > v, (t)
Y(w)
:
/\ 2
— W, Wy w
H(w)
1
—w, W, w
Y, (w)
1
2
—w, w, -

238. abra A fels6 oldalsavos modulicié megvaldésulasa
Egy masik megoldas a fazis valtas tulajdonsagat hasznalja ki.

Az alabbi abran lathat6 rendszer egy ilyet valdsit meg:
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cos w,t
Yq (t)
= —j w>0] %t */)-(\
™1 Hlew) = 4+ w<0 va (1)
sin w,t
| H{ew) | L Hlw)
1 L
2
w w
U
2

239. abra Alsé oldalsiavos amplitidé modulaciot megvalosité rendszer

A H(w) -vel jeldlt rendszer egy 90°-os fazis valtast végrehajtod halozati elem,
amelynek frekvencia atviteli fliggvénye:

{—j, ®>0
H(w) =

j <0

Az x(t), y,(t)=x(t)cosm.t, y,(t) =x,(t)sinm.t, és y(t)spektrumat az alabbi
abran tiintettiik fel:

Xl(w)

1
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Y, ()
1
/\ 2
| |
— W, w, w
Y, (w)

/

Y(w)

~

—w, W, w

240. abra Az el6z6 rendszerben szereplé jelek spektrumai

Ha mégis felsé oldalsavos moduléciot szeretnénk akkor az egész rendszerben
csupan H(w)-t kell megvaltoztatni mégpedig gy, hogy frekvencia atviteli
fliggvénye az alabbi legyen:

j ©>0
H(w)=4 .
-j, ©<0

A demodulélds teljesen hasonldéan torténik mind az AM-DSB esetben, az

egyetlen kiilonbség, hogy a modulator sokkal komplikaltabb felépitésii és a
kommunikécio6 1ényegesen effektivebb.

6.4. Impulzus AM és ido osztasos multiplexalas
( Pulse AM and Time-Division Multiplexing )

Az eldézbéek soran az amplituidd modulaciot szinuszoidalis jelekkel végeztiik,
habar mas jelek is hasznéalhatéak effektiv modulacio elérésére. Egy masik ilyen
jel az impulzus vonat. Ezt a modulaci6 tipust impulzus amplitidé modulécionak
(PAM) ( Pulse Amplitude Modulation ) nevezziik. Tekintsiink egy példat erre.
Az alabbi abran lathato x(t) jelet a p(t) impulzusvonat segitségével modulaltuk,
Osszeszorozva x(t) és p(t) kaptuk az y(t) jelet.
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240

plt)

x(t) 3 C)L/ > y(t)

x(t)
0 t
A
p(t) I
0 t
y(t)

()

241. abra Impulzus amplitidé modulicié

Az egyik legfontosabb tulajdonsaga ennek a modulacionak, hogy egy csatornan
tobb jelet vihetiink at egyszerre, mivel a modulalt jel csupan akkor nem nulla,
hogyha éppen nem nulla a vivé jel. Emiatt azon idokézokben ahol a jel nulla
masik jelet vihetlink &t olyan modulacio segitségével ahol az el6z6 vivo jel nulla
értekénél a masik jel vivd jele nem nulla, mig nem nulla értéknél pedig null
értékii. fgy két ilyen modon modulalt jelet 6sszeadva egy csatornan két jelet
tudunk egyszerre atvinni. Ezt akar tobb jellel megtehetjiik, ha mindig a vivd jelek
koziil, barmely idOpillanatban, csak egy aktiv. Egy ilyen rendszerre példa a

kovetkezo elrendezés:
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x4 (1)

X, (t) \

X4 (t) | \ T > y(t)

x4 () T

t
X, (t) J\ y; (t)
\J

I_I ﬂ |_| ﬂ " »

Xa (t)

(b)
242. abra 1dé osztasos multiplexalas

Ezen elgondolés alapjdan minden jelhez egy A iddintervallumot jeloliink ki
amiben az atvitele torténik, ezen atviteli intervallumok pedig T idékdzként
ismétlddnek, azaz T 1d6kdzonként ismét atvitel torténik a vizsgalt jelre nézve.
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Ezek az iddintervallumok csupan egyetlen jelhez tartoznak ezért nincs
atlapolddas a jelek kozott. Minél kisebb a A/T arany annal tobb jelet tudunk
egyszerre atkiildeni a csatorndn. Ezt az eljardst mas néven id0 osztasos
multiplexalasnak (TDM) ( Time-Division Multiplexing ) nevezik. Ahol
ellentétben a frekvencia osztdsos multiplexdldsal, ahol frekvencia savokra
osztottuk a vivé jelet a parhuzamos kommunikdcid6 miatt, itt a jelet id6
tartomanyokra osztjuk, amelyben a parhuzamos kommunikacié folyik.
Lényegében ez soros kommunikacio csak az adok és a hozzajuk tartozé vevok
kozott valtogatunk. Egy ilyen TDM jel ( vagy mds néven TDM keretek )
demodulalasa csupan a megfeleld 1d6 intervallumok kivalasztasaval
végrehajthato.

Igen valoszinitlen lehet az a lehet6ség, hogy tetszOleges folytonos jel
visszanyerheté egy impulzus amplitidé modulaci6 utadn, pedig ez bizonyos
feltételek teljesiilése esetén teljes egészében kivitelezhetd egy alul ateresztd sziird
segitségével, no meg egy kis furfanggal. Hogy ezeket a kritériumokat le tudjuk

cres

y(t) =x(t)p(t)
Ekkor szinuszoidalis vivo jel esetén lattuk, hogy a Fourier transzformalt
modulacids tulajdonséaga értelmében:

Y(0) = %nxw +P(0)

Mivel a p(t) jel periodikus T alapperiddus iddvel, ezért P(w) is egymastol
egyenlé frekvencidra 1év0o impulzusokbol all a frekvencia tartomanyban, sét
periodikus méghozza 2n/T periodus idovel, azaz:

P(w)=2mn iakS(w -ko,)

k=-0

Ahol ®, =2n/T és az a, egyiitthatok a p(t) jel Fourier egyiitthatdi, amikre igaz,

hogy:
_ sin(kw A/2)
« nk
A p(t) jel spektruma és egy adott x(t) jelre a modulalt jel spektruma az aladbbi
példan lathato:
X(w)
1
—Wy  Wm w

(a)
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Plw)
- 2nA/T
PR § \\\
P N
s N
< ~
I LY
/] N
iy ~
4 N
i “
7 N
; N
- - ~
‘*j“____’_,/v —wp w, !‘Hﬁ___d-i// w
(b}
Y(w)
(_wp +wM:‘ /A/T
/‘-' .
- ~ (wp ~ o)
s e
Ve
i N
/7 N
V4 AN
/ N
i

.
VAL T

-

(c)
243. abra Az impulzus amplitiidé modulacié hatasa a spektrumra
Jol lathato hogy Y(w)nem mas, mint az X(w) replikacioi, a o, tobbszordseinek

megfeleld frekvencidkba tolva 1gy, hogy amplittdojuk a p(t) jel
transzformaltjanak burkol6 gorbéjével aranyosan valtozik. Azaz:

k=+w0

Y(w)= ZakX(w -ko,)

Az abrabol egyértelmii, hogy X(w) egyértelmiien kinyerheté Y () -bdl ha
((Dp __0)N1) >>O)M
vagyis

o, > 20y

Ahol X(w) értéke zérus ha |(o| > ®,, . Igy ezek alapjan lathato, hogy a megfeleld

T valasztdsa esetén a jelnek elegendd savszélesség all majd rendelkezésre a
hibatlan atvitelhez. A demodulélashoz pedig egy alaul ateresztd szlir6 sziikséges
csak amelyik levagasi frekvencidja o,,-nél nagyobb de kevesebb mint

(®, —0y).

Erdekes lehet az észrevétel, hogy az x(t) jel visszanyerhetéségének feltétele
csupan a T periddus idon mulik, és fiiggetlen a A iddintervallum nagysagatol.
fgy egyértelmiien az a cél, hogy minél kissebre valasszuk az iddszeletek
nagysagat, hisz igy tobb jelet tudunk egyidejiileg atvinni, azonban a gyakorlati
eredmények azt mutatjdk, hogy az iddészeletek csdkkenésével az impulzusok
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amplitiddja olyannyira megnodvekszik, hogy a modulalt jel mar igen érzékeny
lesz a zajokra, emiatt sokszor lényegesen modosul a demodulalt jel az eredetihez
képest. Ahogy A értéke tart a nullahoz a p(t) jel amplitidoja hatarértékében tart
1/A -hez azaz a végtelenhez, és p(t) egy periodikus folytonos impulzus vonatta
valik, ami az x(t) jelb6l minden id6 pillanatban mintat vesz. Ezzel az esettel majd
a kovetkez6 fejezetben foglalkozunk.

6.5. Diszkrét idejii AM ( Discrete-Time AM )

Az eléz6ekben megismert amplitidd modulacios technikakat diszkrét idoben is
alkalmazhatjuk. Mivel napjaink kommunikacios rendszerei az analdg kiilsé vilag
jeleit mintavételezéssel diszkrét jelekké alakitjak at, majd digitalizaljak ¢€s igy a
szamitogépek szamara feldolgozhaté adattd konvertaljak. Elengedhetetleniil
szlikséges, hogy az egyes miiszer elemek kozotti diszkrét jelkapcsolat valamilyen
modulacion menjen at, igy biztositva majd az effektivebb és biztonsdgosabb
csatorna kihasznaltsagot. Tehat ezekben a rendszerekben diszkrét idében
modulaljuk a jeleket, gyakran a k6zos atviteli csatorna miatt multiplexaljuk, sot
sok ilyen rendszerben sziikséges, hogy a frekvencia-osztasos multiplexalt jelet at
is tudjuk transzformalni 1d6-osztasos multiplexalt jellé vagy éppen forditva. Az
ilyen rendszereket transzmultiplexer ( transmultiplexing ) rendszereknek
nevezziik, amik egy rendkiviil fontos alkalmazasat valositjak meg a diszkrét ideji
modulacionak, de ezeket a rendszereket majd a kovetkezd fejezetben targyaljuk
bévebben. Egy masik fontos alkalmazasat, nevezetesen a sav sziirék egyszerii
megvalositasat, is meg kell emliteniink a diszkrét idejii amplittdé modulacionak,
amint az folytonos esetben is megtettiik. Nos, nézziik meg, hogy is miikddik az
amplitidé modulacid diszkrét esetben:

Az alabbi elrendezés egy diszkrét amplitidé modulaciot valdsit meg:

cln]

f

x[n] ‘:U > y[n]

244. abra Diszkrét idejii amplitidé modulacié

Ahol a c[n] jel a vivo jel, és x[n] pedig a modulalni kivant jeliink. Folytonos
idében, levezetésiink alapja a Fourier transzformalt moduléciés tulajdonsaga
volt, azaz az a tény, hogy az id0 intervallumban két jel szorzata, a frekvencia
tartomanyban a két jel spektrumanak konvolucidjat jelenti. Ahogy azt a diszkrét
Fourier transzformaltak kapcsan lattuk, diszkrét esetben is ¢l e tulajdonsag csak
egy kicsit mas alakban.

Vegyiik az alabbi y[n] jelet:
y[n] = x[n]c[n]

Ekkor, ha X(Q), C(Q), ésY(Q)a diszkrét idejii Fourier transzformaltjat jelentik
a fenti jeleknek, akkor tudjuk, hogy a diszkrét modulaciés tulajdonsag
értelmében Y(QQ) aranyos a X(Q), C(Q) transzformaltak periodikus

e ey
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Y(Q) = ;—nLnX(G)C(Q —0)do

Mivel X(Q) és C(Q) 2n-vel periodikus ezért az integralast elég egy 2n hossza
intervallumra korlatozni.

Elsének nézziik a szinuszoidalis amplitidd6 modulaciét komplex exponencialis
vive jel segitségével:

c[n] ="

Ahogy azt az el6zéekben mar lathattuk, egy diszkrét komplex exponencialis jel
Fourier transzformaltja egy impulzus vonat, ami az alabbi alakban all el6:

C(Q) = ) 2m8(Q-Q, +k2m)
k=—o0

Ha most egy példan keresztiil megvizsgaljuk a fentieket, és ha X(€2)az alabbi
alaka, akkor mivel C(Q) egy impulzus vonat igy a modulalt jel frekvencia
spektruma a kovetkezd féle képen alakul:

X(Q)

~2r -Q, 0 2m

2w 21 A 21 A

—27 —2m + Q, 0 Q
(b)
Y(§2)

21 2r+Q,

| | | |
—-2n  “2r+ 8, (.~ ) 2, (2. +Qy) 2r

245, abra Az (a) x[n]; (b) c¢[n]; (¢) y[n] = x[n]¢[n] jel spektruma
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A fenti dbrasorbdl konnyen leolvashat6 a kdvetkezo tény, miszerint:
Y(Q)=X(Q-Q)

Ez a diszkrét parja a folytonos esetben kapott eredményiinknek. Azonban, ahogy
azt a folytonos esetben is tapasztaltuk, ha x[n] valés jel, akkor komplex
exponencialissal valé modulacidja komplex jelet eredményez.

A demoduléci6 is teljesen hasonld a folytonos esethez, ugyanis a komplex
exponencialis inverzével szorozva a jelet a spektrum visszatolédik az eredeti
alakjaba, igy helyreall az x[n] jel.

x[n] = y[n]e ™"
Ha Q,=mn akkor c[n]=(-1)", azaz pozitiv és negativ véltakoz6 impulzusok
sorozata. Ez 4ltal, az ilyen jellel t6rténd modulécio kicseréli a magas frekvencia
komponenseket alacsony frekvencia komponensekre, ahogy az a kovetkezo

példan lathatjuk:
X(£2)
1
27 Tl’ - T 2n Q
c(£2)
2w
-3 -0 7r 3r &
Y(£2)
1
! l
-27 - T 2 Q

246. abra Amplitid6é modulacioé a c[n] = (-1) " vivé jelel

c[n] ilyen specialis megvalasztasa Iényegében az algebrai eldjelét valtoztatja meg
az x[n] jelnek n paratlan értékeire nézve, €s az y[n] jelbdl eldall az x[n] ha annak
minden paratlan n-re megforditjuk az algebrai eldjelét.

Az Q, =m vivé frekvencidval valo amplitidé6 modulacio igy felhasznalhato

arra, hogy egy alul ateresztd sziird segitségével érjiink el feliil ateresztd szlirést,
vagy egy feliill ateresztdvel, alul ateresztdé sziirést, mivel a specidlisan
megvalasztott frekvencidaval a modulacié soran a magas frekvencidkat az
alacsony, mig az alacsony frekvencidkat a magas tartomanyba toljuk, azaz a
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spektrumot pontosan m-vel toljuk arrébb. Egy ilyen rendszerre példa az aldbbi
elrendezés €s a hozza kapcsolddo jelek abrai:

=1n" =n"

Alul atereszté sziiré

H(£2)
x[n] y[n] 1
—Q, Q,
X(§2)
1
| |
—27 -7 m 27 Q
Y(£2)
1
| |
=27 - m 27 Q
Y, (£2)
1
\/] ] | i [\J
—2n - =82, Q, 2 Q
X pp (2}
1
N A NS
—-2m - (mr+ Q) (r-Q) 7 2r Q

247. abra Feliil atereszt6 sziir6 megvalositasa
alul atereszt6 sziiréssel és modulalassal
Tisztdn szinuszos jellel is végezhetiink amplitidd6 modulaciét, ahogy arra
folytonos esetben szamtalan példat lathattunk. Egyik nagy eldnye ennek a
modulacidonak, hogy valds x[n] jel esetén a modulalt y[n] jel is valos lesz.
Tekintsiik az alabbi modulaciot:

y[n]=x[n]cosQ.n

Ekkor a vivd jel spektruma periodikusan ismétlddé impulzus parokat tartalmaz a
Q=1Q_ +k2n frekvencidkon. Ha egy x[n] példajelen, aminek spektruma az

alabbi abran lathato, alkalmazzuk a c[n] jellel valo modulaciét akkor a
kovetkezdt kapjuk:
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X(2)
1
| | I
—2r =y 0 2y 2 Q
(a)
C(82)
m s m m m
1 I
—2r 2 + 8, -2, 0 Q. 2r—Q, 2m 2r+Q, Q
(b)
Y(82)
(27— 82, — Oy)
| | ! /\ \/\ ! |
-2r 21+ 8, -8, 2m — 2n 2r+ 82, 8

(Q szM 1 {.Q + Q)
(c)
248. abra Diszkrét ideji amplitidé modulicié szinuszos vivé jellel

Az eredményiil kapott y[n] jel spektruma ismét az X(Q) eltoltjait tartalmazza.
csak most a Q =+Q_+k2n frekvencidkon. Ezért, hogy X(€2) masolatai nehogy
atlapolddjanak, fel kell tenniink, hogy:

Q. >Q,,
¢s, hogy
2rn-Q, —-Q,)>(Q, +Q,)
azaz
Q < (n-Q,)
Az elsd kritériumunk a folytonos esetbél mar jol ismert, a méasodik viszont a
diszkrét eset spektrumainak periodikussadga miatt sziikséges.

Tehat a két feltétel alapjan a kdvetkezd megallapitast tehetjiik. Diszkrét esetben a
tisztan szinuszos jellel valé modulacié csak akkor nem eredményezi a frekvencia
komponensek atlapolddasat, ha:

Q,<Q <(n-Q,,)
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A demodulacié teljesen tigy zajlik, mint folytonos esetben. Erre példa az alabbi
elrendezés €s a benne szerepld jelek spektrumai:

cos §2.n Alul atereszté sz(ird
H($2)
y[n] x win] 2 -
> 3 » x[n
\/
-W w £
Y(2)
Jr
2 /\
FANWANVANAN
—2r -7 0o 2 = 2 Q
(—2r + Q.) -, (2r — Q)
W(£2)
| _1_ - =
I | 32 ' t
| | | |
| | i |
| I | | | 1 | l
-2 -T W w T 21 Q
X(£2)
A
/\ /1\
-2 27 2

249. abra Diszkrét idejii szinkron demodulécio

A moduldlt jel azonos vivd jellel torténd Gjra moduldldsa utan az eredeti
spektrum igen sok replikansa keletkezik a frekvencia tartoméanyban, az egyik
ilyen replikans pont a Q=0 frekvencia koril. Egy alul ateresztd sziird
alkalmazasaval a tobbi replikans eltavolithatd és az eredményiil kapott jel
spektruma teljesen azonos lesz X(Q)-nel, igy a maga jel azonos lesz x[n]-nel.

Ahogy az el6zdek soran lathattuk, diszkrét idében az amplitidé modulacio, bar
apro kiilonbségekkel, de szinte teljesen azonos mddon torténik, mint folytonos
idében. Igy példaul modulacié és demodulacié esetén felhasznélt szinuszoidélis
vivo jelek kozotti fazis €s frekvencia eltérés a folytonos esettel teljesen azonos
modon jelentkezik.

Az el6z0 részben foglakoztunk az impulzus amplitidé moduléacidval €s a hozza
szorosan kapcsolodo idé osztasos multiplexalassal, nézziik meg, hogy hogyan
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miikodnek ezek a technikak diszkrét esetben. Egy ilyen rendszer egy csatornajat
abrazoltuk a kovetkezo abran:

x[n] (% )- > y[n]

=

pln]
p(n]
01t M N (N + M) n

250. abra Diszkrét idejii impulzus modulacié

A fenti rendszer a moduléci6 soran x[n]-nek M+1 egymads kovetd értékét teszi ra
a csatornara minden egyes N hosszl periodikusan ismétl6do iddintervallumban.
Egy ilyen rendszer analizise teljesen hasonlé modon végigvihetd, mint, ahogy azt
folytonos esetben lathattuk. Ott megmutattuk, hogyha az X(Q)jel savszélessége

relative kicsi 2m/N-hez képest, ami az alap frekvencidja a p[n] jelnek, akkor
x[n] visszanyerhetd y[n]-b6l egy alul ateresztd sziird segitségével. Ahogy
folytonos idében észrevettiik, itt is az eredmény helyessége csupan N-t6l és
X(Q) savszélségétol fiigg és nem fiigg az M+1-t6l, azaz a minta hosszatol. Ezért

ha az M = 0esetet vizsgaljuk, akkor csupan egy mintat kiildenénk el az x[n]
jelbdl minden id6 intervallumban, s ha x[n] savszélessége megfelelden kicsi,
azaz nem tartalmaz gyors valtozasokat, akkor az x[n] jelet teljes egészében vissza
tudnank allitani alul ateresztd sziird alkalmazéasaval. Ez lesz majd az alapja a
kovetkezo fejezetben targyalt diszkrét idejii mintavételezésnek.

6.6. Folytonos idejii frekvencia modulacio (FM) ( Continuous-Time Frequency
Modulation )

A fejezet el6z6 részeiben az amplittdd moduléciod kiilonbozo fajtait és technikait
vizsgaltuk végig. Az amplitidd6 modulacid lényege az volt, hogy a vivo jel
amplituddjanak valtozasit hasznaltuk fel a tovabbitani kivant jel reprezentalasara.
Egy masik nagyon fontos moduléacios elv, a frekvencia moduldcid, ami nem a
vivd jel amplitidojaval, hanem annak frekvencidjaval, vagy fazisaval operal, az
atvinni kivant jel reprezentdlasa érdekében. Az ilyen fajta modulacids
rendszereknek igen sok elénye van az amplittidd6 modulaciéval szemben. A
modulalt jel amplitiddja konstans értékli ezért a jeladdé mindig csucs
teljesitményen jarhat, masrészt az additiv csatorna zajok ¢és a légkorben
tapasztalhat6 elhalkulas ( thading ) ( a megtort hullamok fazisa nem egyezik meg
a kozvetlenilil beérkezd hullamok fazisaval ) komoly gondot okoztak az
amplitudé modulalt jel tovabbitasakor, viszont a frekvencia modulalt jelek ezekre
a hatasokra sokkal kevésbé érzékenyek. Emiatt a hétkoznapi tavkozlés szdmara
sokkal inkabb elényosebb az FM hasznalata, ezért szinte minden radi6 allomas
mar manapsag frekvencia modulacidt hasznal miisorszorasra, bar még a mai
radi6 késziilékek mindegyike képes AM vételre is. Sokszor ezért a frekvencia
modulacidt a koztudatban jobbnak tartjdk mint az amplitidé6 moduléciot, bar,
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ahogyan azt latni fogjuk nagyobb savszélességet igényel mint elhanyagolt
testvere.

A frekvencia moduldlt, mas néven szOg-moduldcidos  rendszerek
( angle modulation systems ) erdsen nem linedrisak, ezért vizsgalatuk nem tehetd
meg az el6z6hdz hasonld egyszerli médon. Azonban a frekvencia tartomanyra
vonatkozo tulajdonsagok, amelyeket épp a Fourier transzformaltakkal
kapcsolatban targyaltunk, lehetdséget adnak majd arra, hogy megértsiik e
modulacids technika lényegét. Levezetésiinkhoz tekintsiink egy szinuszoidalis
c(t) vivo jelet, ami az alabbi formaban adott:

c(t)=Acos(o,t+0,)

Ahol o, a frekvencidja és 0 a fazisa a vivo jelnek. A sz6g modulacié azonban
olyan vivé jelet haszndl, aminek fazis valtozik, példaul az alabbi médon:

0(t) = (0.t +9,)

Ha fazist az x(t) jel alapjan valtoztatjak akkor a vivo jel fazis valtozasi fogjak
hordozni az x(t) jelet, mint informacidt. Igy a fentiek szerint a moduldlt jel a
kovetkez6 féle képen alakul:

y(t) = Acos|w,t +0,_(t)]
Ahol 0, az x(t) jel fiiggvénye és rajta kozvetten az id6é:
0(t) =0, +k,x(t)

Ha az x(t) jel konstans, akkor az y(t) jel fazisa is konstans marad €s aranyos lesz
az x(t) jel amplitddojaval. A sz6g modulaciot ezért fazis modulécionak ( phase
modulation ) is hivjak.

A fazis modulacié egyik masik formaja mikor a fazis valtozéas &ll linearis
kapcsolatban a modulalni kivant x(t) jellel, azaz:

y(t) = AcosO(t)
Ahol

dot
% = o, +kx(t)

Ha az x(t) jel konstans akkor az y(t) jel egy szinuszoidalis jel amelynek
frekvencidja ardnyos az x(t) jellel, ezért ezt a moduldciot frekvencia
modulécidnak hivjak.

Habér a frekvencia és a fazis modulacié kiillonb6z6 formai a sz6g modulacionak

a kettdjiik kozotti kiilonbség nem igazan jelentds, mivel a koztiikk 1évo kapcsolat
konnyen fellelhetd. Példaul a fazis modulaciora igaz, hogy:

doct) _ o, +k dx(t)
dt Pt
Ezért jol lathatd, hogy a fazis modulacid megfelel a jel derivaltjaval torténd
frekvencia modulédcionak, ugyanigy a frekvencia modulaci6 megfelel a jel
integraltjaval torténd fazis modulacionak.
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crer

(RAMP) azaz a
x(t)=tu(t), t>0

fliggvényre nézve:

x(t) x(t)

y(t) vit)

Ry
RV

)

(a)

x(t)

y(t)

(c)

251. abra (a) RAMP fiiggvény fazis modulaciéja; (b) RAMP fiiggvény frekvencia modulicidja;
(c) egységugras fiiggvény frekvencia modulacioja
Ahol a kapcsolatot is igazoltuk a két modulacio kozott hisz a RAMP fiiggvény
derivaltjanak, azaz az egység ugrds fiiggvények a frekvencia moduldltja
megegyezik a RAMP fliggvény fazis modulaltjaval.

A fenti dbra értelmében az egység ugras fliggvény frekvencia modulaltja olyan
szinuszoidalis jel amelynek frekvencidja ardnyos az x(t) jel értékével, ezért az
origdbban, ahol a fliggvény felugrik az 1 értékre a vivé jel frekvencidja is
megugrik, mig a RAMP fiiggvény frekvencia modulaltjanak esetén is
észrevehetd az ugras, azonban itt pontrol-pontra linedrisan novekszik a vivo jel
frekvencidja. Ezt az id6 hatdsara azonnal valtozo frekvenciat, pillanatnyi
frekvencianak ( instantaneous frequency ) nevezziik. Egy y(t) jelre ami az alabbi
formaban adott:
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y(t) = AcosO(t)
a pillanatnyi frekvencia (®;) nem mas mint:
do(t)
dt
Ezért, hogy y(t) valdban szinuszoidalis fliggvény legyen, sziikséges, hogy
0(t) = (ot +0,)-vel legyen egyenld, ahol a pillanatnyi frekvencia allando és

o, (t) =

érteke o, .
A fazis modulacional is értelmezhetjiik a pillanatnyi frekvencia fogalmat ami a

o, +k (dx(t)/dt) -vel egyenld.

Mivel a frekvencia és a fazis moduladcid erésen kotddik egymashoz, igy a
tovabbiakban csupan a frekvencia moduldcioval foglalkozunk. Az itt tett
megallapitdsok ugyanigy vonatkoznak a fdzis modulacidra is, és konnyen
attranszformalhatoak.

6.6.1. Keskenysavu FM ( Narrowband FM )
x(t)=Acoso,t
A pillanatnyi frekvencia ekkor:
o, (t) =0, +k,Acoso,t
ami szinuszosan valtakozik a o, —k;A és a o, +k;A frekvencia érték kozott,

ahol a valtozas savszélessége: Ao = kA .
Igy:

o,(t) =0, + Awcoso,t
és

y(t) = cos[(;)ct + Ix(t)dt]: cos[mct + &sin o, t+ eoj
®

m

Ahol 0,az integraciobol addédo konstans, amit akar nullanak is valaszthatunk az
egyszertség kedvéért:

Ao .
y(t) = cos(mct + —sin comtj
0‘)m
A Ao/, egyiitthatd, amelyet ezutdn m-el jeloliink, a frekvencia modulacio
modulécioés indexének nevezziik.
Az FM rendszerek tulajdonségai kiilonbozdek lehetnek attol fiiggden, hogy m

értéke nagy vagy kicsi. Azt az esetet ahol m értéke kicsi keskenysavia FM-nek
nevezzik.
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Visszatérve egyenletiinkhoz, tehat:

y(t) = cos(w,t + msinw, t)
Ahol a trigonometrikus azonossagot alkalmazva kapjuk, hogy:

y(t) = cos(m t)cos(msin o, t) —sin(w,t)sin(msin o, t)

Ha m elég kicsi, (m << 7t/2), akkor a kdvetkezd becsléseket tehetjiik meg:

cos(msinm_t) =1

sin(msin®_t) = msino, t
igy az egyenletiink alakja a kovetkez6 féle képen alakul:

y(t) = cos(m,t) —msin(sin®,t)sin(w,t)

Ha most ennek a jelnek a spektruméat abrazoljuk:

Y (w)
T
mr
| '
N P

mmT m

2 2

252. abra A keskenysaviu FM eredményének becslése

Ami igen hasonl6 az el6z6ekben targyalt AM-DSB/WC, azaz a vivd jeles dupla
oldalsavos amplitidé modulécid spektrumaval, ahol a vivo jel frekvencidja koriil
lathattuk megjelenni a modulalt jel frekvencia spektrumat. Azonban a

AM-DSB/WC esetében a spektrum két oldalsavja azonos fazisu volt, addig a
keskenysava FM modulacional a két oldalsav pontosan m/2 fazis kiilonbségii. A
két modulalt jel hullamformaja is igen kiillonb6zo. Tekintsiik csak az alabbi
példat ahol:

y,(t) = cos(m_t) —msin(sin o _t)sin(w,t), FM modulaltjelet és a

y,(t) = cos(m, t) + mcos(sinw,_t)cos(mt), AM-DSB/WC modulalt jelet
hasonlitottuk 0ssze:

LA AL
T AR

(a)

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas 255

(b)
253. abra (a) keskenysavi FM; (b) AM-DSB/WC
A keskenysavu FM esetén a savszélessége az oldalsdvoknak a moduldlni kivant
jel savszélességével egyenld, és a m << m/2 feltételezés miatt a savszélesség

fiiggetlen az m moduléacios indextl. Természetesen hasonld feltételezéseket
tehetiink sokkal altalanosabb formaju x(t) jelekre is.

6.6.2. Szélessava FM ( Wideband FM )

Amikor m értéke nagy akkor mar a fent alkalmazott kozelités nem igaz, és y(t)
spektruma az x(t) jel amplitudojatol és spektrumatol is fliggni fog. Ha a

y(t) = cos(m t)cos(msinm, t) —sin(w,t)sin(msin ®,t)

egyenletet  tekintjik  akkor elmondhaté, hogy cos(msinm t)  és
sin(msin o t) periodikus jelek méghozza alapfrekvencidval. Ezért ezeknek a
jeleknek a Fourier transzformaltja egy impulzus vonat ahol az impulzusok az
o, frekvencia egész szamu tobbszordsein helyezkednek el és amplitidojuk

nagysaga, a jelek Fourier sorainak megfeleld egyiitthatdival egyenldk. Az elsd
része a kifejezésnek lényegében a cos(msinw t) periodikus jel szinuszoidalis

amplittdé6 moduldcidja a cos(w.t) vive jellel, a masodik része pedig a
sin(msin®,_t) periodikus jel szinuszoidalis amplittdé modulacidja a sin(w,_t)
vivd jellel. Azonban az el6z6 részeknek megfelelden a szinuszos vivo jellel valo
szorzas megfelel a spektrum o, frekvenciaval valo eltolasnak pozitiv és negativ

iranyban. Az aldbbi abran abrazoltuk a két rész kiilon vett majd egyiittesen
Osszeadott spektrumat, ahol az elsdé spektrum a cos(o.t)cos(msinw,t) jel

spektrumat abrazolja, mig a méasodik a sin(w t)sin(msin o t) jelét.

3 A

()
€

(a)
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it ft Tf:cft 1 t

(c)

254. abra Szélessavi FM, (a) cos(m_t) cos(msin @, t) spektruma;

(b) sin(w, t)sin(msin®,t) spektruma; (c) a két jel kombinalt spektruma

Tehat az y(t) jel spektruma impulzusokbdl épiil fel amik a *o, +no,
frekvencidkon (n=0,£1,£2,...)taladlhatéak. Jol latszik, hogy a spektruma a
modulalt jelnek nem igazdn savhatarolt, azonban 4ltaldnossdgdban véve
elmondhatd, hogy a cos(msinm_t) ¢és a sin(msinem t) jelek n-edik
harmonikusa, amelyre |n| >m, mar olyan kicsi, hogy szinte elhanyagolhat6, és
igy a két oldalsavnak amely a +®_ és a — o, frekvencidk koriil taldlhatd az

effektiv sdvszélessége nem nagyobb mint 2mm_ . Azaz ha B a savszélessége a
jelnek, akkor:

B=2mo,
Vagy k, alapjan kifejezve, mivel m=k,A/o0,, =Ao/o, :
B =2k.A =2A0

fgy az el6zéekre alapozva kijelenthetjiik, hogy a modulalt jel effektiv
sdvszélességének nagysdga a pillanatnyi frekvencia maximalisan lehetséges
eltériilése a vive frekvenciatol. Ezért mivel a szélessiva FM modulacidval
kapcsolatban azt feltételeztik, hogy m nagy értéke, ezért a modulalt jel
savszélessége sokkal nagyobb mint az eredeti jelé volt ellentétben a keskenysavu
FM-el.
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6.6.3. Periodikus négyszogjel modulacioja
( Periodic-Square-Wave as a Modulating Signal )

Egy masik fontos példa kapcsan talan még jobban betekinthetiink a frekvencia
modulacié rejtelmeibe, ahol a moduldcidhoz felhasznalt jel a periodikus

négyszogjel.
x(t)
A
4 ! :
-7 _T T T T t
2 4 4 2
_..A -

255. abra Szimmetrikus periodikus négyszogjel
A fenti jelnek megfelelden, természetesen csupan az egyszerliség kedvéért
k, =1, amibdl kovetkezik, hogy Aw=A.

Ekkor a kovetkezé modulalt y(t) jelet kapjuk:
y(t)

HARRIANREAL

256. abra Szimmetrikus periodikus négyszogjel frekvencia modulaltja

A pillanatnyi frekvencia pontosan o, + Ao amikor az x(t) jel pozitiv és ®, — A®
amikor negativ. Ezért y(t) felirhat6 a kovetkez6 formaban:

y(t) =1(t) cos[(c)c + A(o)t] + r(t — gj cos[((nC — Aco)t]

ahol az r(t) jel a kdvetkezd szimmetrikus négyszogjellel egyenlo:
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T 0 T
4 4

257. abra Az r(t) jel alakja

NI -
W
-
-

Ezért a problémat, az r(t) jelnek, mint vivd jelnek a felhasznalasaval
szétbonthatjuk, két kiilon allo6 rész spektrumdnak a vizsgalatara, mintha AM
modulacidt hajtottunk volna végre, amelyekbdl majd felépithetd a teljes y(t) jel
spektruma.

Pontosabban:

Y(0) = %[R(co + o, +Ad) + R(0— 0, — Av)]
+%[RT(co+ o, — A®) + R (0 -0, + A)]

Ahol R(w) a Fourier transzformaltja a periodikus r(t) négyszogjelnek, és R (o)
pedig az r(t — T/2) Fourier transzformaltja. igy:

- 2 2n(2k +1
R(0)= k;m(—l)kS[co - %} + 118(o)
és

R, (w)=R(w)e™"?
A fenti egyenletetek behelyettesitése helyett inkabb Y (o) spektrumat abrazoltuk:

(w, — Aw) W, (w, + Aw) w

258. abra A modulicié eredményeként kapott spektrum

Ahogy az a szélessavii FM modulaciondl lathattuk a két oldalsav az o, £ Aw

frekvencidk koré csoportosul, s az amplitidok mar elhanyagolhatoéan kicsik ha
® > (0, + Am) vagy kisebb mint o < (®, — Aw).

Az ilyen FM rendszerek altal eldallitott jelek demodulalasa két féle képen
torténhet: az egyik ilyen eljaras az FM jelet egyszerl differencialassal AM jellé
konvertdlja, a masik pedig a fazis vagy a frekvencia valtozasat koveti nyomon.
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7. Mintavételezes
( Sampling )
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Bizonyos koriilmények fennallasa esetén a folytonos jeleket teljes mértékben
reprezentalni tudjuk az ekvidisztans, azaz egyenld idOkozonként a jelbdl vett
mintak segitségével. A reprezentacid egyben azt is jelenti, hogy a jelek teljes
mértékben vissza is allithatoak ezen mintak felhasznéladsaval. Ez az igen meglepd
tény egy alapvetd tétel kovetkezménye, amit a jelfeldolgozas mintavételezési
tételként ( Sampling Theorem ) ismer. Ez a tétel rendkiviili fontossagu, és
alkalmazasat megfigyelhetjiik a mozgd képeknél is. Mar maga a sz0 is azt jelenti,
hogy csupan 4all6 képeket wvetitiink, rajzolunk fel a képernydre olyan
gyorsasaggal, hogy azt az egyszeri szemléldé mozgd képként, életszerl
valtozasként érzékeli. Igy a forgatasnal a valosagbol megfelelé gyakorisaggal
vett mintak eldallitjak az ott a kamera szemszogébdl vett valosagot, azaz a jelet,
amit reprezentdlni akartunk. De ugyanilyen példa lehet egy monitor képe is, ahol
nagyon apré pontok sokasagabol épiill fel a kép, amely tavolrél nézve
egybefiiggd, azonban a nagyito livege alatt mar elkiiloniilé pontok halmaza.

Maga a mintavételezési tétel 1ényegében egy kapcsolatot teremt a folytonos €s a
diszkrét jelek kozott, s majd ahogy latni fogjuk bizonyos koriilmények teljesiilése
1d6kozonként vett mintaibol felépiild diszkrét jel, s ezen reprezentaciobol majd
az itt megismerésre keriild interpolacid segitségével a folytonos jel ujra
eldallithato lesz. Erre azért van nagy sziiksége jelen korunk alkalmazésainak,
mivel a tudomany mai allasa szerint a diszkrét jelek feldolgozasa Iényegesen
konnyebb, gazdasagosabb, és dinamikusabb mint a folytonos jeleké, és raadésul a
digitalis eszk6zok fejlodése olyan gyors, hogy azzal az analdg jelfeldolgozas mar
régen ne tud 1épést tartani. Taldn emiatt is terjedtek el e diszkrét jelfeldolgozasra
alapulo digitalis eszkozok €s emiatt terjeszkednek még napjainkban is egyre tobb
mechanikus vagy analdg eszkozt valtva fel, gondoljunk csak a folyadékos ¢és a
digitalis hdmérok kapcsolatara, vagy a kvarc és a régi mechanikus orakéra.

7.1. Folytonos jelek mintaveételezése és a mintavételezési tétel
( Sampling of Continuous-Time Signals and the Sampling Theorem )

Altalanossagaban véve talan nem varnank, hogy folytonos idejii jel egyértelmiien
meghatdrozott legyen az ekvidisztans id6kozonként vett mintai altal, barmiféle
még a rendelkezésiinkre all6 informacid nélkiil. Ha csak egy egyszerti példat
vesziink, mint ahogy az az aldbbi abran latszik, harom teljesen kiilonb6zo
folytonos jelre teljesiil, hogy:

x,(kT) = x,(kT) =x,(kT)

x3(t) %, (t) X, (t)

-3T

-2T -T 0 T 2T 3T t

259. abra Folytonos jelek melyek azonos értéket vesznek fel T egész szamu tobbszoroseire
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Adott mintavételezett pontok esetén végtelen sok olyan jel definialhat6, amely
ezeken a pontokon atmegy és nem donthetd el, kdzel sem egyértelmiien, hogy
melyik jelhez tatoznak az adott mintdk, hisz a végtelen sok jel barmelyikének
ilyen T 1dokozokkel végzett mintavételezése ugyanazt az eredményt adna.
Azonban, ahogy majd latni fogjuk, ha a jelre teljesiil, hogy savkorlatozott, és a
mintadkat megfeleléen kicsi id6kozokkel vettiik, a jel legnagyobb frekvencia
komponensére vald tekintettel, akkor a mintak teljesen egyértelmiien
meghatdrozzak a mintavételezett jelet, és azokbol a jel maradéktalanul
helyreallithat6. Ezt az alapvetd ismeretet mar az el6z6 fejezetben az impulzus
modulacié kapcsan megemlitettiik. Tehat, ha egy adott x(t) jelet amplitado
modulaljuk egy impulzus vonat segitségével, ami megfelel az egyenld
1d6kozonként és ideig tartd mintavételezésnek, akkor a jel visszaallithato a
mintakbdl egy alul ateresztd sziird segitségével, hogyha a modulalé impulzus
vonat alapfrekvencidja a moduldlni kivant jel maximalis frekvencidjanak
legalabb a kétszerese. Tovabba az x(t) jel rekonstrualhatésaga nincs
Osszefliggésben a mintavétel hosszaval, azaz a jelbdl vett szegmens nagysagaval.
Ezért, ahogy az az alabbi abran is latszik, a mintak idétartalmanak egyre kissebre
valasztasanak hatdsara, az amplitido moduléaci6é tart az x(t) jel pillanatnyi

mintavételezéséhez.
p(t)
x(t) % Clx\_/ > y(t)
x(t)
t
T
p(t)
1
A
o t
A
y(t)

/\ﬂﬁﬂhﬁm

260. abra Impulzus amplitidé modulicié, ahogy A— 0,
p(t) egyre inkabb impulzus vonatta valik
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A fenti abran az amplitidé modulédcios rendszer kimenetén kapott y(t) jel
impulzus vonatdnak amplitidoi, forditottan ardnyosak a mintavételezésre
hasznalt impulzusvonat impulzusainak szélességével. Azaz ha A tart a nulldhoz,
akkor az impulzus vonat egyenld id6kozonként jelentkezd Dirac deltak
sorozataba megy at, és a mintavételezett jel is ilyen Dirac deltak sorozata lesz
ahol az impulzusok amplitidoja lesz egyenesen aranyos a mintavételezett jel
amplituddjaval, ami a Dirac delta idépontjaban, egyetlen pillanatra vett fel a jel.

7.1.1. Mintavételezés Impulzus vonattal ( Impulse-Train Sampling )

Ahogy azt az impulzus amplituadé modulacional tettiik, most is induljunk ki egy
specifikus esetbdl, hogy aztdn az é&ltalanos esetre vonatkozdlag vonjunk le
kovetkeztetéseket. Nézziik az alabbi impulzus vonattal torténd mintavételezést:

p(t)
x(t) Xg (t)
x(t)
|
0 t
1
1\ A
0 t
x(0)
B -1--T-—h-/ x(1)
//// \\\ ///,j T~ [ xp(T,
/ ‘;_/ R -
vV ™~
! |ty
0 t

261. abra Impulzus amplitidé modulacié

Az abran p(t)-vel jelolt jel a mintavételezéshez felhasznalt impulzus vonat,
melyet mintavételezési fiiggvénynek ( sampling function ) neveziink. Ennek a
jelnek az alapperiodus ideje T, amit mintavételezési idonek, vagy szavatosabban
1dokoznek ( sampling period ) neveziink. A p(t) jel alapfrekvencidjat, ami
o, =2n/T, mintavételezési frekvencidnak ( sampling frequency ) néven

neveziink. Nos, az iddintervallumra nézve az aldbbi egyenlettel irhaté fel a
mintavételezés:
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X, (1) =x(t)p(t)
ahol

p(t)= 3 8(t—nT)

=—00

Ekkor x(t) egy olyan impulzus vonat lesz, ahol az impulzusok amplitidoja meg

fog egyezni az x(t) jel T intervallumonként vett értékivel, azaz mintaival.
x, ()= Y x(nT)3(t —nT)
Ekkor a Fourier transzformalt modulacids tulajdonsaga lapjan, igaz az, hogy:
1
X, (®) = ——[X(®) * P(e)]
2n
Azon tudjuk, hogy:
P(w) = 2n D 8(0—ko,)
T k=—o0
azaz
X (0))—% iX(w—km )
P - T k=—o0 ’

Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy X (w) egy periodikus fliggvény, amely az

eredeti X(w) spektrum eltoltjainak az Osszege, aminek rdadasul amplitadoit
1/T -vel megszoroztuk. Az alabbi abran ezt lathatjuk:

X(w)
1 \
*wM (A)M w
(a)
P(w)
2m
—2w, —wy 0 Wy 2w, 3w, &)
(b)
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X, (w)
1
T
—wWpy wmf w, w
(c) (wy —wy)
(o]

262. abra A mintavételezés hatasai a frekvencia tartomanyon, (a) az erdeti jel spektruma;
(b) a mintavételezd jel spektruma; (c) a mintavételezés eredményének spektruma ha ¢, < (o, - o,,)3

(d) a mintavételezés eredményének spektruma ha o_<2o,,

Ahol két esetet kiilonboztethetiink meg, az elsénél o, < (o, —o,,), azaz
o, >2m,,, esetében nincs egymasra lapolodas az eredeti jel eltolt spektrumai
kozott , mig a masodik esetben o, < 2m,, mar van atlapolodas. Az elsd esetben
az eredeti X(w) spektrum a mintavételezési frekvencia tobbszordseinek
értekeinél hibatlanul el6all, és igy egy alul ateresztd sziird segitségével, aminek
erdsitése T, és vagasi frekvencidjara igaz, hogy o,, <o, <(o, —®,,), az eredeti
jel yjra eldallithato. Ezt szemlélteti az alabbi abra:

p(t) = ; 5(t—nTj)
x, (t)
x(t) > kxj > H{w) > X, (t)
X(w)
1
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Hlw)
T wy <w, <lw; —wy)
—w, w, w
X, (w)
1
— Wy [ w

263. abra A folytonos idejii jel teljes mértékii visszanyerése mintaibol
idealis alul atereszt6 sziird segitségével

Viszont a masik esetben ez nem torténhet meg, mivel az eltolt spektrumok
0sszegzddése miatt nem tudjuk kinyerni az eredeti jel spektrumat.

Ezeket az ismereteket egyiitt nevezziik a mintavételezési tételnek.

7.1 Tétel:

Legyen az x(t) folytonos jel savhatarolt, azaz X(w) = 0 barmely |co| > m,,. Ekkor
x(t) egyértelmiien meghatdrozott az X(nT) mintai altal (n=0,£1,12,...), hogy
ha a mintavételezési frekvencia legaldbb a kétszerese a jel maximalis

crer

0, > 20,,
ahol
27
0, =—
T

Ha ezen mintdk adottak, akkor fentiek teljesiilése esetén az x(t) jel
az igy kapott jel idedlis alul ateresztd sziirdvel torténd sziirésével, ahol a szlird
erésitése T és vagasi frekvencidja o,, <o, < (0, —0,).

A vagasi frekvenciat ez esetben sokszor Nyquist frekvencidnak is nevezik, és a
2m,, elméleti hatart pedig Nyquist kiiszobnek ( Nyquist Rate ).

7.1.2. Mintavételezés nulladrendii tartoszervvel
( Sampling with a Zero-Order Hold )

A mintavételezési tétel kapcsan lathattuk, hogy a savhatérolt jelek egyértelmiien
reprezentalhatok a mintdik altal. Magat a tételt az impulzus-vonattal torténd
mintavételezésre lattuk be. Sajnos, a gyakorlatban az ilyen nagyon rovid ideji és
nagy amplitad6ji impulzusokat igen nehéz és rendkiviil koltséges eldallitani,
ezenkiviil, tovabbitasuk és terjedésiik is komoly gyakorlati akadéalyokba {itkozik.
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Emiatt, a mintavételezés alternativ modjat hasznaljak, amit sokkal kényelmesebb
¢s olcsobb, mint a tli impulzusok hasznalata. Ezt a mintavételezési modszert
nulladrendti tartdészervvel torténd mintavételezésnek nevezziik. Egy ilyen
rendszert mutat be miikodés kdzben az alabbi 4bra:

=
- ~
e =
~ ~
; N

x(t) | Nulladrend( Xp (t) N
tartészerv -

Y

264. abra Mintavételezés nulladrendii tartoszervvel

Ahol az x(t) jel értékeit egy adott pillanatban veszi a tartoszerv, majd azt a T
mintavételezési ideig tartja kimenetén. Az {1j mintavételezési szakasz kezdetén
ismét veszi a szakasz elsd pillanatdban az x(t) altal felvett értéket és ezt adja
kimenetén egészen a kovetkezd szakasz kezdetéig. Ebbdl az ugrasokkal teli
jelbdl az eredeti x(t) jel visszadllithatd a alul ateresztd szlird alkalmazasaval.
Azonban ebben az esetben a szlird erdsitése nem konstans értékii az ateresztési
tartomanyban. Hogy a megfeleld ismeretekhez eljussunk elészor is vizsgaljuk
meg az X,(t) kimeneti jelet. Bar elsére nem nyilvanvalo, de az x,(t) jel

eldallithaté az eredeti x(t) jel impulzus vonattal térténd mintavételezésébdl kapott
jellel ha azt egy olyan LTI rendszeren vezetjiik at amelynek impulzus valasz
fliggvénye egy téglalap alaku jel. Ezt valositja meg a kovetkezd elrendezés:

p(t)

ho (1)

x, (t)

L
-
x

S

x(t) > LX/

x(t)
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Xp (1)

t

265. abra A nulladrendii tartészerv megvalésitasa impulzus vonattal torténoé mintavételezés
és egy négyzet alaki impulzus valasz fiiggvényii rendszer sorba kapcsolasaval

Hogy az x(t) jelet rekonstrualjukx,(t)-bdl,

olyan LTI rendszert kell

konstrualnunk amelynek h (t) impulzus vélasz fiiggvénye és H () frekvencia

valasz figgvenye valamiféle képen az
elrendezésnek. Igy ha a két rendszert egymassal sorba kapcsoljuk a kovetkezot

kell kapnunk:

p(t)

x(t)

inverz miiveletét adja a fenti

h, () ;

H, (w)

266. abra Nulladrendii tartoészerv és a rekonstrula sziiré soros kapcsolata

Ahol ugy szeretnénk H, (w)megvalasztani, hogy r(t)=x(t) legyen. Ehhez
viszont a jelolt H(w)=H (»)-H, (®)-nek pont a mintavételezési tételben

szerepld alul ateresztd sziirdnek kell lennie.

gy mivel tudjuk, hogy:

A fentiek értelmében H (®) nem lehet méas mint:

HO((D) — e—jmT/2|:

Hr((D) = [

2sin(coT/2)}

e—jmT/ZH(O))

(O

2sin(coT/2)}
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Példaul ha a H(w) spektrumu szlir6 vagasi frekvencidja o, /2 akkor az ideélis

H. (o) amplitado és fazis diagramja a kovetkezo féle képen alakul:

[ H, () |

2 2 w
2 2
I H (w)
At
wS
2
W, w
2
__7'2[___

267. abra Amplitado és fazis spektruma a rekonstrukcios sziirének

Lényegében ez is egy sziirdt definidl, csak elég specidlisat. Azonban ezen sziird
segitségével a nulladrendii tartoszervvel végzett mintavételezésbdl kapott jel
visszaalakithatdé az eredeti x(t) jellé, mindenfajta veszteség nélkiil. S6t azt is
kijelenthetjiik, hogy a nulladrendii tartoszervvel végzett mintavételezés az eredeti
jel egyfajta kozelitését adja meg, és a beldle végzett rekonstrukcid, azaz a
specidlis alul ateresztd sziird altal végzett miivelet, csupan a kovetkezdkben
targyalt interpolacids eljaras nagyon egyszerti forméja.

7.2. Interpoldacios jelrekonstrukcio mintak alapjan
( Reconstruction of a Signal from Its Samples Using Interpolation )

Az interpolacié miivelete igen gyakran haszndlt eljaras a fliggvények kozelitd
fiiggvényekbdl, vagy mintakbol valo rekonstrukcidjara. Ennek legegyszeriibb
formajara példa az elsérendii tartdszervvel vald mintavételezés kapcsan
megbeszElt specialis alulateresztd sziird. Egy masik formdja ennek a 1ényegében
numerikus matematikai miiveletnek, a linedris interpolacio (linear interpolation),
ahol a minta pontjait egyenes vonallal kotjik Ossze, igy probalva meg a
mintavételezett jel kozelitését adni.
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268. abra Lineadris interpolacié

Lényegében a mintavételezett jel valtozasanak atlagos értékével kozelitjiik azt,
igy a linearis interpolacié csak linearis jelek esetén allitja vissza 100%-osan a
mintavételezett jelet.

Természetesen, ha nem ¢érjiik be ezzel a durva kozelitéssel, magasabb rendi
interpolaciot is végezhetiink, egyre nagyobb foku polinomokat keresve, amik
Osszekotik a mintavételezett pontokat. SOt, a polinomidlisokkal torténd
interpolacion tual akar exponencidlis, trigonometridlis, vagy mas matematikai
fliggvényeket is felhasznalhatunk az eredeti fiiggvény jobb kozelitése végett.

Ahogy az elézéekben lathattuk, a sdvhatarolt jelek esetén, ha a mintavételezési
idopontok megfeleléen kozel vannak egymashoz akkor a ateresztd sziird
segitségével pontosan az eredeti jel visszadllithatd, azaz pontos interpolécio
végezhetd. Ha az alul atereszt6 szlir6 kimenetét vizsgaljuk az id6 tartomanyban,
akkor belathatjuk, hogy az x(t) jel rekonstrukcidja alul ateresztd sziirdvel
reprezentalhatd a matematikai interpolacios miivelet altal. Hogy ezt vilagosabban
lassuk irjuk fel a kimenetét a sziirdnek a bemenet fliggvényeként:

X, (1) =x, (1) *h(t)

Ahol x_(t) behelyettesitve, mint impulzus vonattal tortént mintavételezést,

kapjuk hogy:

+00
x,(t)= Y x(nT)h(t —nT)
A fenti egyenlet egy interpoldcios formulat valosit meg, mivel azt definialja,
hogy hogyan illessziink egy folytonos gorbét az interpolacids pontokon at, azaz a
minta pontokon keresztiil. Ha most egy idedlis alul ateresztd szlirdvel szamolunk
tovabb amelyre igaz, hogy:

h(t) =T sinc(wctj
T

T

Akkor:

~+00

_ o, . (o/(t—nT)
X, (t)= Z x(nT)T - smc(—n j

Jol latszik, hogy lényegében olyan sin. fliggvényt keresiink amely megvalositja
két pont Osszekottetését azaz sin. fliggvénnyel interpoldljuk a minta pontokat.

Ha ezt az interpolaciot elvégezziik o, = o, /2 esetén akkor a kdvetkezdt kapjuk:
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x(t)
t
(a)
s /(‘_‘“\\ P S
/// — \\\\ Xp(t)
/ —_
/
/ f
[
t
(b)
x, (1)

(c)
269. abra Idealis savhatarolt interpolacio a sinc fiiggvénnyel
Gyakran a sin fliggvénnyel végzett interpolaciot savhatarolt interpolacionak
( bandlimited interpolation ) nevezik, mivel csupan akkor adja az eredeti x(t) jel
rekonstrukcidjat, ha az valdban savhatarolt volt, €s a mintavételezés frekvencidja
legalabb kétszer akkora volt, mint a sdvhatdr. Mivel az idedlis alul ateresztd
szur0k karakterisztikdjanak jo kozelitését nagyon nehéz megvaldsitani, ezért
felmeriil az igény mas, kevésbé bonyolultabb, és persze kevésbé is pontosabb
szurési eljards alkalmazasara, azaz az interpolacid6 kevésbé bonyolultabb
fiiggvénnyel valo elvégzésére. JO példa erre az el6zdekben mar kivesézett
nulladrendti tartészervvel torténd mintavételezés, és a hozzd kapcsolddo
Jjelrekonstrukcios eljaras. A nulladrenddl tartdszerv kimenetén megjelend x,(t)

crer

téglalap forma impulzus vélasz fiiggvény daltal. Ebben az értelemben, ahogy
X,(t) lényegében a becslését valositja meg az eredeti x(t) jelenek, gy h,(t)
annak az idealis alul ateresztd szlirének a becslését adja meg, ami a pontos
interpolacidhoz sziikséges lenne. A kovetkezd abran lathatjuk a nulladrendii
tartoszerv  spektrumanak amplitiddo diagramjat Osszevetve a  pontos
interpolacidhoz sziikséges idedlis alul ateresztd sziird spektrumaval.
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[ H, {w) |
T
¢ Idedlis intfrfnolacios
sziiré
Nulladrendi
tartdszerv
— L 0 Wy w, w
2 2

270. abra A nulladrendii tartészerv és az idealis interpolacios sziiré
frekvencia valasz fiiggvénye

Ebbdl mar vilagosan latszik, hogy a nulladrendii tartoszerv elég durva kozelitését
adja a valosagos jelnek, bar néhany esetben ez a durva kozelités is elég. Példaul
ha rendszeriinkben kozvetleniil a tartoszerv utan alul atereszto sziirot hasznalunk,
akkor az interpolacio helyességét nagy mértékben megnovelhetjiik. Példaul, ha
egy képen alkalmazzuk a nulladrendii tartészervvel torténd mintavételezést,
akkor egy mozaikokbdl allo képet kapunk, de ha ezt tavolrol nézziik akkor, mivel
az emberi szem alul ateresztd sziiroként viselkedik, a kép pontjai dsszemosoddnak
¢és nagyjabol eldall az eredeti kép, azaz a szemiink javitott a képen az interpolaciod
segitségével. Emiatt tudjuk képeinket a monitor maszk racsan atsziir6dd
elektronok altal keltett fénypor felvillanasokbdl eldallitani, mivel szemiink ezeket
folytonos képpé mossa 6ssze. Ezen interpoldcio, no meg egyéb technikai okok
miatt, alkalmaznak a gyartok az 0 késziilékekben pontok helyet aperatira racsos
maszkolasi technikat, hisz igy a kiilonb6zé frekvenciaji, igy mas-mas szini
fényporokat lumindl6 elektron hullamok élei keverednek és igy egy aperaturan
beliil mar interpolaljak a képet.

Bar a linearis interpolacié még mindig durva kozelitése lehet az eredeti jelnek, de
mégis sok alkalmazasban hasznalatos. A linearis interpolacié eredménye mindig
folytonos fliggvény, bar ennek a fiiggvények a derivaltjarol mar ez nem
mondhat6 el. A linedris interpolaciot alkalmazasat gyakran elsérendi
tartoszervként ( first-order hold ) nevezik mivel a nulladrendii esettel ellentétben
itt mar a jelenlegi és a kovetkezd pont k6zott kapcsolatot teremt a jel €és nem
pedig csak ugras szerlien valtozik. Egy ilyen elsOrendi tartoszervet valdsit meg a
kovetkezd elrendezés:

plt)
)\ Xp(t) h(t)
> > (1
x(t) \x/ YToH e X (1)
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X, (t)
_ T -
P A ] // N S
i ~ s AN / N
s ~ — ~_. 7
L f 1
T 2T t
h(t)
1
=T T t

271. abra Elsorendii tartészervvel torténo interpolacio

Jol lathaté hogy h(t) haromszog alaku, ellentétben a nulladrendii eset téglalap
alaku sulyfiiggvényével. Ezért ha az interpolaciét mint konvoluciot értelmezziik
az 1d6 tartomanyban, mint ahogy azt nulladrendii esetben tettiik, akkor azt
kapjuk, hogy az elsérendii eset spektruma mar sokkal jobban hasonlit a perfekt
interpolaciot megvaldsito idedlis alul ateresztd sziird spektrumara, mivel:

H(w) = 1 {sin(omz)}2

T /2
H{cw)
T
Idealis interpolacids
; sz(rd
Elsérend(
tartészerv
———l |
L ON _ g 0 Wy W, W
2 2

272. abra Az elsérendii tartoszerv és az idealis interpolacios sziir6 spektruma
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Emiatt az elsérendii interpolacidval kapott kép jobb kozelitése az eredetinek mint
a nulladrendiivel kapott eredmény.

7.3. A tul ritka mintavételezés hatdsa: Alaising
( The Effect of Undersampling: Aliasing )

Az el6z0 részekben csupadn azzal az esettel foglalkoztunk amikor a
mintavételezési frekvencia elég magas volt ahhoz, hogy a spektrumok ne
lapolddjanak egymdsra és igy ne mosodjanak Ossze, ami meggatolnd a fent
emlitett technikak alkalmazasat a jel rekonstrukcié érdekében. Azonban mi
torténik akkor amikor o, > 2m,, nem teljesiil, azaz til ritkdn vesziink mintékat, és

az x(t) jel spektrumanak replikansai egymdasba lapolodnak. Ezt a jelenséget
nevezziik ,,alising”’-nak, ami hasonulast jelent magyarul, de igazdn megfeleldje
nincs a szakzsargonban. Ezt a jelenséget ¢és hatasait fogjuk a tovabbiakban
vizsgalni.

Hogyha csak a 263-es d4bra rendszerét tekintjiik o, <2wm,, mintavételezési
frekvenciaval, akkor az eredményiil kapott x (t) jel kozel sem lesz egyenld az
eredeti x(t)-vel. Habar ezt a savhatarolt interpolacidt hasznalva az x (t) jel a
mintavételezési idépontokban egyenld lesz az eredetivel:

x,(nT)=x(nT), n=0,xL+2,..

Hogy mélyebb bepillantast nyerhessiink x(t) és x,(t) kapcsolatdba a o, <2m,,
esetben, tekintsiik a kovetkezd példat. Legyen a vizsgalt x(t) jel az alabbi:

x(t) = cosm,t

A jel Fourier transzformaltja jol ismert és a kovetkezd abra ,,a” pontjdban
abrazoltuk is. A levezetés szemléletessége miatt a két impulzust masként
jeloltiik, hogy a duplikéciok eredetét jobban tudjuk azonositani. Nézziik most a
mintavetelezett x(t) jel spektrumat és jeloljik: X (o)-vel. Legyen most a
mintavételezési frekvencia o, rogzitett, és nézziik mi torténik ha a jel
alapfrekvencigjat, o,-t, és igy ezen jel esetében a maximalis frekvencidjat,
valtoztatjuk:
X(w)

E o a—
3

———

5

(a)
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2w,
o =
- 1 ° 6

5 w
2 a
(C) s (.00)
X, ()
. 4,
Aliasing e R wq = N
EEI NI
| I 1| 1
1 ] | | | 1
R Wy Wy Wy w
(w; —wg) 2
(d)
X (w)
Aliasi P 5w,
iasing wn =
T C6
} t T 1 Ao t A T
i | ' | | |
1 J1 | 1 ] 1 1
Wy W, Wy W, w
2

£
\

&

o

(e)

273. abra A tul ritka mintavételezés hatasa

A fenti dbran az alapfrekvencia négy kiilonb6zo értékére kapott mintavételezett
jel spektrumat abrazoltuk. A szaggatott vonallal a rekonstrukcidhoz alkalmazott
idedlis alul 4teresztd sziir spektrumat rajzoltuk be, amelyre o, =w,/2. A ,)b” és

a ,c” esetben o, >2m,, a,d” és az ,e” esetben o, <2m,teljesiilt. Jol 14thato,

hogy a ,,b” és a ,,c” esetben nem kovetkezett be az aliasing jelenség mivel
o, > 20, teljesiilt. Mind a négy esetre vonatkozolag az alul ateresztd sziird utan

kapott x_(t) jelet kiszamoltuk és a kovetkezot kaptuk:
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e

a) o,= 6S ; X, (t) =cosm,t = x(t)
b) o, = 22)5 ; X, (t) = cosm,t = x(t)
c) ®,= 4233 ; X, (t) = cos(m, — m,)t # x(t)
d) o,= 5235 ; X, (t) = cos(m, — m,)t # x(t)

Amikor az aliasing jelenség létrejon akkor az eredeti o, frekvencia dtmegy az
6neki megfeleld alacsony frekvencidba, azaz hasonul a (o, — o) frekvencidhoz.
Ahogy a o,/2 < ®, < o, tartomanyon o, relativ ardnya ndvekszik o, -hez képest
a kimenet frekvencigja, (o, —w,) egyre csokken. Ha példaul o, = w, akkor a

visszaallitott jel konstans értéket vesz fel. Ez teljesen megfelel annak a
problémanak amikor egy periodus alatt mindig ugyanarr6l a helyrdl vesszik a
mintat igy, a kapott mintadk ugyanolyan értékiiek és megfelelnek egy konstans jel
mintainak amire o, =0.

A kovetkez6 abrakon ezen esetek mindegyikét abrazoltuk az eredeti x(t) jelet,
mintavételezési pontjait, és az ezek alapjan rekonstrualt x (t) jel szerint:

Eredeti jel

Mintak

- Rekonstrualt jel
g E . AN “s
6

7 —
{AJO—'

/ /
/ \ Mintak / \
,/ 4 / \
\
A ! A : 5
/
/ ‘( I’ * t
/ \ / \
/ \ / \
\

N ,/ N /s AN ’

- - -

Pl
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2w
~ -~ ~ -~ 5
l/ /R / / “@o =
\ \ 6
/ i T /A \ /
/ \ / / \ / \
\ ] \ ! \ 1 \
! \ / \ / \ / \
,’ \ / \ / \ [’ \\ )
/ W/ \ ,I Y/ /
i \/l \./ l »/ u! -'/
(b)
U U U |
deog
wo = 5
,’ \ ,’ \ /’ \ 1’ \ ’
/ \ / \ ! \ ) \ /
/ \ ! \ ! \ ! \ /
/ \ / \ / \ ! \ /
1 \ 1’ ' l ' ! \ /
/ I v/ \ i
\\./ \\./ \‘../ \\./
(c)
t
5w,
i \\ e g \\ 6
/1 \ // \\ /
, )y / \ 4
X 7 1
‘V \\ }/ \\ y t
/ \ / \ /
/ /
N\ / AN /
~ ~
(d)

274. abra Az aliasing hatasa szinuszoidalis fiiggvény mintaibol visszaallitott jelre nézve,

(c) és (d) esetben van csupan aliasing
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Ezekrol az abrakrol jol latszik, hogy az alul ateresztd szliré miképp interpolalja a
mintavételezett pontokat. Lényegében véve mindig eldall a szinuszoidalis jel
csak a tul ritka mintavételezés esetén egyre kisebb frekvenciaval.

A tul ritka mintavételezés hatdsara tehat a magas frekvencidju komponensekbdl
alacsony frekvenciaji komponensek lesznek azaz a jel frekvencia komponensei
felcserélédnek. Ez a jelenség alapja a stroboszkdép hatdsnak is. Nézzik a
kovetkezd esetet amit az alabbi dbran abrazoltunk:

Forgd Lemez

/

Stroboszkép

275. abra Stroboszkép hatas

Van egy kor alaku lemeziink ami konstans sebességgel forog, és ezen a lemezen,
egy, a lemez egyik sugaran athaladd vonal taldlhat6. A stroboszkop villédzéd
fénye 1ényegében egy mintavételezd rendszerként foghato fel mivel nagyon révid
ideig és kis id6kozonként periodikusan vilagitja meg a lemezt. Ha a stroboszkop
felvillanasainak frekvenciaja sokkal nagyobb, mint a lemez forgési sebességébdl
adodo korfrekvencia, akkor a lemezt a forgési irdnyaval megegyezd irdnyban
latjuk forogni. Azonban amikor a lemez forgasi frekvencidjanak kétszeresénél
kisebb frekvencian iizemeltetjik a stroboszkopot, akkor a lemez forgasi
frekvencidja kisebbnek fog bizonyulni mint a tényleges, ¢és ugy latjuk mintha
lassabban forogna ¢s rdadasul az ellenkezd iranyban. Ezt tapasztaljuk a
légcsavaros repiildgépeknél is, amikor a légcsavar olyan sebességgel forog, hogy
a szemlélo szamara ugy latszik, mintha lassan visszafelé forogna. Ha pont egy
felvillanas esik minden korbefordulasra, azaz o, = ,, akkor a lemez allni latszik

pedig valojaban forog.

Bar magarol az ,,aliasing”-rdl azt hinnénk, hogy csupan egy karos és emiatt
keriilendd jelenség a jelfeldolgozas teriiletén, azonban vannak alkalmazasok ahol
pont ezt furcsa tréfajat hasznaljak ki a matematikédnak. Példaul a mintavételez6
oszcilloszkép ( sampling oscilloscope ), olyan mérdeszkéz, amely a nagy
frekvencids jelek hullamformajat ugy jeleniti meg, hogy a tal ritka
mintavételezés hatasara fellépd alaiasing miatt a nagy frekvencids
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komponenseket az alacsony frekvencia tartomanyban konvertalja, mivel innen
mind a mérés mind a megjelenités is konnyebben elvégezhetd.

7.4. A folytonos jelek diszkreét idejii feldolgozasa ( Discrete-Time Processing of
Continuous-Time Signals )

Sok alkalmazéasban 6ridsi mértékii elonyt jelent a folytonos jelek diszkrét jelekké
vald konvertalasabol szarmazé diszkrét jelfeldolgozés lehetdsége. Ezen a modon
a kiils6 analog vilag jeleit diszkrét jelekké alakitva, azokat feldolgozva majd jra
folytonos idejii jelekké konvertdlva felhasznalhatéak a digitalis technika
vivmanyai és az analdg jelfeldolgozasnal jelentkezd, gyakran megoldhatatlan
problémakkal tobbé nem kell torédniink. SOt a diszkrét jelek processzalasara
szamitogépek is felhasznalhatéak amelyek széleskorii programozasi lehetdségei,
halozati funkcidi rendkiviil Osszetett jelfeldolgozod, szabalyzd vagy iranyitasi
rendszer megvalositasat teszik lehet6ve.

Nagy altalanossagban véve a folytonos idejli jelfeldolgozas ilyen megkozelitése
felfoghato az alabbi harom miiveletet végzo rendszer soros kapcsolataként:

e 1
| |
| |
| |
| . |
— 1 | Jelkonverzié XInl | Diszkrét ideji vinl Konverzié v (t)
| diszkrét idébe g rendszer o folytonos idébe | .
| I
| |
\ |
L o i

276. abra Folytonos jelek diszkrét idejii feldolgozasa

Ahol x,(t)és y (t)folytonos jelek és x[n], y[n] pedig az Oket reprezentalo
diszkrét jelek. Persze a fenti rendszer valdjaban folytonos idejii rendszernek

tekinthetd, mivel mind a bemenet, mind pedig a kimenet folytonos jel és emiatt
folytonos iddben megismert eszkdzeinkkel vizsgalhato.

Maga a jel atalakitas és visszaalakitds miatt az egész rendszer a mintavételezési
tétel elméleti alapjain nyugszik, és helyes miikodését az ott megismert
kritériumok betartdsa teszi lehetdvé. Ezért ha a mintavételezési frekvencia
megfelelé akkor a x_(t)jel, a beléle vett pillanatnyi mintdk, azaz a x_ (nT)

értékek altal teljes mértében reprezentalt. Mivel x[n]-et szeretnénk felhasznalni
mint a x_(t) diszkrét idejli megfeleldjét, ezért:

x[n]=x,(nT)

A x_(t) folytonos jel x[n] diszkrét jellé valo atalakitasat a fenti rendszer elsd rész

rendszere végzi. Ezt a miiveletet folytonosrdl diszkrét idébe vald 4talakitdsnak
(C/D) ( continuous-to-discrete-time conversion ) nevezzik, és az ezt végzd
rendszert pedig C/D jelatalakitonak. Ennek a miiveletnek az inverzét végzi a
harmadik részrendszer amit D/C, azaz diszkrét/folytonos jelatalakitonak hivunk.
A szamitogépes rendszereknél és digitalis eszkozoknél, a C/D konverziot A/D
( analog-to-digital ) atalakitasnak, a D/C konverzidt pedig D/A atalakitasnak
nevezik, és az ezeknek megfeleld konvertereket is hasonldan jeldlik.

Hogy jobban ra tudjunk vilagitani az x_(t) és az x[n] jel kapcsolatara célszerti ha
a folytonos/diszkrét konverziot egy kétlépéses miveletként képzeljik el,
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melynek elsé 1épésében a folytonos jelet mintavételezziik majd az igy eldallo
impulzus vonatot diszkrét szekvenciava alakitjuk. Ezt a két 1épést illusztralja a
kovetkez6 abra:

CID konverzié

T 1
I op() }
! |
! I
|

| x_(t) Impulzus vonat :

konverzié _
x(t) | diszkrét _"‘1'"“" x[n] =xc(nT)

| szekvenciava |
| |
| |

L J
(a)
x_ (t) x (t)
P T=T, P T=2T,
- ~_ —~ - RN i
A 1, - \;"“_"/
0 T 2T t 0 T 2T t

(b)

Ml il

-4-3-2-1 0 1 -3 -2 -1 2 3 4 n

(c)

277. abra Adott jel impulzus vonattal torténé mintavételezése és diszkrét idétartomanyra valokonverzidja
Az elsd lepesben, ami a mintavételezési eljarast valositja meg, az x (t)jel egy

impulzus vonatnak fele meg, amelynek egymastol azonosan T mintavételezési
idének megfeleld tavolsdgra 1évd impulzusainak amplitiddja a folytonos jel
mintavételezési helyein felvett értékeivel allnak 6sszhangban. A masodik 1épés
soran, ahol a még folytonos idejii impulzus vonatot alakitjuk diszkrét idejii
szekvenciava, 1ényegében olyan jelet allitunk eld, amely egységnyi tavolsagokra
tartalmazza a T tavolsdgokra elhelyezkedd mintak értékeit, az 0 fiiggetlen ,,n”
valtozo fiiggvényében. Igy a mintakat tartalmazo impulzus vonat diszkrét ideji
jellé valo atalakitasa felfoghato egyfajta iddnormalizalasnak is. Ezt a konverziot
két kiilonbozod T-re dbrazoltuk a fenti abran.
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A frekvencia tartomanyban tudjuk, hogyx (t)és x (t)kozott a kovetkezd
kapcsolat all fent:

X, @) =2 > X, (0-ko)
k=-0

Viszont a mintavételezett jel spektrumat felirhatjuk a mintdk alapjan is,
mégpedig mivel

X, ()= i X, (nT)3(t —nT)

igy
X, (o) = z X, (nT)e "

n=—oo

Ha most a diszkrét idejt x[n] jel Fourier transzformaltjat nézziik akkor:

X(Q) = ix[n]e_jgn

n=-o

Mivel x[n] az eredeti jel mintaibol épiil fel, igy:

X(Q) = ixc(nT)e’jQ“

n=-—o0

Ha most a két Fourier transzformaltat Osszehasonlitjuk akkor a kovetkezd

megallapitasra jutunk:
Q

A X (o), X, (0), X(€2) transzformaltak kozotti kapcsolatot a kdvetkezd abra

szemlélteti két kiilonboz6é mintavételezési idére vonatkozolag:

X, (w) X, (w)
1 1
(¥ (]
Xp(w}
1 T=T,
AN/ NIAN
| 1
2 0 7 o
T1 T,
X(8£2)
1 1
| | | |
27 27 Q -2 2 Q

278. abra Osszefiiggés a folytonos mintavételezett jel spektruma és annak diszkrét megfelel6je kozott
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Jol lathato, hogy X(€) nem mas mint a frekvencidjdban skalazott mésa az
X, () spektrumnak, és periodikus mégpedig 27-vel a mintavételezési id6tol
fiiggetleniil. Persze ez a periodikussig minden diszkrét idejii Fourier
transzformalt sajatja. Ha most az eredeti folytonos jel spektrumaval hasonlitjuk
Ossze a X(€2) spektrumot, akkor észrevehetd, hogy annak masolatait tartalmazza
adott, a jeltdl fliggetlen frekvencidkon, amik nevezetesen 27 tobbszdrdseivel
egyenlok. Az eredeti spektrum replikasainak megjelenése az impulzus vonattal
tortén0 mintavételezés hatasra kovetkezik be, emiatt a C/D konverzid elso
1épésében, a mintavételezés soran torténik meg. A frekvencia skalazas viszont az
impulzus vonat diszkrét jellé valod atalakitdsa miatt jon létre, ezért a konverzio
masodik 1épésének, azaz az id0 normalizacidonak tudhatdo be. Mivel Fourier
transzformacié hasonldsagi tulajdonsdganak megfeleléen az iddbeli fiiggetlen
valtoz6 skalazésa, azaz szorzésa 1/T-vel, a frekvencia tengely T-vel valo
skalazasanak felel meg, igy mivel a C/D konverzi6 soran a x (t) jel x[n] diszkrét
jellé valo atalakitdsanal, azaz az id6 normalizaciondl ugyanez a jelenség jatszodik
le, igy az idonormalizascio felfoghat6 az 1d6 tengely 1/T-vel vald skaldzasanak.

Ha most a D/C konverzidt nézziik, amely mar a teljes diszkrét jelfeldolgozo
rendszeriink harmadik, egyben utols6 szakasza, akkor pont az ellenkezd
miiveleteit kell végrehajtanunk a C/D konverzi6 1épésinek.

Tehat egy y[n] diszkrét jelbdl folytonos idejli impulzus vonatot kell késziteniink,
melyet y (t)-vel jeloliink, majd ebbdl a vonatbdl a folytonos mintavételezésnél

targyaltak alapjan a mintdknak megfeleld folytonos y,(t) jelet kell késziteniink.

Ezt az eljarast az alabbi abran lathatjuk:

DIC konverzid

‘!_ ________________________ 7
|
| |
| |
| Diszkrét id& vy (1) T !
konverzidja .

y[n] -—-\L» impulzus o _-t_* Ye h)
\ vonatta _ ﬁi _('fg & |
; 2 2 |
| i
.- _

279. abra Diszkrét idejii szekvencia konverzigja folytonos jellé

Ha most az egész jelfeldolgozo rendszert abrazoljuk eddigi ismereteink alapjan,
akkor a kovetkezd elrendezéshez jutunk:
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H, (w)
T T T T T T T T e e B ———————
| |
L plt) |
|
|
e I
Diszkrét Idé T
/1\ X, (t) Impkulzus U:’_“ﬂ‘f x[n] y(n] konverzida Y, (t) |
e (X} diszhrét H(S2) impuizus M1 v
' szekvenciava vonatta -~ -‘:’3 s I
' 2 2

e e e e e s e e e e e e e s e e e e e e

280. abra Diszkrét idejii folytonos jelet feldolgozé rendszer

SO

Vilagosan latszik, hogyha a diszkrét alrendszer identikus, azaz x[n] = y[n] akkor

a teljes folytonos jelfeldolgozd rendszeriink is az. Nos, hogyha sokkal
altalanosabb diszkrét rendszer esetén vizsgaljuk a problémat, azaz ha H(Q)

lényegesen bonyolultabb, akkor az egész folytonos idejii rendszer frekvencia
valasz fiiggvényének a meghatarozasa az alrendszerek altal képviselt frekvencia
valsz fliggvények szorzata lesz, am ezeket mivel diszkrét transzformaltak
folytonos transzformaltakka kell konvertalni. Hogy konnyebben megértsiik ezt,
tekintsiik az alabbi példa jel spektrumait a feldolgozas kiilonboz6 fazisaiban:

X, (w)
1
—wpy 0 Wy w
(a)
X, (w)
1
T
l
— Wy —wpy 0 A . w
(b)
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X(£2)
/\ /\ l
—w,T —wpy T mT w,T=2r Q
(c)
H($2), X(£2)
X(82)
q\ H(£2)
| i 1 |
—wy T Q. wyT 2 Q
(d)
H, (w), X, (w)
1
T
A
|
Qc 2,
”‘{.-)5 _(.OM _? ? OJM 5 w
(e)
H. (w), X, (w)
1 X (w)
A H, (w)
A 9 9 X w
e T T Om
(f)

281. abra A diszkrét jelfeldolgozé rendszer jeleinek spektrumai

Az elsé harom jel a folytonos bemenet atalakuldsanak spektrumbéli valtozasit,
mig az utols6 harom abra a kimenet 1étrejottének 1épéseit irja le. Jol latszik, hogy
a legvégiil kapott kimenet spektruma az X(Q) ¢és H(Q) szorzatanak 1/T-vel

skalazott és alul aitereszté szﬁr('ivel Végott eredménye azaz a bement diszkrét jel

crer

valasz fliggvényének a konvolucidja, amit idében vissza normalizaltak folytonos
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impulzus vonatta és alul ateresztd sziird segitségével folytonos kimeneti jellé
alakitottak. Ha az elsd és az utolso jel alakot megnézziik, vilagos az a tény, hogy
a teljes rendszerre vonatkozoélag igaz az alabbi:

Y. (0) =X, (0)H(T)

Ennek eredményeként a teljes rendszer leirhaté egyetlen folytonos LTI
rendszerrel aminek frekvencia valasz fliggvénye H_(®) a kovetkezd féle képen

fiigg a diszkrét feldolgoz6 rendszer frekvencia valasz fiiggvényétol, H(Q)-tol:

H(coT),co|<%
H.(0)= w
0, o] > ==
2
H(£2)
1
\L/] '\I/
-Q, 0 Q o1 Q
H, (w)
7‘Qc Qc
T T «

282. abra Diszkrét rendszer frekvencia valasz fiiggvénye
és az ennek megfelel6 folytonos rendszer valasz

Azaz a fenti abranak megfeleld diszkrét alul ateresztd sziird transzformaltjanak
egy 1/T-vel skalazott periodusa a neki megfeleld folytonos idejii sziird
spektruma.

Igazabol, az egész jelfeldolgozd rendszer leirhatdsdga egy folytonos idejii LTI
rendszerrel igen meglepd kovetkezmény, mivel a rendszerben részt vevo
impulzus vonat moduldtor nem id6 invaridns. Azonban a mintavételezési tétel
alkalmazasa, azaz a sdvhatarolt jelek mintavételezése kdzben az alaising jelenség
elkeriilése, lehetové teszi ennek, az altalanossagaban véve nem linedris Osszetett
rendszernek, egyetlen LTI rendszerrel valo leirasat.

7.4.1. Digitalis differenciator ( Digital Differentiator )

Egy folytonos idejii differenciald sévhatarolt szlir6t szeretnénk megvaldsitani a
fenti diszkrét rendszer altal. Ahogy azt a folytonos idejii sziirék kapcsan
megemlitettiik a differenciald sziird frekvencia valasza a kovetkezo:

H (o) = jo
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¢s a savhatarolt, ®, vagasi frekvencidju, differencialé szlirének pedig:

{j(o, |(o|<coc
H (0) =
0, |(o| > o,
[ H (w) |
wC
—w, W, w
L H, (w)
3

[SIE]

283. abra Frekvencia valasz fiiggvénye az idedlis savhatarolt differencialo sziirének

o, =20, mintavételezési frekvencidt hasznalva a folytonosnak megfeleld
diszkrét ideju differencidlo szlird frekvencia valasz fiiggvénye a kdvetkezo lesz:

H(Q) = _](%) Q<

| H(S2) |

< H(Q)

[SIE]

LSIE]

284. abra A folytonos differenciator sziir6t megvalésité diszkrét rendszer spektruma
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Ezt a diszkrét megoldast hasznalva az y_(t) jel az x_(t)jel differencialtja lesz,
addig amig a mintavételezésnél nem 1ép fel az aliasing jelenség.

7.4.2. Fél-mintas késleltetés ( Half-Sample Delay )

Most probaljuk meg a folytonos idejii idotolds miiveletet megvaldsitani diszkrét
jelfeldolgozo6 rendszeriinkkel. Ehhez a kovetkezd kapcsolatnak kell fennallnia a
rendszer kimenete és bemente kdzott:

Ye(H) =X (t=A)

ahol A az iddeltolas mértékét jeloli. Ekkor alkalmazva a Fourier transzformalt
idevagd tulajdonsagat:

Y, () =e "X, (o)

Mivel az x,(t)jel savhatarolt ( ellenkezd esetben nem hasznalhatdak eddigi

eredményeink ) és mivel a jelfeldolgozd rendszernek megfeleld folytonos
rendszer frekvencia atviteli fiiggvényének is sdvhataroltnak kell lennie, ezért
valasszuk a kovetkezd karakterisztikat:

—JjOA
I e
0, egyébkeént
[ He (o) |
1
—(uc W, w
J H, (w)

1 !/ A meredekségli
t I
/l ! “

285. abra A folytonos idejii késleltetést megvaldsité rendszer spektruma

ahol o_a vagasi frekvencidja a folytonos idejli szlir6nek.

Ha o, =2m,-re valasztjuk akkor az ennek megfeleld diszkrét frekvencia valasz
fliggvény nem mas mint:

HQ)=e"T, |Q<n
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| H{€2) |

286. abra A folytonos idejii késleltetést megvalésito diszkrét idejii rendszer spektruma

Savhatarolt jelekre nézve egy ilyen diszkrét rendszer kimenete a bemenet idébeli
eltoltja. Ha igaz, hogy A/T egész szam akkor:

A
y[n]= x[n - ¥}

Ha viszont A/ T nem egész szam akkor a fenti egyenletnek nincs semmi jelentése,
mivel csak egész indexre definidlt a jel. Azonban még ebben az esetben is
kapcsolatot tudunk taladlni x[n] és y[n] kozott azzal a kikotéssel, hogy x[n]
savhatarolt. Mivel lényegében az x_(t)jel mintavételezése az x[n] jel és forditva
pedig az x[n] jel savhatéarolt interpolacidja ax (t), és ugyanez igaz y,(t) és y[n]
mintavételezése ebben az esetben. Igy ha A/T =1/2, amit gyakran fél mintés
késleltetésnek hivnak a kdvetkezo féle képen alakul a rendszer valasza egy példa

jelre:
P (RN /xc(t)
I/ e ™ N x[n] = x.(nT)
0 T 2T t
(a)
0 T 2T t
(b}

287. abra Egy folytonos jel mintavételezése
(a) normal esetben; (b) félmintas késleltetéssel
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7.5. Mintavételezés a frekvencia tartomdanyban ( Sampling in the Frequency Domain )

Az eldézéekben az idétartomdnybeli mintavételezését vizsgaltuk a sévhatérolt
jeleknek, s a mintavételezési tételben foglaltuk Ossze legfobb ismereteinket.
Azonban, ahogy azt mar a Fourier transzformaltak kapcsan is lathattuk, a
folytonos jelek id6 ¢€s frekvencia tartomanya kozott egyfajta dualitas érvényesiil.
fgy a folytonos idére megalkotott mintavételezésiinknek is létezik dualisa a
frekvencia tartomanyban. A kovetkezOkben az id6hatarolt, azaz véges hosszu
jelek frekvencia mintakbdl valo rekonstrukcidjanak lehetdségeit fogjuk vizsgalni.
Levezetésiinkhoz tekintsiik a folytonos idejii mintavételezés dualisat, azaz a jel
frekvencia mintavételezéséhez hasznaljuk most nem az id6ben hanem a
frekvencia tartomanyban egy impulzus vonatot €s ezzel szorozzuk be a jel
spektrumat, azaz:

X(w) = X(0)P(w)
Ugyanez az idében konvolucioként jelentkezik:
X(t) = x(t) * p(t)

ahol
] & 21
p(t)=— S(t - —k]
®, kzz—oc ®,
ezért

~ 1 & 2n
X(t)=— ) x t——kJ
o

Jol lathatéan ez az egyenlet dualisa a folytonos idében megismert
mintavételezési egyenletnek. Egy ilyen rendszerre példa az alabbi elrendezés és a
benne szerepld jelek spektrumbéli valtozasai.

X{ew) (%) > X(w) = X(wIP(w) = T Xlkwg) 8w — kas)
k= o

z 5((4)"'((&)0)

k=—oo

P(w)

(a)
X{w)
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P(w)
EEEREEEE
0 Wy 2w w
X(w)
| T f ) R
0 wy 2wy w
(b)

288. abra Mintavételezés a frekvencia tartomanyban

Ha x(t) id6hatarolt, azaz
x()=0, [f>T,

akkor a

2n > 2T,

o)
teljesiilése esetén az X(t)jel a nem atlapolddo replikansait fogja tartalmazni az
x(t) jelnek a T, =2n/w, egész szamu tobbszoroseivel leirhatd idépontokban.
Ebben az esetben az eredeti x(t) jel és persze igy az X(w)transzformalt
rekonstrualhaté az X(t)jel nulla korili értékeinek kiablakozasaval, amit angolul

»low-time windowing”-nak hivnak. Azaz lényegében egy sziir6t valositunk meg
az idétartomanyban amelyre:

x(t) = X(Hw(t)

ahol
oy <
w(t) = (;)TO
0, [f>—
®,

Ezt illusztralja a kovetkezd példajel frekvencia mintavételezése és vissszaallitdsa:
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x(t)
1
._Tm Tm t
x(t)
1
Wy
_ 2 2 t
) o
wit)
Wo
T i t
Wo Wo

x(twlt) = x(t)

1

289. abra Frekvencia mintavételezés hatasa az id6 tartomanyba,
és a jel visszaallitasanak lehetdsége

Haa

2n > 2T,

@,
egyenldtlenség nem teljesiil akkor x(t) replikdnsai egymadsra lapolddnak és tobbé
az eredeti x(t) jel nem lesz visszaallithat6 a frekvencia mintakbol.
Az interpolacional emlitettek alapjan, az alul atereszté ablakozasa az X(t)
jelenek, hogy visszanyerjiik x(t)-t, Iényegében tgy is értelmezheté mintha a X(t)
altal képviselt frekvencia mintdkat interpolalnank a frekvencia tartoméanyban.
Azaz:

X(o) = i?{(m) * W (o)
2%
ahol

X(®) = iX(ka)S(m — ka,)
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¢s W(w) a w(t) Fourier transzformaltja:

W(w) = 2nsinc(gj

Wy

fgy az elézéek alapjan:

X(w) = i X(kwo)sin{m_—kwo}
®

0

k=—0

Tehat a sin. fliggvény segitségével az interpolacid pontosan elvégezhetd a
frekvencia tartomanyban egymastol egyenld tavolsagra 1évo frekvencia mintakra

vonatkozoélag, ugyanugy, ahogy arra lehetéség nyilt az iddtartomanyban
mintavételezett jelek esetén az idétartomanyban szerepld minta sorozatra.

7.6. Diszkreét jelek mintavételezése ( Sampling of Discrete-Time Signals )

Az eddigiek soran csupan a folytonos idejii jelek mintavételezésével
foglalkoztunk ¢és hogy annak elméleti alapjait jobban megértsikk szamos
alkalmazast és példat emlitettiink meg. Ahogyan majd latni fogjuk nagyon sok
hasonld6 eredményt és Osszefliggést tudunk levezetni a diszkrét jelek
mintavételezése esetén is.

A folytonos esettel parhuzamosan a diszkrét jelek mintavételezése is a kovetkezd
miikddési elven alapszik:

e

x[n] e $- xp[n]

pln] = ‘_ 6[n—kN]
K <

290. abra Diszkrét idejii mintavételezés
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A fenti peldajel hatasara a rendszer kimenetén kapott x [n] jelre igaz, hogy az N

mintavételezési 1d6 egész szamu tobbszoroseire nézve egyenld az eredeti jellel a
tobbi idéegységre pedig zérus. Igy:

x[n], han=kNaholkeZ
X,[n]= -y
0, egyébként

Ha most a modulacids tulajdonsag segitségével a spektrum béli valtozast
tekintjiik amit a diszkrét idejii mintavételezés okozott, akkor mivel

x,[n]=x[n]p[n] = ix[kN]S[n —kN]

k=—o0

ezért a spektrum a kovetkez6 modon alakul:
1
X,(Q) = %.LHP(G)X(Q —0)do
Azonban ahogy mar ezt folytonos iddben levezettiik:
P(Q) = 2n D 3(Q-kQ,)
N k=—o0
ahol Q_ =2n/N a mintavételezési frekvencia. Ezt behelyettesitve kapjuk, hogy:

X, (Q)= ﬁEX(Q ~kQ,)

k=0

A fenti egyenlet ugyancsak megfeleltethetd a folytonos esetben a mintavételezett
jel spektrumat leird egyenletnek.

A diszkrét idejii mintavételezés hatasat mutatja be az aldbbi dbra egy sadvhatarolt
példajel spektrumara:

X{(£2)
1
/\ /\
—2m -2y 0 Qu 2r Q2
(a)
P(£2)
2n
oot t I B
Q, 2
(b)
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X, ()
1
| l
Y QM\ Q, Zn §
(c) (2, - Q)
X, (2
1
N
| |
€2 2
(d)

291. abra Diskrét jel impulzus mintavételezésének hatisai a spektrumra nézve

Jol latszik, hogy ha (Q,—-Q,,)>Q,,, vagy masképp Q >2Q,, , akkor nincs
aliasing, mivel az eredeti jel spektruménak mésolatai nem lapoldédnak egymasra,
viszont ha a fenti kritérium nem teljesiil az atlapolodas létrejon. Ha nincs
atlapolodas akkor egy alul ateresztd sziird segitségével, melynek erdsitése N €s a
vagasi frekvencidjara igaz, hogy Q,, <Q, <(€Q,-Q,), az eredeti x[n] jel
spektruma ¢s igy a jel maga is visszaallithato. A példa kedvéért egy ilyen
visszaallitast dbrazoltunk, ahol a szlir6 vagasi frekvencidja Q /2 volt:

pln]
/L xp[n]
xtrl ———()——

> H(Q) P> x [n]

X(£2)
1
/\ A
ST 2t Q
X, (£2)

NS,
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H(2)
N
]
Q
—5—5 2 Q)
X, (£2)
:
/\ /|\
~Qy 2, m Q

292. abra A diszkrét jel rekonstrukcidja a mintaibél alul atereszté sziiré segitségével

Ha viszont a Q> 2Q,, nem teljesiil akkor x [n]=# x[n], de ahogy azt folytonos
esetbe lathattuk, tovabbra is igaz marad, hogy:

X [kN]= x[kN], k=0,£1,£2,...
attol fliggetleniil, hogy az aliasing jelenség 1étrejon-e vagy sem.

Az x[n] jel alul ateresztd sziirdvel valo rekonstrukcioja megfelel az x [n] altal

e

valasz fiiggvényét vizsgalva a kdvetkezot kapjuk:
h[n]= NE3, sinc(gcnj
2n I

A rekonstrualt jel pedig Iényegében egy konvolucié eredménye:

X,[n]=x,[n]*h[n]

vagy behelyettesitve:
x,[n]= > x[kN] N2, sinC(QC (n— kN)j
P 2n T

A fenti egyenlet egy ideélis savhatarolt interpolacidt ir le aminek elvégzéséhez
egy idedlis alul ateresztd sziird sziikségeltetik. Azonban az alkalmazasokban
csupan ennek megfeleld pontossagu kozelitése hasznalhato. Ezért egyenletiink az
alabbi alakra modosul:

x,[n]= > x[kNTh,[n — kN]

k=—00
ahol h [n]az idedlis szlir6t kozelitd szlirési eljaras impulzus valasz fliggvénye.
Az el6z6 részben a folytonos ideji mintavételezés dualisat vizsgaltuk, és mivel a
dualitds a diszkrét tartomanyra is €él, vizsgaljuk meg a diszkrét tartomanyra

vonatkoz6 frekvencia mintavételezést. Ahogy az elébb tettiik, szorozzuk meg a
mintazni kivant idéhatarolt jel spektrumat a P(Q)mintavételezé impulzus vonat

spektrummal.
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oo

X(82) X(Q) Mk,EmX(k\QO)S(Q kﬂo)
P(Q2) = s (Q k&) " o
X(82)
THTHTTLJHTHJ g
X(£2)
AT +Toi+ *Uu

293. abra Impulzus vonattal torténé mintavételezés a frekvencia tartomanyon

Lathato, hogy az eredmény teljesen ugyan az mint folytonos esetben, csupan
azzal az apro, de el nem hanyagolhato kiilonbséggel, hogy itt a € frekvencia

kozre, ami elvalaszt két impulzust, teljesiilnie kell, hogy N =2n/Q egész szam,

mivel maskiilonben P(Q) ¢és )N((Q) nem lenne periodikus 2m-vel. A frekvencia
mintavételezés az idotartomanyban ismét konvolucioként jelentkezik:

X[n]=x[n]*p[n]

és mivel:

pln]= - Ly 8[ —k—}

Qy = Q,

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas 296

ezért:
X[n]= N ZX[H - kN]
2n =
Ha feltessziik, hogy az x[n] jel idohatarolt, azaz:
x[n]=0, n<0vagyn>N-1

akkor, ahogy az az alabbi példajelen is latszik, az X[n] jel egymasra nem

atlapolédd masolatait fogja tartalmazni az eredeti x[n] jelnek az N értékének
tobbszoroseivel egyenld idéegységeknél. Ezért az eredeti x[n] jel alul ateresztd
ablakolassal visszanyerhetd, azaz:

x[n]=X[n]w[n]

ahol
x[n]
[Tetlt e,
x[nl
tltette. . otltette, . el Tetly
wn] N_?{O
x[nlwin]

[terle.....

n

294. abra A frekvencia tartomanybéli mintavétel hatasa a diszkrét id6 tartomanyra

Ha viszont a jelre nem teljesiil a fenti idohataroltsadg, akkor a jel replikansai
atlapolodnak és bekovetkezik az aliasing jelenség.

Fontos még azt is megjegyezni, hogy a jel N pontos DFT-je aranyos a jel
spektrumanak 2m/N frekvencia kozonként torténd mintavételezésével, ami
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kovetkezménye annak, hogy a frekvencia mintavételezett jel nulla és N kozott
egyenld az eredeti jellel.

7.7. Diszkrét idejii tizedelés és interpoldacio
( Discrete-Time Decimation and Interpolation )

A gyakorlatban ingen sok alkalmazas hasznalja a diszkrét mintavételezési
technikat, féleg a jel multiplexdlds és a szlird tervezés teriiletén. Ezen
alkalmazasok szamara éltaldban nem gazdasagos az x,[n] mintavételezett jel

tovabbitasa mivel annak meghatarozott részei zérus értéktiek, igy mivel ugyis
tudott, hogy csak a mintavételezési helyeken vesz fel értéket a jel, ezért csupan
ezeket az értékeket tovabbitjak. Ebbdl kifolydlag a mintavételezett jelet egy
X 4[n]szekvenciaval reprezentaljak, ami csupan az x [n] jel minden N-dik, azaz

x[n] minden N-dik értékét tartalmazza ha a mintavételezés N id6kozzel tortént,
vagyis

X4[n]=x[nN]=x [nN]

Azt a miiveletet, amely soran csupan minden N-edik értéket emeljiik ki a jelbdl,
mint mintat, tizedelesnek ( decimation ) nevezziik. Az x[n], x [n], és x4[n] jelek

kozti 0sszefliggést egy példa jelre az alabbi dbra szemlélteti:

] M~

x, [n]

il 7

n

295. abra A tizedelés és a mintavételezés kapcsolata

Hogy a frekvencia tartomanybéli hatdsait is megvizsgalhassuk a tizedelésnek,
induljunk el visszafelé, azaz irjuk fel a x,[n] jel spektrumat.

X Q)= Z:Xd[n]e‘jQn = pr[nN]e‘jQ"

n=-w
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Mivel x [n] zérus kivéve N egész szdml tobbszoroseit, ezért atirhatjuk a fenti

egyenletet:

X ()= iolxp[n]e_jgmN = Xp(%j

n=-o0

A mintavételezett jel spektruma tehat megnyulik, skaldzodik a tizedelés hatdsara.
Azaz egyfajta frekvencia normalizacié kdvetkezik be. Ezt érzékelteti a kdvetkezd
példajel spektruménak valtozésa is a tizedelés hatasara.

X(82)
1
/\ | /\
82y 24 T 2w Q
X, (82)
1
7y Sy s 27 Q
X4 (82)
L
N
\ 1 /\
- N&2y, NQy m 2m Q

296. abra A tizedelés hatas a spektrumra nézve
Ha az eredeti jel spektruma megfelelden savhatarolt volt, azaz az x [n] jel

spektruméban nem jott létre atlapolodas, akkorx,[n] spektruma ugyanugy
tartalmazni fogja X(Q) replikdnsait, s6t a masolatok N szer akkora
frekvencidkon fognak jelentkezni mint az X (€2) spektrumban.

Ha az x[n] jelet egy x(t) folytonos jel mintavételezéseként nyertiik, akkor a
tizedelés miivelete felfoghato ugy mintha N-ed részére ndveltik volna a
mintavételezési idokozt. Hogy elkeriiljiik emiatt a tizedelés kozben esetleg
jelentkezd aliasing jelenséget, az X(Q)spektrum nem foglalhatja el a teljes,
egyébként a helyes mintavételezésnél lehetséges, maximalis savszélességet. Ez
viszont ugy interpretdlhatd, hogy a mintavételezési eljards nem volt hatékony, és
tal sok mintavétel tortént, igy a mintavételezési idokoz csokkenthetd. Emiatt a
folytonos jel mintavételezésébdl eldalldo x[n] szekvencia tizedelését, gyakran
minta ritkitdsnak ( down sampling ) nevezziik.

Néhany alkalmazasban, a folytonos bemeneti jel mintavételezése pont annyira
kis felbontdsu amit még a jel savszélessége megenged, azonban a jelfeldolgozas
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sordn a jel savszélessége csokkenhet, és ebbdl kifolydlag gazdasagtalan lesz a
felbontas ilyen mértékli finomsaganak a hasznalata. Erre ad példat a kovetkezd

rendszer:
x[n] Diszkrét idej
X, () m— kor?\’;zrzié 3| alul ateresztd SZUrS fmmmmmmm—g— Yy [N]
H(2)
X, (w)
T Wy Wy w
W= 2wy
L |
—2 4 21 Q
H(2)
1
! |
—2m —82 Q. 27 Q
Y($2)
2 _Q’c Qc 2m 2

297. abra Folytonos idejii jel amelyet eredetileg a Nyquist hataron mintavételeztiink,
majd diszkrét idejii szlirés utin minta ritkitasnak vetettiik ala

Mivel a gazdasagossag a fo6 szempontunk, ha az nem megy a pontossag rovasara,
ezért a jel felbontdsa csokkenthetd megfeleld mértékli tizedelés hasznalataval,
ugy hogy informécio6 vesztés nem kovetkezik be.

Bar vannak alkalmazéasok ahol a minta ritkitds elényos lehet, mas problémaknal
éppen a magasabb mintavételezési frekvencidra vald konvertalasa elénydsebb a
jelnek. Ezt az eljardst minta dusitasnak ( upsampling ) vagy koztes
interpolacionak nevezik. A minta duasitas éppen a forditott eljarasa a tizedelésnek.
Itt éppen az x,[n] jelbdl indulunk ki amibdl x[n]-et szeretnénk meghatarozni.

Ezt ugy érjiik el, hogy az x,[n] jelbdl elkeszitjiik a x [n] jelet ugy, hogy x,[n]

minden egyes értéke utan N-1 nulla értéket szarunk be a szekvenciadba. Ezutan az

Dr. Fodor Dénes és Toth Roland, verzio 2.0



Digitalis Jelfeldolgozas 300

x,[n] jelet interpolaljuk egy alul ateresztd szlrd segitségével €s igy eldall a
dusitott x[n] jel. Ezt az eljarast mutatja be a kdvetkez6 abra:
c o S

S \N

™
<

Nr_._.... (3 (o]

m

=
[}

X, (€

A
X()

X, ()
2A

|
I Y

S A !

)

c c
£
a
x
| L o i

298. abra Minta dusitas

e % [ 1]
H()

Idealis
alul ateresztd
szliré
H(£2)

=27

x, [n]

érés

Tizedelt szekvenciarol
mintavételezett alakra
torténd att

L —"

1

X4 [n]

|

1l
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Az egyik olyan eljaras ami igényli a minta dusitast, nem mas mint a kiilonb6zd
szekvenciak frekvencia osztdsos multiplexalasa. Ha M csatornat tételeziink fel
akkor sziikséges, hogy mindegyik x.[n]bemeneti jel sdvhatarolt legyen és, hogy:

X,(Q) =0, ﬁ<|ﬂ|<n

teljesiiljon. Ha viszont a bementi jelek nem férnek el a szdmukra kijelolt
sdvszélességben, akkor magasabb mintdzasi frekvenciara kell ket konvertalni,
azaz dusitani kell 6ket a multiplexalas miivelete elott.

7.7.1. Diszkrét idejii transzmodulacio ( Discrete-Time Transmodulation )

A mai rendszerekben a diszkrét jelek csatornan valo atvitele kozben a jelek TDM
( 1d6 osztasos multiplexalt ) vagy FDM (frekvencia osztasos multiplexalt ) jelek
formajaban haladnak. Ezeket a jeleket aztan digitalissa alakitjak, hogy a késdbbi
felhasznalds végett tarolni lehessen dket. Azonban a feldolgozéas soran sokszor
szlikségessé valik a kiillonb6z6 formaban multiplexalt jelek felhasznalasa, a veliik
valé miiveletek elvégzése, amihez elengedhetetlen, hogy mindegyik jel azonos
elv szerint legyen multiplexalva. Emiatt TDM-b6l FDM-be, vagy vissza kell
alakitani a jeleket, lehetdleg minél gazdasdgosabban és gyorsabban. . Ehhez
viszont kikeriilhetetlen a jel demultiplexalasa majd demodulacidja aztdn ujra
modulécidja és multiplexdlasa. Ezt az eljarast hivjak transzmodulacionak, vagy
transzmultiplexalasnak attol fliggden, hogy a mivelet mely 1épését kivanjak
hangsutlyozni. Viszont digitalis kommunikacids rendszerekre nézve a miivelet
végrehajtasahoz vissza kell térni folytonos idébe majd ott elvégezni a
transzmoduléciot €s onnan diszkretizalva az 0j reprezentaciot kiszamolni. De ha
ugyis visszatériink a diszkrét idétartomanyba, miért nem végezziik el az egész
transzmodulacios miiveletet diszkrét iddben. Erre a TDM—FDM konverziora ad
példat a kdvetkezo rendszer:
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299. abra TDM-rél FDM-re transmultiplexert megvalosité rendszer
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Meg kel jegyezni azonban, hogy a TDM jel demultiplexaldsa utdn mindegyik
csatorndt minta dusitasnak kell alavetni hogy eldkészitsiik a frekvencia osztdsos
multiplexalast.
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