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Bevezetés

Az elmult években szerzett oktatasi tapasztalataink alapjan agy latjuk, hogy a hallgatok jelentds
részének gondot okoz a méréselmélethez, mérési adatok feldolgozésahoz kapcsolodd kurzusokon
hallgatott elméleti anyag alapjan a gyakorlati feladatok megoldésa. Ennek segitésére késziilt ez
a példatar, melyben az attekintett témakorok a mérési feladat altalanositasa, rendsszermodellek
és tulajdonsigaik, mérési adatok elsédleges feldolgozasa, csoportositasa és megjelenitése, mérési
hibék tipusai, felderitése, hatasuk a tovabbi szdmolésra, mérési adatok statisztikai feldolgozasa
paraméteres és nemparaméteres modszerek segitségével.

A példatar felépitése a kovetkezs: az egyes fejezetek elején a kapcsolodd elméleti hattér 6ssze-
foglalasa talalhaté meg, majd minden feladattipushoz kidolgozott példa kovetkezik. A harma-
dik alfejezet ellen6rzd kérdéseket és 6nallé gyakorlasra szant példakat tartalmaz megoldasokkal.
A példatar fiiggeléke a feladatok megoldésahoz sziikséges tablazatokat tartalmazza.

A példatar a TAMOP-4.1.1.F-14/1/KONV-2015-0009 azonosit6 szami, "A gépészeti és infor-
matikai dgazatok duélis és moduléris képzéseinek kialakitésa a Pécsi Tudoméanyegyetemen" cimi
projekt keretében valdsult meg, a szerzé koszoni a jegyzet elkészitéséhez nyujtott tamogatast.
Ugyancsak koszonet illeti dr. Mihéalykoné dr. Orban Eva szakmai lektort, aki megjegyzéseivel,
tanacsaival sokat segitett a példatar szinvonaldnak emelésében. Veres Maria nyelvi lektor alapos
atnézésével, a hibak kijavitasaval és a javasolt modositasaival nagymértékben hozzajarult, hogy
a példatar megfelel§ szinvonalon alljon a hallgatok részére — halas kdszonet érte.

Bar a kézirat leadasakor a jegyzetiras folyamatanak egy lépése lezarul, de a szerzd eldre is
koszoni a tovabbfejlesztésre vonatkozo javaslatokat, és az esetleges hibakra, elirdsokra vonatkozo
visszajelzést.

Pécs, 2015. szeptember 30.

Gerzson Miklos
Pécsi Tudoméanyegyetem
Miiszaki és Informatikai Kar
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1. fejezet

Meérés altalanositasa

1.1. Elméleti Attekintés

A mérés, a hagyoményosnak tekinthets definicié szerint, valamely fizikai, kémiai vagy gazdaséigi
mennyiség nagysaganak jellemzése a valasztott mértékegységben kifejezett szameértékkel. A mé-
rési eredmény tehat egy szam és egy mértékegység egyiittese. A mérési hiba pedig a tényleges
(valodi) érték és a mérés alapjan kapott érték kozotti kiilonbség.

A mérésnek ez a definicioja jol illeszkedik a mérnoki gyakorlat nagyon sok megismerési felada-
tadhoz, azonban szamos esetben nem, vagy csak nehezen alkalmazhat6. Ilyen feladatok példaul a
mindségellendrzési eljarasok, amikor egy terméket vagy folyamatot tobb szempont alapjan kell
egy adott kategorianak megfeleltetni (osztalyba sorolasi problémék), vagy ugyancsak tobb szem-
pont alapjan sorba rendezni (rendezési feladatok). Bizonyos esetekben az is célszert lehet, ha
nem szamokat alkalmazunk a mennyiségek nagysaganak jellemzésére. Az ilyen Osszetett mérési
problémak megoldasahoz sziikség van a mérés fogalmanak altalanositasara, melyet a modellezési
folyamatban betdltott szerepe alapjan végezhetiink el.

A modellezés célja, hogy a vizsgalt jelenség tulajdonsagait a modell tipusa altal meghatarozott
forméban fejezze ki. A célkitlizés és az a priori informaciok alapjan felallithato az elGzetes modell,
mely alapja lesz a mérési eljaras tervezésének. A mérés feladata tehat, hogy az adott modelltipus
lehetséges valtozatai koziil a keresett tulajdonsagot legjobban kifejezét kivalassza. Ehhez az kell,
hogy a modell jellemz&inek lehetséges kimenetelei kozott kiilonbség legyen, és ezt a kiilonbséget
méréssel ki lehessen fejezni, meg lehessen jeleniteni.

A mérés altalanositott definicidja szerint a mérés a mért jellemzSk kézotti viszony kifejezése,
szimbolumok kozotti viszonnyal. A mérési eredmény tehét egy szimbolum és egy skalainformacio
egyiittese lesz. A szimbolumok tetszdlegesek lehetnek, a skalainformécié pedig az adott méréshez
kapcsolodo megallapodéasokat jelenti. A mérési hiba az értékeléshez hasznalt szimbolumhalmazon
értelmezett tavolsidg a valddi és a mérés alapjan meghatéarozott, skalainformacioval kifejezett
értékek kozott.

A mérés igy megfogalmazott miivelete mar alkalmas az osztalyba sorolas, a sorba rendezés
elvégzésére és a tetszdleges szimbolumok hasznalatéara.

A skalainformacié megalkotasdhoz a kovetkezsket kell elvégezni:

— Meg kell allapitani a mért jellemzsk lehetséges értékeit, kimeneteleit és a koztiik 1évs vi-
szonyt.

— Meg kell hatarozni a mérési eredmény jellemzésére alkalmazandd szimboélumok halmazat
és a koztik 1év6 viszonyt.
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— Meg kell hatarozni a mért jellemzdk és a szimbélumok kozotti leképezés modjat dgy, hogy
a szimbolumok halmazan értelmezett viszony megfeleljen a mért jellemz&k halmazan értel-
mezett viszonynak.

A mérés ennek alapjan két feladatbol all: a mérendd jellemzd és a szimbolumhalmaz kozotti
leképezés megvalositasa és a skalainformacié megalkotésa. A leképezés jellegzetességeit targyalja
a mérés jel- és rendszerelméleti szemponttu vizsgalata, mig a skilahoz kapcsolodo kérdéseket
a metrolégia. A hagyoményos fizikai, kémiai méréseknél a leképezést altaldban a mérémiiszer
valositja meg, a skalainformaciot pedig a valasztott mértékegységrendszerhez kot6ds megallapo-
dasok jelentik. Altalanositott mérés esetén sokszor a modellezést, megfigyelést tervezének kell a
leképezés modjat megoldani és a mérési eredmény kiértékeléséhez sziikséges skalat megalkotni.

1.2. Kidolgozott feladat

Egy palyazat keretében villamosmérnok hallgatok képzésében hasznalhat6é aramkortervezd és -
szimulator programot kell beszerezni. A feladat egy olyan értékelési rendszer kialakitasa, mely
alapjan eldonthetd, hogy melyik programot vasaroljuk meg.

Megoldds:

Az Osszefoglaloban leirtak szerint a mérés miivelete két szakaszra oszthato: mérendd jel-
lemz§ és a szimbolumhalmaz kozotti leképezés megvaldsitasa és a skdlainformécié megalkotésa.
Ebben a példaban elGszor a leképezést, azaz itt az ajanlatok kiértékelését lehetévé tevs skalain-
forméciot kell kialakitani, majd ezutan kovetkezhet a ténylegesen beérkezett ajanlatoknak a ki-
alakitott szempontrendszer mint skalainformacié alapjan torténé besorolésa és Gsszehasonlitéasa.
A skélainforméacié megalkotasahoz sziikség van az adott teriileten, ebben a példaban az dramkor-
szimulatorok korében szerzett tapasztalatra, és a beszerzends szoftverrel szembeni pontos igény
felmérésére. Az ilyen tipusu feladatoknal altalaban a szémokat mint silyokat és pontszamokat
szokés szimboélumhalmazként alkalmazni, kihasznalva, hogy egyszerd 6ket Gsszegezni, és a kapott
eredményeket 6sszehasonlitani.

A skdlainformdcio megalkotdsa:

Az értékelést a két {6 szempont: a mdszaki tartalom és a gazdasdgi szempontok alapjan
végezzik el.
Els6 1épésként meghatarozzuk, hogy e két teriilet milyen stllyal szerepeljen a dontésben.
Legyen ebben a példaban a miiszaki tartalom silya 70%, a gazdaséagi szempontoké pedig 30%.
Kovetkezd 1épés, hogy meghatarozzuk, milyen elemekbdl all a megadott két f6 értékelési
szempont. Ezek a szempontok természetesen az adott feladattol fiiggnek és bizonyos esetekben
az értékels személye is befolyasolhatja azokat.
A mdszaki tartalom elemei legyenek a kovetkezdk:
- Demoéverzié menthetGsége
- Konyvtari alkatrészek szama
- Szimulécids lehet&ségek
- Kiilsg programokhoz valé illeszthetGség
Megjegyzés: mint a feladat megfogalmazasaban szerepelt, a cél egy olyan program beszerzése,
ami hallgatéknak is kiadhat6, hogy azon gyakorolhassanak és beadand6 hazi feladatokat készit-
hessenek el. Ennek megfelelGen a miiszaki tartalomban is ezek a szempontok keriiltek elétérbe.
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Kovetkez§ 1épésként a miiszaki tartalom elemei kozott fel kell osztani az erre a teriiletre esd
70%-os sulyt. A szétosztas természetesen az egyes teriiletek fontossaga alapjan torténik. Ebben
az esetben a kovetkezd sulytényezsket hataroztuk meg:

- Demoéverzioban a mentés lehetGsége 20%
- Konyvtari alkatrészek szama 20%
- Szimulacios lehetdségek 20%

- Kiils6 programokhoz valo illeszthetéség  10%

A miiszaki tartalom megadott részszempontjainak kiértékeléséhez meg kell hataroznunk le-
hetséges eseteket, illetve értékeket, és ezekhez pedig pontszamokat kell rendelniink. Osszegezve
a sulytényezsk és a pontszamok szorzatait, a kapott érték segitségével lehetséges az egyes ajan-
latokat Gsszehasonlitani. Példdnkban a miiszaki tartalomhoz tartoz6 szempontok lehetséges ki-
menetelei és a hozzajuk tartoz6 pontszamok legyenek a kovetkezok:

- Demoéverzioban a mentés lehetGsége 20%
- igen 10 pont
- nem 0 pont
- Konyvtari alkatrészek szama 20%
- legalabb 15 alkatrész 10 pont
- kevesebb, mint 15 alkatrész 5 pont
- Szimulacios lehetdségek 20%
- tranziens-, DC- és AC-analizis 6 pont
- tiiréstechnikai, ttlterhelés analizis, optimalizalas 6 pont
- fenti lehet@ségek egyiittes teljesitése 10 pont
- Kiils6 programokhoz valo illeszthetGség 10%
- NYAK-tervezébe valé importalhatosag 6 pont
- MATLAB-ba val6 importalhatésig 4pont
- mindkét programba valé importélhatésag 10 pont

Megjegyzés: A pontok hozzarendelésénél vigyazzunk arra, hogy ne valtoztassuk meg a stlyté-
nyezdkkel meghatéarozott fontossagi ardnyokat, célszertien az egyes szempontokra adhaté maxi-
maélis pontszam egyezzen meg.

A gazdasdgi szempontokat leegyszertisitve legyen most az egyetlen értékelési szempont a be-
szerzési ar. Természetesen a feladattol fiiggGen szdmos mas tényezét lehetne itt is figyelembe
venni, példaul garanciat, verzidkovetést, szallitasi hataridét stb.

A beszerzési ar alapjan a kovetkez6 modon értékelhetjiik ki az ajanlatokat:

— legolcsobb ajanlat pontszama 10 pont
— t6bbi ajanlat pontszama:

legolcsobb ajanlat beszerzési ara

x 10 pont
adott ajanlat beszerzési ara p

A leképezés megualdsitdsa:

A leképezés megvalositasanak bemutataséara, azaz ebben a példaban az 6sszeallitott kiértékelé-
si rendszer alkalmazésara legyen adott a kovetkezd két ajanlat:

A ajanlat esetében ne lehessen menteni a demdéverzioban, legyen 20 beépitett konyvtari alkat-
rész, tegye lehet6vé mind a tranziens, mind a tlréstechnikai szimulaciot, és legyenek az
adatok atadhatoak mind NYAK-tervezs, mind MATLAB programba. Az A szoftver ara
legyen 200 egység.
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B ajanlat szoftverénél lehessen a demdverzidban menteni, a konyvtar tartalmazzon 12 beépitett
elemet, csak a tranziens analizis lehetséges, és az adatokat nem lehet kiils§ programba
exportélni. A B szoftver dra 100 egység.

Az ajanlatok kiértékelése:

Sulytényezs (%) | A szoftver | B szoftver

Miiszaki tartalom:

Demoverzidbeli mentés 20 0 10
Alkatrészek szama, 20 10 5
Szimulacidk 20 10 6
Kiils§ programok 10 10 0

Gazdasagi szempont:

Ar 30 S 10

Ennek alapjan az 0sszpontszamok:

A ajanlat: 0,2 x040,2x104+0,2x10+0,1x104+0,3 x5 =6,5 pont

B ajanlat: 0,2 x1040,2x540,2x6+0,1 x0+0,3x10=7,2 pont

A magasabb kapott pontszam alapjan a B ajanlatot kell valasztani.

1.3. Gyakorlé feladatok

1.3.1. Ellenérzé kérdések
1. Ismertesse a mérés altalanositott definiciojat!
2. Az altalanositas alapjan milyen feladatokra alkalmas a mérés?
3. Hogyan hatarozzuk meg az altalanositott mérési hibat?
4. Ismertesse a skalainforméacié megalkotasanak 1épéseit!
5. Mi a mérés két alapfeladata?

6. Mivel foglalkozik a metrologia?

1.3.2. Feladatok

1. Okostelefont kivan vasarolni. Allitson fel egy olyan szempontrendszert, amelyben az ar
mellett legalabb 6t tovabbi paramétert is figyelembe vesz, valamint adja meg az értékeléshez
a sily- és a pontszamokat is!

2. Munkahelyet keres. Allitson fel egy olyan szempontrendszert, amelyben a fizetés mellett
legalabb 6t méas paramétert is figyelembe vesz, valamint adja meg az értékeléshez a sily-
és a pontszamokat is!

3. Hasznalt gépkocsit kivan vasarolni. Allitson fel egy olyan szempontrendszert, amelyben
az ar mellett legalabb 6t miiszaki paramétert is figyelembe vesz, valamint adja meg az
értékeléshez a suly- és a pontszamokat is!



1.3. GYAKORLO FELADATOK

1.3.3.

Megoldasok

1. Egy lehetséges megoldas:

Miiszaki
tartalom

- Kijelz6 mérete
- 4" vagy kisebb
- 4.5" vagy nagyobb

- Operécids rendszer
- Android 4.3 vagy tjabb
- Android 4.3-nal régebbi
- Windows
- 108

- Bels6 memoria mérete
- 16 GB-nal nagyobb (> 16 GB)
- 8 GB ¢s 16 GB kozott (8 GB< z <16 GB)
- 8 GB-nal kisebb (< 8 GB)

- Processzor sebessége
- 2 GHz-nél nagyobb
- 1,5 GHz és 2 GHz kozott
- 1,5 GHz-nél kisebb

Gazdasagi
szempont

- Ar
- 50 eFt-nal kevesebb
- 50 — 100eFt kozott
- 100 eFt-nal tobb

- Garanciaidg
-2 ¢év
-1év

¥60%
20%

15%

10%

15%

¥40%
30%

10%

5 pont
10 pont

10 pont
5 pont
5 pont

10 pont

10 pont
6 pont
4 pont

10 pont
6 pont
4 pont

10 pont
6 pont
2 pont

10 pont
5 pont
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2. Egy lehetséges megoldas:

Munkahelyi
koriilmények

- Rugalmas munkaidé
- igen
- nem

- Munkahely tavolsaga
- 20 percnél kevesebb
- 20 — 40 perc
- 40 percnél tobb

- Dolgozok széma
- 20 fénél kevesebb
- 20 és 100 {6 kozott
- 100 fénél tobb

- Munka jellege
- irodai programfejlesztés
- megbizdnal torténd fejlesztés

Jovedelmek

- Fizetés
- 200 eFt-nal kevesebb
- 200 — 300 eFt kozott
- 300 eFt-nal tobb

- Cafeteria
- van
- nincs

1. MERES ALTALANOSITASA

¥50%
15%
10 pont
5 pont
15%
10 pont
6 pont
3 pont
10%
10 pont
4 pont
6 pont
10%
6 pont
10 pont
250%
40%
2 pont
6 pont
10 pont
10%
10 pont

0 pont



1.3. GYAKORLO FELADATOK

3. Egy lehetséges megoldas:

Ar
- 1 mFt-nal kevesebb
- 1 — 2 mFt kozott
- 2 mFt-nal tobb
Egyéb
paraméterek

- Az auté6 kora
- 10 évnél tobb
-6 10 év
- 6 évnél fiatalabb
- Uzemanyag
- benzin
- dizel
- benzin-gaz
- Futasteljesitmény
- 100 ekm vagy kevesebb
- 100 és 200 ekm kozott
- 200 és 300 ekm kozott
- 300 ekm-nél tobb
- Gyarto cég nemzetisége
- japan
- német
- egyéb
- Lokettérfogat
- 1500 ccm alatt
- 1500 — 2000 ccm kozott
- 2000 ccm felett

¥50%

¥50%
10%

10%

10%

10%

10%

4 pont
10 pont
6 pont

4 pont
7 pont
10 pont

5 pont
10 pont
8 pont

10 pont
5 pont
3 pont
0 pont

10 pont
8 pont
4 pont

3 pont
10 pont
6 pont
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2. fejezet

Kalman-féle rendszermodell

2.1. Elméleti attekintés

Ebben a fejezetben attekintjiik a rendszerelméletben széles korben alkalmazott n. Kalman-
féle rendszermodellt és annak legfontosabb, a rendszervizsgalatokhoz kapcsol6dé tulajdonsagait.
A Kalmén-féle rendszermodell az un. &llapottérmodellek csoportjaba tartozik, azaz a bemene-
tek és a kimenetek mellett a rendszer bels6 miikddését jellemz§ allapotvaltozokat is figyelembe
vessziik a vizsgélt objektum leirdsandl. Ennek megfelelen a modellek e csoportja a fehér doboz
modellek kozé tartozik, hiszen a rendszer bels§ allapotédban és a kimeneten torténd véltozasokat
a rendszer bels§ Osszefiliggései és bemenetei alapjan hatarozzuk meg. A modell az elnevezését
egyik megalkotojarol, a magyar szarmazast Kalméan Rudolfrol kapta.

Az altalanos megkozelitésnek megfelelGen, elészor megadjuk a definicidban szerepls elemeket
és azok tulajdonsigait, majd ezutén ismertetjiik a rendszerdefiniciot.

2.1.1. A Kalman-féle rendszermodell elemei

IdShalmaz jele: T

A Kéalman-féle rendszermodell csak idében valtozo rendszerek leirdsaval foglalkozik, igy az
id6halmaz lényeges eleme a definicionak. Az id6halmazt a lefrt rendszernek megfelelGen
megadhatjuk folytonos halmazként vagy diszkrét — a mintavételezési idépontokat tartal-
maz6 — halmazként. Ugyancsak a vizsgalat céljanak megfelelGen definialhatjuk akar egyik,
akar masik iranyban véges vagy végtelen halmazként.

Belsé allapotvaltozok lehetséges értékeinek halmaza jele: X

A belsé allapotvaltozok a rendszer belsé fizikai-kémiai tulajdonsagait jellemzd, a rendszer-
ben bekovetkez§ valtozdsokat magyarazdé mennyiségek. Az éallapotvéltozoknak nem kell
kozvetleniil mérhetének lenniiik, az is elég, ha a bemenetekbdl és az allapotvéltozok egy-
mas kozti kolesonhatasabol meghatérozhato az értékiik. Altalaban tobb allapotvaltozo
segitségével tudjuk jellemezni a rendszereinket, igy a halmaz elemei vektorok lesznek.

Bemeneti valtozok lehetséges értékeinek halmaza jele: U
A vizsgalt rendszer miikodését a kdrnyezete egy vagy tébb bemeneten keresztiil befolyasolja.
A lehetséges bemeneti értékek halmaza tartalmazza az egyes bemenetek &ltal felvehetd
értékeket vagy értéktartomanyokat.
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Kimeneti valtozok lehetséges értékeinek halmaza jele: YV
A rendszer a kornyezetét a kimenetein keresztiil befolyasolja. Az ezeket a hatasokat leiro
fizikai, kémiai mennyiségek lesznek a kimeneti valtozok. Kimeneti valtozoként célszertien
olyan mennyiséget adunk meg, amely kozvetleniil meghatarozhat6, mérhetd.

Lehetséges bemenet—idé fliggvények halmaza jele: 2
Az Q halmaz tartalmazza a rendszer miikodése sorén értelmezhetd, alkalmazhaté bemenet-
id6 fliggvényeket:

Q={ww:T—-U}.

A bemenet—idé fliggvényekre altalaban mint bemend jelekre vagy bemenetekre szokas hi-
vatkozni, és a miszaki gyakorlatban az w helyett altalaban az wu(t) jelolést alkalmazzuk,
ahol u(t) a bemeng jel(ek) értéke a t idépontban. A bemenetek kozé egyarant tartozhatnak
kiilonbo6zé tipust tesztjelek vagy zavard jelek. A bemenetekkel szembeni kvetelmény, hogy
jellegiiknek megfelelgen valamilyen formaban megadhatok legyenek, igy a tesztjeleket és a
mas, a modellez§ altal alkalmazni kivant jeleket determinisztikus fliggvényként, a zajokat
pedig valamilyen sztochasztikus folyamat felhasznalaséval irjuk le.

Lehetséges kimenet—id§ fiiggvények halmaza jele: T’
A T halmaz elemei a rendszer miikodése soréan lehetséges kimenet—idé fiiggvények:

F={yy:T—-Y}.

A miszaki gyakorlatban altalaban a kimend jelek vagy kimenetek elnevezést hasznaljuk
és a 7 helyett altalaban az y(t) jelolést alkalmazzuk, ahol y(t) a kimenet(ek) értéke a ¢
id6pontban.

Allapotatmeneti fiiggvény jele: ¢

Az allapotatmeneti fliggvény irja le a rendszer mtikodését, tehat azt, hogy hogyan keriil
a4t a rendszer az egyik allapotabdl egy masik allapotdba. Megadasahoz vezessiik be a
bemenetszegmensek és azok szétvighatosiginak fogalmaét.

Bemenetszegmens Legyen adott egy (t1,t2] C T intervallum. A bemenetszegmens az
u(t) fiiggvény lesziikitése erre az intervallumra: u(t) [ ¢ € (t1,t2] vagy u(t), 1,)-

Szétvdghatdsdg Legyen adott (t1,ta] C T intervallum és az erre lesziikitett wu(t), ¢,]
bemenetszegmens. Vegylink fel egy ¢’ id6pontot a (1, t2] intervallum belsejében: ¢1 <
t' < ty. Ekkor az u(t) bemenetszegmens a ¢’ id6pont alapjan két részre bonthato:

(75} (t)
u9 (t)

() [t € (t1,1]
(t)|te(t, t] .

2

Az idGintervallum alulrél nyilt, feliilrsl zart modon valdé megadéséaval a bemenetszeg-
mens szétvigasakor egyértelmiien eldonthets, hogy melyik végpont melyik 4j szegmens
része lesz.

Az allapotatmeneti fiiggvényt a kévetkezd moédon definialjuk:

0 TxTxXxQ—>X
ﬂj‘(tz) = SO(tQatbl'(tl)au(t)(tl,tg]) .
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A definicionak megfelel§en az allapotatmeneti fliggvény megadja, hogy egy x(¢1) allapotban
u(t) (s, 1,) bemenetszegmenst alkalmazva, a ¢ kezdd id6pont és a ty végidépont figyelembe-
vételével milyen x(t3) allapotba keriil at a rendszer.

Az allapotatmeneti fiiggvény a kovetkezs tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. Okozatisag Az allapotatmeneti fiiggvény altal az x(t1) és x(t2) allapotok kozott meg-

adott kapcsolat csak to > t; idGpontokra igaz, azaz fizikai rendszer a multjat nem
modosithatja.

. Konzisztencia Ha t9 = t1, azaz az id6pontok megegyeznek, akkor a hozzajuk tartozo

allapotoknak is meg kell egyezniiik: z(t3) = x(t1).

. Szakaszolhatésdg Ha t' az idGintervallum egy koztes pontja, t7 < t' < to, akkor a

bemenetszegmens szétbontasaval a ¢’ pontbol is ugyanazt a végallapotot érjiik el:
z(t2) = p(ta, t1, 2(t1), ut)(4y,05) = (b2, ', 2(t), u(t) (1 1y)) -

. Egyértelmiség Jelolje egy rendszer két lehetséges miikodését 1 és 2 index. Tételezziik

fel, hogy egy adott ¢; id6pontra igaz, hogy a kétféle miikodéshez tartozé allapotok
megegyeznek: x1(t1) = xa(t1), és a t1 és ta id6pontok kozott a miikddések bemenetei
is megegyeznek: u1(t) ¢, t,] = u2(t)(, 1,)- Ekkor a végallapotoknak meg kell egyezniiik:

xl(tz) = .%'2(752) .

Kiolvas6 (kimeneti) fliggvény jele: 7

Megadhato egy kiolvas6 vagy mas néven kimeneti fliggvény, mely a kimeneti valtozok érté-
keit hatarozza meg a pillanatnyi belsé allapotok, bemenetek értékei és az idépont alapjan,
az alabbi képletnek megfelelGen:

2.1.2.

n:TxXxU—=Y
y(t1) = nltr, z(t1), u(t1)) -

A Kalman-féle rendszermodell definiciéja

Az allapottérmodellek Kalman szerinti definicidja a kdvetkezd:

2: (T,X,U,Y,Q,F,QO,?/])7

ahol

T - az id6halmaz,

X - a bels6 allapotvaltozok lehetséges értékeinek halmaza,

U - a bemeneti valtozok lehetséges értékeinek halmaza,

Y - a kimeneti valtozék lehetséges értékeinek halmaza,

) - a lehetséges bemenet—id6 fliggvények halmaza,

I' - a lehetséges kimenet—idé fiiggvények halmaza,

@ - az allapotatmeneti fiiggvény,

n - a kiolvasé fliggvény.
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2. KALMAN-FELE RENDSZERMODELL

A definiciéban felsorolt elemek a részben leirt tulajdonsagokkal jellemezhetSk. A definici-
6hoz kapcsolodd néhany elnevezés:

— A (t,z(t)) parost eseménynek nevezziik.
— A T x X halmaz neve eseménytér vagy fdazistér.

— A p allapotatmeneti fiiggvény az alkalmazési teriiletnek megfelelGen lehet trajektoria, pdlya,

folyam, megoldds, megolddsi gorbe.

— Az w/u(t) bemenet vagy beavatkozas a rendszert az x(t1) allapotabol atviszi vagy attransz-

formélja a ¢(t2,t1,2(t1), u(t)(, 1)) altal meghatarozott xz(t2) éllapotba, azaz a rendszer
makdodik, id6ben valtoztatja az allapotat.

— Ha az () halmaznak egy eleme van, akkor a ¥ rendszert szabadnak nevezzik.

— Ha a ¢ fliggvény nemcsak to > t1 esetén értelmezhetd, hanem tetszéleges to és t1 értékekre,

akkor a rendszer reverzibilis. Természetesen a fizikal rendszerek nem reverzibilis moédon
miikodnek.

2.1.3. A rendszerek osztalyozasa

A vizsgalt rendszerek modelljeit, a Kalmén-féle rendszerdefinicibban felsorolt halmazok és fiigg-
vények adott rendszer esetében meghatérozott tulajdonsagai alapjan, kiilénbozé osztalyokba
sorolhatjuk.

Folytonos idejti — diszkrét ideji rendszerek A T idGhalmazt a rendszer vizsgalata soran

tekinthetjiik folytonos intervallumnak vagy diszkrét idépontokat tartalmazo halmaznak.
A fizikai rendszerek folytonos idejtiek, tehat a jellemzs értékeik a vizsgalat idGtartomaé-
nyanak tetszéleges pontjaban meghatarozhatdak. A mintavételezéses iranyitasi rendszerek
esetében ez az informécidédram szaggatott, emiatt diszkrét idejtinek tekinthetjiik az ilyen
rendszereket.

Szamszerili — nem szamszeri rendszerek Fizikai rendszerek valtozoi kozott lehetnek olya-

nok, melyekhez nem tudunk, vagy nem akarunk szdmszerd értéket rendelni, nagysagukat
csak nyelvi valtozoval jellemezziik. Az ilyen rendszereket nevezziik nemszémszertd rend-
szereknek. A fuzzy szabalyozasi rendszerekben talalkozhatunk ilyen nyelvi kifejezésekkel
jellemzett véltozokkal. A definiciéban szerepl§ X, U és Y halmazok elemei egyarant tar-
talmazhatnak nem szdmszerd értékeket.

Véges allapott — végtelen allapoti rendszerek Ha a vizsgalt rendszernek csak véges sok

kiilonbo6zd allapota lehet, akkor véges allapotiinak, ha nincs korlat az allapotok szamara,
akkor végtelen allapotiinak nevezziik. Véges allapotu rendszerek esetében az X halmaznak
véges sok kiilonbozé eleme lehet, tehat véges halmaz, mig végtelen allapotd rendszereknél
az X halmaz végtelen halmaz.

Linearis — nemlinearis rendszerek Ha az X, U, Y, ) és I halmazok linearis terek, akkor li-

neéaris rendszerrdl beszéliink. Legyen egy 17 jelti miikodés kezdd allapota x1 (1), a bemenete
u1(t) (1, 15), €5 @ mitkddés eredményeként j6jjon létre az x1(t2) dllapot és az y1(t1) kimenet.
Legyenek egy masik, "2’ jelti miikodés esetében ezek a véltozok rendre wa(t1), u2(t)(, 1o
x9(ta) és ya(t1). Linearis rendszer esetében a két miikodéshez tartozo kezdd allapotok és
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a beavatkozasok linearis kombinaci6javal elGallitott x(t1) kezdd allapot és u(t)(, 4, beme-
netre kapott x(t2) végallapot és y(t1) kimenet megegyezik a két miikodés esetében kapott
végallapotok és kimenetek linearis kombinécidjaval:

x(t1) = A1 -x1(t1) + Ao - xa(ty)

W) (ty,t2) = A1 UL (E) (1y,09) + A2 u2() (11 0]

x(ta) = p(ta, t1, 2(t1), u(t) (1) 15 = A1 - 21(t2) + A2 - 22(t2)

y(t1) = n(ty, x(t1), u(ty)) = Adr-yi(tn) + A2 - y2(ta)

ahol A1 és Ag valos szamok. A valos fizikai rendszerek altalaban csak egy sztik intervallum-
ban tekinthetdk linearisnak.

Idévarians és idGinvarians rendszerek Mind az idévaridns, mind az idGinvarians rendszerek
esetében a bels6 allapotvaltozok, a bemeneti és a kimeneti valtozok az id6 fliggvényei. Az
idGvariancia a csillagaszati id6tél valo fliggésre vagy annak latszatara utal. Az id&vari-
ans rendszer esetében a végallapot és a kimenet értéke nemcsak a kezdd éallapottol és a
bemeneti szegmenstdl fligg, hanem a kisérlet idépontjatol is. Ennek megfelelen egy id6-
varians rendszer esetében kiilonb6zd id6pontokban elvégzett kisérletek eredményei, azaz a
rendszer végallapota és kimenet eltérs lesz annak ellenére, hogy ugyanabbol a kezdd alla-
potbdl inditva ugyanazzal a gerjesztéssel vizsgéiltuk a rendszer miikodését. Az idSinvarians
rendszerek esetében a végallapot és a kimenet csak a kezdd allapottol és a bemeneti szeg-
menstdl fiigg, azaz, ha kiilonb6ézd idépontban, de ugyanabban a kezdd dllapotban ugyanazt
a gerjesztést alkalmazzuk, akkor ugyanazt a végallapot és kimeneti értékeket kell kapnunk.
Az idGvariancia altaldban a modellezés soran elkévetett egyszertisitési hiba kévetkezménye,
vagyis amiatt 1ép fel, mert egy vagy tobb, a rendszer miikodését befolyasol6 hatést nem
vettiink figyelembe. Pontosabb modellezésnél a paramétertsl (példaul hémérséklettsl) valo
fliggést alkalmazzuk.

Determinisztikus és sztochasztikus rendszerek Ha a valtozasokat létrehozé kolcsonhata-
sok determinisztikus fiiggvényekkel jellemezhetdk, akkor determinisztikus rendszerrsl be-
széliink. Valos rendszerek esetében a zajok, zavarasok hatésat altalaban csak valdszintiségi
valtozé segitségével tudjuk leirni, {gy ezeknek a rendszereknek a viselkedése véletlenszer-
nek, azaz sztochasztikusnak tekinthetd.

Véges és végtelen dimenziés rendszerek Bizonyos fizikai rendszerek esetében egyszertisi-
tésként feltételezhetjiik, hogy egy, az allapotét leird jellemzs értéke a vizsgalati tér minden
pontjaban azonos, igy elegendd egy jol megvélasztott pontban meghatarozni az értékét.
Az ilyen modellek csak kozonséges differencidlegyenleteket tartalmaznak, és azokat kon-
centrdlt paraméterd rendszernek nevezziik. Ha ez a feltételezés nem teljesiil, akkor meg
kell vizsgélni, hogy a jellemz6 valtozasat a tér hany koordinataja szerint kell figyelembe
venni. Ilyenkor elosztott paraméterd rendszerekrdl beszéliink, és parcialis, azaz az id6tél és
a helytdl fiiggs differencidlegyenletekkel tudjuk leirni éket.

2.1.4. Az allapottérmodell jellemzd alakjai

A kovetkezdkben megadjuk a Kalman-féle rendszerdefinicioban szerepld allapotatmeneti fiigg-
vény és kiolvaséd fliggvény konkrét alakjat néhany, elézéekben bemutatott modelltulajdonsag
esetében.
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Az allapotatmeneti és a kiolvaso fliggvények altalanos alakja:

z(t2) = @(ta,t1, 2(t1), w(t) (4 ta]) »
y(t1) = nlt,z(t),u(t)) .

A nemlinearis, folytonos idejt, idévarians rendszer modellje a kovetkezd altalanos alakban
adhat6 meg:

a(t) = ft,2(t),u(t))
y(t) = gt x(t), u(?)) .

A nemlinearis, folytonos idejd, idGinvarians rendszer modelljének altalanos alakja:

a(t) = flz(t),u(t))
y(t) = g(x(t),u(t)) .

A linearis, folytonos idejt, idévarians rendszer modellje:

#(t) = A@)z(t) + Bt)u(®)
y(t) = C)z(t) + D(t)u(t) .

Id6varidns rendszerek esetében az A, B,C, D egyiitthaté matrixok elemei kozott van legalabb
egy id6tol fiiggs. A linearis, folytonos idejd, idSinvarians rendszer modellje:

z(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cux(t)+ Du(t) .

Az egylitthatd matrixok szokasos elnevezései:
A - allapotatviteli méatrix;
B - bemeneti matrix;
C - kimeneti matrix;
D - segédmatrix.

A linearis, diszkrét ideji, idSinvarians rendszer allapottér modelljének az altalanos alakja:

2(k+1)Ty) = ®(kTo) + Tu(kTh)
y(kTp) = Cux(kTy),

ahol

® - a diszkrét allapoatviteli métrix;

I' - a diszkrét bemeneti matrix;

C - a kimeneti matrix;

Ty - a mintavételezési periddusidé;

k - a mintavételezés sorszama.
Egy folytonos idejti rendszer modelljének diszkrét idétartoméanyra torténd atalakitédsa soran be-
lathato, hogy a ® és I' matrixok a folytonos idejii modellhez tartozé6 A és B matrixokbol szar-
maztathatoak.



2.1. ELMELETI ATTEKINTES 23

2.1.5. A bemenet—kimenet modell

A Kélman-féle rendszermodell altalanos alakjabol kiindulva levezethetjiikk az Gn. bemenet—
kimenet modellt. Ezt a tipust modellt akkor alkalmazzuk, ha a vizsgalt rendszer bels6 viszonyait
nem tudjuk vagy nem akarjuk matematikai Gsszefliggésekkel jellemezni, viszont a bemenetek és
a kimenetek kozotti Osszefliggés megfigyelhets és egy megfelel6en megvélasztott fiiggvénnyel le-
irhato.

Hagyjuk el az eredeti definiciobol a bels§ allapotokra vonatkozo elemeket, igy a belsg alla-
potvaltozok lehetséges értékeit tartalmazo X halmazt, a ¢(t) allapotatmeneti fiiggvényt, és az
n(t) kiolvaso fiiggvényt. Vezessiik be az A indexhalmazt és az F fiiggvénycsaladot a kovetkezd
moédon:

F={fu|fa:TxQ—>Y,a€A}.

Az F fiiggvénycsalad tagjai azok az f, bemenet—kimenet fiiggvények, amelyek megadjak a t
idopillanatban az u(t) bemenet hatasara kialakul6 y(¢) kimenetet az « kisérlet esetében:

y(t) = fa(t, u(t)) .
A bemenet—kimenet fliggvények a kdvetkezs tulajdonsagokkal rendelkeznek:

— Az idé6 irdnya Létezik az « : A — T leképezés gy, hogy az f,(t,u(t)) fliggvény definialt
Vt > u(a)-ra.

~ Okozatisdg Legyen 7,t € T és 7 < t. Ha u(t),u'(t) € Q és u(t) g = v (1) (ry
akkor
Jults u(t)) = fult, (1))
Va-ra ugy, hogy 7 = () .

A bemenet—kimenet modell definicidja:
Z:[/O = (T7U7Y7Q7F7F) )

ahol a szimboélumok megfelelnek egyrészt a Kélman-féle rendszermodellben, mésrészt az F' defi-
nici6jaban megadottaknak.

A bemenet—kimenet modell tehat a kisérletek sordn alkalmazott bemenetek és az azokra
kapott valaszok Osszefoglalasa. Az o paraméterrel megeimkézett kisérletek az w vagy u(t) beme-
netbdl és az y(t) megfigyelt kimenetbsl allnak.

Dinamikus rendszerek esetében az alabbi altaldnos, differencidlegyenlet tipusti modellt kap-
juk:

ahol a ¥ (t) a kimenet (ill. a bemenet) idészerinti i-dik derivaltjanak roviditett jelolése:

o _ dy(t)

A linearis, idévarians, folytonos idejii bemenet—kimenet modell alakja:

an(D)y ™ () + an—1 (Y V() + -+ ar (gD (E) + ao(y(t) =
= by (D) U™ (1) + ... + bo(t)u(t) .
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A lineéris, idGinvarians, folytonos idejd bemenet—kimenet modell altalanos alakja az alabbi
n-ed rendi differencidlegyenlet:
any™ () + an_ 1y V@) + 4 ary P (8) + aoy(t) = bpu™(t) + ... + boul(t)
ahol
u(t) — a bemeng jel,
y(t) — a kimeng jel,
Ay ey G0y by +..y by — paraméterek,

20 — L2()

4 ahol z = u,y — a bemenet vagy kimenet i-dik differencialhédnyadosat jelenti.

Diszkrét id6tartomanyban kétféle modellt szokas alkalmazni: az el6refelé vett differenciakon
és a visszafelé vett differencidkon alapulé modelleket. A linearis, idGinvarians rendszerek elérefelé
vett differenciaegyenleten alapulé modelljének altaldnos alakja:

any((k+n)To) + an—1y((k +n — 1)Tp) + ... + a1y((k + 1)Tp) + aoy(kTp) =
= bmu((k: + m)To) + ...+ bou(kTo) R
a visszafelé vett differenciaegyenlet alapi modell:
aoy(kTo) + ary((k — 1)To) + ... + an—1y((k —n + 1)Tp) + any((k — n)To) =
= bou((k — d)To) + ... + bpu((k — d — m)Tp) ,

ahol mindkét esetben az y(kTp) jelenti a meghatarozando, vagyis a jelenhez tartozé kimeneti
értéket, és d =n — m.

2.1.6. Az allapottérmodell tulajdonsagai

A lineéaris, folytonos idejt, idSinvarians rendszer modellje a Kalman-féle rendszerdefiniciénak
megfelelGen:

#(t) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) = Cux(t)+ Du(t) .

A tovabbiakban, az allapottérmodell tulajdonsagainak vizsgalata soran mindig lineéris, id6-
invarians folytonos idejd rendszermodellt tételeziink fel.

Az allapottérmodellben szerepld valtozok és egyiitthatdé matrixok dimenzioi

A modellben szereplé matrixok és vektorok dimenzidja a modellezés soran figyelembe vett al-
lapotvaltozok, bemenetek és kimenetek szamatol fiigg. Az allapotvaltozok szama altalaban na-
gyobb egynél. A bemenetek, kimenetek szama alapjan alapvetSen két csoportra oszthatjuk a
rendszereinket: tn. SISO vagy egybemenetti—egykimenetd, illetve MIMO, azaz tébbbemenetii—
tobbkimenett rendszerekre. E csoportositas alapjan a modell elemeinek dimenziéi a kovetkezdk:

SISO | MIMO
dim(x) n n
dim(u) 1 D
dim(y) 1 r
i ) nxn| nxn

B) | nx1]| nxp
C)|1xn| rxn
D)|1x1]| rxp




2.1. ELMELETI ATTEKINTES 25

= D
ix:m
8 .
e » B u Xt integral(x) alld » C
+
Ax(t)
A -l

2.1. abra. Kéalman-féle rendszermodell blokkdiagramja

(Megjegyzés: a példatarban nem hivatkozunk az aldhuzéassal a vektorokra, kettds alahuzassal
a matrixokra, mivel ismerve a bels§ allapotvéltozok, a bemend valtozok és a kimend valtozok
szamat, ezek dimenzidi a fenti tablazat alapjan egyértelmten eldonthetsk.) Tehat, ha SISO
rendszernek irjuk fel a modelljét, akkor B matrixbol b oszlopvektor, mig a C matrixbol ¢
sorvektor, a D maétrix pedig a d skalar szam lesz.

Az allapottérmodell blokkdiagramja a abran lathato.

A diagramnak és a modellegyenleteknek megfelelSen a rendszer miikodését az integralblokk
jeleniti meg, aminek a bemenete az integralas eredményeként kapott és visszacsatolt allapotvektor
(z(t)), a bemend jel (u(t)) és az indulo allapotot megadd x(tp) kezdeti feltétel. A kimend jel
(y(t)) az allapotvektor (x(t)) és a bemend jel (u(t)) C és D maéatrixokkal stlyozott Osszege. A
D matrix értéke akkor nem lesz nulla, ha a bemenet a rendszer belsé miikodését megkeriilve,
kozvetlentl is hat a kimenetre.

Allapotérmodell megoldasa

Induljunk ki a rendszeregyenletbdl:
#(t) = Az(t) + BU(t), x(0)=xo .

Laplace-transzformaljuk ezt az egyenletet xg kezdeti feltételek mellett:
sX(s) —xg=AX(s)+ BU(s) ,

majd atrendezve:

sX(s)—AX(s) = x9+ BU(s)
(sI — A)X(s) xo + BU(s)
X(s) = (sI —A) ‘oo + (sI—A)'BU(s),

ahol I az n X n dimenzids egységmatrix.
Az (sI — A)~1 kifejezést a kovetkezé modon értelmezhetjiik:

-1 2
(sI—A)—l:1 -4yt I+é+A—+... .
s &2

S S S
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A sorba fejtéssel kapott kifejezést inverz Laplace-transzformalva:

LH(sI-A)1} :I—i-At—i—%Ath—i—--' =l

ahol az e az un. matrixexponencialis és t > 0. E jelolés bevezetésekor azt hasznaljuk ki, hogy

az inverz Laplace-transzformacioval kapott sorba fejtett alak formailag megfelel az e sorba
fejtésének, ahol a tetszéleges skalar szam, t > 0 pedig az idGvaltozo.
A kapott eredményt felhasznalva inverz-Laplace transzformélhatjuk az

X(s) = (sI — A)tag+ (s — A)"'BU(s)

egyenletet:
t
z(t) = ety +/ A=) Bu(r)dr .
0

Azaz a t id6ponthoz tartozo x(t) allapotvaltozo vektor értékét meghatarozhatjuk a kezdeti feltétel
(1. tag) és a bemenet (2. tag) fiiggvényében. Az ugyanezen t id6ponthoz tartozo kimenet értékét
az eredeti modell kimeneti egyenlete alapjan hatarozhatjuk meg:

y(t) = Cz(t) + Du(t) .

Az allapottérmodell és a bemenet—kimenet modell kapcsolata

Ha ugyanannak a rendszernek készitjiik el az allapottérmodelljét és bemenet—kimenet modelljét,
akkor megfelel6 modellezés esetén a modellek viselkedésének egyformanak kell lennie, azaz, ha
ugyanabban az indul6 allapotban ugyanazzal a bemenettel gerjesztjiik, akkor ugyanazt a kime-
netet kell kapnunk. Vizsgaljuk meg ennek igazolhatosidgat egy SISO rendszer esetében, azaz a
B bemeneti matrix legyen a b n x 1 oszlopvektor, a C méatrix a ¢! 1 x n sorvektor, a D métrix
pedig a d skalar szam.

z(t) = Ax(t) + bu(t)
y(t) = cla(t)+ du(t) .

Legyen a kezdg allapot zérus (z¢p = 0), és Laplace-transzforméljuk az allapottérmodellt, majd
fejezziik ki az els6 egyenletbdl az allapotvaltozok Laplace-transzformaltjat:

X(s) = (sI—A)~'bU(s)
Y(s) = ¢'X(s)+dU(s) .

Helyettesitsiik be az els§ egyenletet a masodik egyenletbe:
Y(s) = (c"(sI —A) b+ d)U(s) ,
és rendezziik at a kapott egyenletet a kovetkezs alakra:

Y (s)

=cl'(sI — A1 .
e = (sI —A)'b+d

Az egyenlet bal oldalan kapott kifejezés, azaz a kimenet Laplace-transzforméltjanak és a bemenet
Laplace-transzformaltjanak a hdnyadosa megfelel az atviteli fiiggvénynek.



2.1. ELMELETI ATTEKINTES 27

Irjuk fel az atviteli fiiggvényt a bemenet-kimenet modell alapjan:
any ™ (1) + an_1y ") + .+ aryM (@) + aoy(t) = bpu™(t) + ... + bou(t)

Y(s)  bps™+ - +bo

Gls) = U(s) aps"+---+ap

Egy rendszer allapottérmodellje és bemenet—kimenet modellje kdzott tehat az atviteli fligg-
vény teremti meg a kapcsolatot:

Y (s) :cT(sI—A)_1b+d:bmS + 4 by

G pu—
) U(s) |.k.s. ans" +---+ag ’

ahol a z.k.f. rovidités a zérus kezdeti feltételekre utal.

(Megjegyzés: a szokasos jelolés miatt az allapottérmodell b bemeneti vektordnak és a bemenet—
kimenet modell bemeneti oldal b; egyiitthatéinak nagyon hasonlé a jeldlése, de a két modell
més-mas elemére utalnak.)

Megfigyelhetbség

Az allapottérmodell felallitasakor allapotvaltozonak a rendszer belsd Osszefiiggéseit, miikddését
meghatarozdé mennyiségeket valasztunk. A kimeneti valtozok pedig olyan mennyiségek lesznek,
amelyeket kozvetleniil meg tudunk mérni. Az allapotvaltozok viszont nem feltétleniil mérhetdk,
figyelhetGk meg kozvetleniil, értékiik alakulasara a kimeneti valtozok mérése alapjan lehet kovet-
keztetni. Ezt a lehetGséget, rendszertulajdonsagot adja meg a megfigyelhetdség fogalma, melyet
az egyszerisités kedvéért SISO rendszerekre vezetjiik be, és feltételezziik, hogy a bemenetnek
nincs kozvetlen hatésa a kimenetre.
A megfigyelhetdség definicioja a kovetkezd:

z(t) = Ax(t) + bu(t)
y(t) = cla(t)

modellel megadott rendszert akkor nevezziik teljesen megfigyelhetének, ha tetszéleges tg = 0

idéponthoz tartozo x(top) kezdd allapothoz és u(t) = 0, ¢ > to bemenethez létezik olyan t; > ¢

id6épont, hogy y(t), t € (to,t1] kimenet ismerete elegends z(ty) kezds allapot meghatérozasahoz.
A megfigyelhetdség teljesiiléséhez az kell, hogy az

t1
xz(ty) = eA(tltO)a:(to)—F/ AUy (r)dr

to
y(t1) = cTa:(tl):cTeA(trto)x(to)

egyenletekbdl x(ty) kiszamithato legyen. Kalman megfigyelhet&ségi tételének koszonhetSen ez a
probléma azonban kénnyebben eldonthetd.

Megfigyelhetdségi tétel:
Az

z(t) = Ax(t)+ bu(t)
y(t) = cla(t)
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modellel megadott rendszert akkor és csak akkor megfigyelhet, ha az allapottérmodell A és ¢

egyiitthaté métrixaibodl képzett O,_1 megfigyelhetfségi méatrix:
ST
cr'A
T A2
On—l = c A

i CTAnfl |

teljes rangt: r(Oy—1) = n, ahol n az allapotvaltozok szama.

Tekintve, hogy SISO rendszerek esetében az O,_1 megfigyelhetGségi métrix n x n-es négy-
zetes matrix lesz, a teljes rangusig kérdése a megfigyelhetGségi matrix determinéns értékének
a meghatarozasaval eldonthet§. Ha az O,,_1 matrix determinansa nem egyenl$ nullaval, akkor
teljes rangi, azaz a modell teljesen megfigyelhets, tehat a kimenetek mérésébdl visszakovet-
keztethetiink az allapotvaltozé egy adott idGpontbeli értékére. Ha a megfigyelhet&ségi méatrix
determinénsa nulla, akkor van legaldbb egy olyan allapotvaltozo, aminek az értékét igy nem tud-
juk meghatarozni. A nem megfigyelhets allapotvaltozok pontos szaméhoz meg kell hatarozni a
O,,—1 matrix tényleges rangjat.

Iranyithatosag

A szabalyozasi feladatok célja, hogy a rendszer eldirt allapotba keriiljon. Ez az allapottér mo-
delleknél azt jelenti, hogy az allapotvaltoz6 vektor komponensei vegyenek fel egy meghatarozott
értéket egy adott id6pontban. Az iranyithatosag esetében tehat azt vizsgaljuk, hogy az

z(t) = Ax(t) + bu(t)
y(t) = cla(t)

modell allapotvaltozoéit, adott kezddé allapotbol kiindulva, a bemenet megfelel6 megvalasztasaval
at lehet-e vinni egy el6re megadott végallapotba.
Az dllapotiranyithatdsdg definicidja:

Az
z(t) = Ax(t)+ bu(t)
y(t) = cla(t)

modellel leirt rendszert egy adott (o, t1] idSintervallumon teljesen allapotirdnyithaténak nevez-
ziik, ha tetszGleges x(tg) kezdd allapothoz és tetszdleges x(t1) végéallapothoz létezik olyan u(t)
bemend jel, ami a rendszert a kezdé allapotbdl a végallapotba atviszi.
Az allapotiranyithatdsig teljesiiléséhez az kell, hogy az
t1
z(ty) = e ) g (1) —I—/ A= py(7)dr
to
Osszefiiggés alapjan az u(t) bemenet meghatérozhato legyen. Ennek vizsgalata helyett, ebben az
esetben is Kalman tételét alkalmazhatjuk az irdnyithatosag ellenérzésére.
Irdanyithatosdg tétele:
Az

z(t) = Ax(t)+ bu(t)
y(t) = cla(t)
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modellel leirt rendszer akkor és csak akkor allapotiranyithato, ha az allapottérmodell A és b
egyiitthato méatrixaibodl képzett C,_1 irAnyithatosagi matrix:

C=[ Ab A% ... A" 1}

teljes rangt: r(Cp—1) = n, ahol n az allapotvaltozdok szama.

Az irdnyithatosagi métrix ebben az esetben is n X n-es matrix lesz, ha SISO rendszert vizs-
galunk, tehat rangjat a determinansanak meghatérozaséaval ellendrizhetjiik. Igy, ha a megfigyel-
het6ségi matrix determinansa nem nulla, akkor a modell teljesen irdanyithatd, azaz a rendszer
atvihets tetszbleges végallapotba. Ha az irdnyithatésagi métrix rangja nulla, akkor van legaldbb
egy olyan allapotvaltozé, amire a bemend jelnek nem lesz hatéasa.

Stabilitas

Az allapottérmodellel leirt rendszerek esetében is nagyon fontos vizsgalati szempont a stabilitas.
Kétféle megkozelitésbdl vizsgalhatjuk az ilyen modellek esetében a stabilitast. Az els§ esetben
csak a bemenetek és kimenetek viszonyara teszlink megkotést, és kiilsd stabilitdsinak nevezzik a
rendszert, ha korlatos bemenetre a kimenet véges korlatok kozott marad. Az allapottérmodellek
esetében azonban fontosabb az Gn. belsd stabilitds, amikor az allapotvaltozok végértékére tesziink
megkotést:
A belsd stabilitds definicidja:
Legyen adott az alabbi allapottér modell

#(t) = Ax(t)
x(to) = xo#o t>1g,

azaz legyen a bemenet zérus, a kezdéfeltételek pedig nullatol kiilonbozoek. Akkor nevezziik ezt
a modellt belsd stabilitasinak, ha az z(t) megoldas kielégiti az alabbi feltételt:

tliglo z(t)=0.

A definicionak megfelelGen egy allapottérmodellt akkor tekintiink (belsd) stabilnak, ha a ma-
gara hagyott rendszer valamennyi allapotvaltozojanak értéke nulldhoz tart, azaz beall az egyen-
salyi (munkaponti) értékeére.

A Dbelsd stabilitas teljesiiléséhez az A allapotatviteli méatrixot kell megvizsgalni. Ehhez vezes-
siik be a stabilitasi matrix fogalmat a kovetkez§ definicidnak megfelelGen.

A stabilitdsi mdtriz fogalma:

Egy A € R™*™ matrixot stabilitasi métrixnak neveziink, ha valamennyi sajatértéke negativ valos
vagy negativ valés részii komplex szam:

Re{\i(A)} <0, i=1,2,...,n.

A belsd stabilitds tétele:

Egy adott allapottérmodell akkor és csak akkor belss stabilitasta, ha az A allapotatviteli méatrix
stabilitdsi métrix. Ha az A allapotatviteli matrix nem stabilitasi méatrix, akkor a modell nem
lesz stabil, azaz instabil lesz.

A tételnek megfelelGen, egy allapottérmodell stabilitdsanak vizsgalatahoz az A allapotéatviteli
méatrix sajatértékeit kell meghatarozni. A sajatértékeket a [A\I — A| = 0 egyenlet megoldasaval
kaphatjuk meg, azonban belathaté, hogy ez altalanos esetben, mar egy harom &llapotvaltozot
tartalmazo rendszer esetében is harmadfoku egyenlet megoldasat jelenti. A szakirodalomban
megtalalhato az ilyen esetben alkalmazhaté Ljapunov-tétel, aminek alkalmazasara itt nem tériink
ki.
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2.2. Kidolgozott feladatok

1. Irja fel az alabbi egyenletek alapjan az allapottérmodellt! Hatarozza meg a modell tulaj-
donsagait is!

i’l(t) = 3x9 (t) — 41’1(t) + 2uo (t)
T9 (t) = IEl(t) - IEg(t) + uq (t) — 3’LL2(t)
i’g(t) = :Eg(t)
y(t) = x1(t) + 2x2(t) + 3x3(t)
Megoldas

Az egyenletekben szerepls valtozok indexelése alapjan lathato, hogy a modellben harom
belss allapot, két bemend és egy kimend véltozo szerepel. Ennek megfelelen a vektorok
és matrixok dimenziéi a kovetkez6k lesznek:

dim(z(t)) =3 dim(u(t)) =2 dim(y(t)) =1
dim(A) =3x3 dim(B)=3x2 dim(¢!)=1x3 dim(d’)=1x2.

Ennek megfelelGen az allapottérmodell a kovetkezs lesz:

i (t) -4 3 0 x1(t) 0 27 (0
ig(t) | = 10 —1 z@) |+ 1 =3 {ul(t)]
is(t) 00 1] [ =) 0 0 2
yt) = [ 2 3 2?3 _ 40 01{“1(”] .
xg(t) | u2(t)

A kapott modell folytonos idejd, linearis és idSinvaridns tulajdonsigu.

2. Tekintsiik a abran lathato egyszeri technologiai rendszert:
ahol

)

R ST Py T
A.l ) AZ
£ F*

2.2. dbra. A 2. példa technologiai rendszere
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Ay, As az 1., 1ll. 2. tartaly alapteriilete, konstans értékek;

— hq(t), ha(t) az 1., ill. 2. tartalyban a folyadékszint magasséga, az id6 fiiggvényében
valtozé értékek;

— Ky1, Kyz az 1., ill. 2. szelep ellenallasi tényez&je, konstans értékek;
— F(t), Fi(t), F,(t) a beléps, a két tartaly kozott atfolyo és a kifolyo folyadék térfogat-

arama, az id6 fliggvényében valtozo értékek.

Egyszertsitésként tételezziik fel, hogy a tartalyokban a folyadéknak sem az Gsszetétele, sem
a hémérséklete nem véaltozik meg, valamint a tartalyokbol kifolyé mennyiség a tartalybeli
folyadékszinttel, illetve folyadékszint-kiilonbséggel egyenesen aranyos. Feladatok:

(a) Irja fel a technologiai rendszer allapottér modelljét, ha a belépé és kilépa folyadékaram
mennyiségét tudja mérni!

(b) Irja fel tgy is a modellt, ha a két tartaly kozotti szakaszon is mérhetd a folyadékaram
mennyisége!

(c) Hogyan kell a technolégiat modositani, hogy a segédmatrix értéke ne legyen nulla?
Megoldds:
A tartalyok mikodése a kovetkezs, in. mérlegegyenlet segitségével irhato le:

tartalybeli mennyiség megvaltozasa = belép§ folyadékidram — kiléps folyadékaram.

A tartalybeli folyadékmennyiséget, azaz a folyadék térfogatéat felirhatjuk az alapteriilet és
a folyadékszint segitségével:

V(t) = Ah(t) |

ahol az alapteriilet allando6, mig a szint viltozik a be- és kilép§ aram mennyiségének megfele-
16en. Figyelembe véve a tartalyok miikodésére, vagyis a benniik 1évs folyadék térfogatanak
megvaltozasara megadott egyszertsitéseket, a kovetkezs egyenletek irhatok fel:

1. tartaly Vl(t) = Alhl(t) = Fz(t) — I{ll (hl(t) — hg(t)) ,
2 tartaly Va(t) = Agho(t) = —— (hu(t) — ha(t)) — ——ha(t) .

Kvl KU2

Ha a tartalypark miikddését a tartalyokban 1évs folyadékmennyiség alapjén jellemezziik,
akkor az allapottér modell valtozéinak a kovetkezSket vehetjiik fel:

— két allapotvaltozo lesz, melyek a tartalybeli szintek, ezek lesznek az z(t) = [

e

vektor elemei;
— egy bemend valtozo lesz, u(t) = F;(t), tehat a bemenet skalar valtozo lesz;

— az (a) kérdésnek megfelel6en egy kimend valtozo lesz, y(t) = F,(t), igy ez is skalar
lesz.
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Az allapottérmodell felirasdhoz az egyenleteket atrendezve:

. 1 1

hi(t) = —mhl(t) + mhz(ﬂ + Zﬂ(t)

. 1 1 1

halt) = A K m(t) = (AZKvl * Asz) ha(t)
1

B0 = gha)

Az egyenleteket matrix-vektor alakra hozva megkapjuk a rendszer leirasat allapottérmodell
alakban:

1 1 1 1
fu(t) _ | AKa A1Ku2 ha(t) + Ay Fi(t)
ha(t) L KadRa || o) o |

2 Az Ko Ay K1 Koo 2

Fyt) = [O ;2] {2253] '

A (b) esetben két kimend valtozonk lesz: a két tartaly kozott atfolyd mennyiség, Fi(t) és
a masodik tartaly utan tavozo folyadékaram, Fy(t). A két tartaly kozott atfolyo folyadék-
aramot a kovetkezs egyenlettel adhatjuk meg:

1

Fi(t) = T

(h1(t) — ha(t)) -

Hozzaadva ezt az egyenletet az (a) pontban felirt modellhez, az allapotvaltozast leird rend-
szeregyenlet valtozatlan marad, csak a kimeneti egyenletet kell médositani:

; i [ 1 1

hl(t) = _AlKvl AlKv2 hl (t) + Ail F(t)
ha(t) 1 KutKi ha(t) 0 ’

2 | L A2Ku1 A2 Ky1 Ky2 2

A | w | M@

ro] Lo | e

A (c) pontban feltett kérdésre, mely szerint milyen technologiai valtoztatas kell ahhoz, hogy
a d értéke ne legyen zérus, az a legegyszertibb vélasz, hogy a belépd folyadékaramot még
az 1. tartaly el6tt meg kell osztani, és egy részét kozvetleniil a kimenetre vezetni.

. Legyen adott egy allapottérmodell rendszeregyenlete a kovetkezs adatokkal:

nO|_ 4|0 bu(t)
l’g(t) .’L‘Q(t)
ahol
-3 0 6
A= b=
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Legyen a bemenet u(t) = 1(t) — 1(t — 2), a kezdeti feltétel pedig zérus, z(0) = 0.
Hatéarozzuk meg az x1(t) allapotvaltozo értékének alakulasat!

Megoldds menete:

Helyettesitsiink be az allapottérmodell altaldnos megoldasaba a zérus kezdeti feltételt is
figyelembe véve, majd irjuk fel allapotvaltozonként az egyenleteket:

0= B L N R e
z(t) = u(r)dr |
a 0 0 e 2t=T) | | —4

x = te*S(t*T) T)—1(7 — T
0 = o (1(r) = 1(r —2))d
To(t) = —4/0 e 2T (1(7) — 1(r — 2))dr .

Bontsuk fel az z1(t) allapotvaltozo esetében az idSintervallumot a bemend jel valtozasanak
megfelelGen és végezziik el az integralast:

z1(t) = 6 (/Ot e 31 (r)dr — /Ot e 31 (7 — 2)d7) =

6 fg e 3t=1)dr

6 ( ge_S(t_T)dT — f; 6_3(t_7)d7> , 2<t

6e =3 L [e37]] , 0<t<2

) {6 (e‘gt%[e?’f]f) - 6_3’%[637}'52) , 2<t -
2e 733 — 1) , 0<t<2
{2 (e—3t(63t — 1) — e 3t(e3t — 63-2)) L 2<t
2(1 — e73) , 0<t<2
{2 (L—e3)—(1—e3t2)) | 2<¢

2(1 — e73%)

2(e73=2) 3ty o<t

Az x1(t) allapotvaltozo idébeli lefutasa a [2.3] dbran lathato.
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25

x1(t)dlapotviltoze

W/ \
o \

2.3. abra. 3. mintapélda x(t) allapotvaltozojanak idébeli lefutasa

4. Igazoljuk, hogy az

wo] _ [ ] o] 1],
(1) 10| @] o
b = o 1|
:L'Q(t)

allapottérmodell és az
y @) + 2y () + 3y(t) = u(t)
bemenet-kimenet modell ugyanazt a rendszert irja le!

Megoldds menete:

Ha a két modell ugyanazt a rendszert irja le, akkor ugyanazt az atviteli fiiggvényt kell
kapnunk, akar az allapottérmodell, akar a bemenet—kimenet modell alapjan irom fel.

Irjuk fel el6szor az allapottérmodell alapjan az atviteli fiiggvényt! Az 6sszefoglaloban
leirtaknak megfelelGen:

G(s)=cl'(sI—A)b+d,
ahol a példanak megfelelGen

-2 -3 1 T
A= L b=, =01, d=0.
1 0 0

Végezziik el el6szor az (sI — A)~! matrix invertalasat:

s+2 3 s -3
Adj
i - -3
(sI—A)"t = Adj(sl — 4) = | s — L st2 _ o pae: Sl P
det(sl — A) I 9 3 s2+2s+3 1 542
det ot s24+2s+3 5242543
-1 s
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Visszahelyettesitve ezt az atviteli fiiggvényt meghatéarozé egyenletbe:

s -3 s
1 2 1
G(s) =T (sT—A) =0 1] |F25F3 574243 Rl i ECas [ —
1 +2 1 242543
5242543 sQJSr28+3 0 5242543

Vezessiik le az atviteli fliggvényt a bemenet—kimenet modellbdl is. Zérus kezdeti feltételek
mellett Laplace-transzformalva az egyenletet:
£ (s + 20N +3y0) = £(u(t))
s2Y (s) +2sY(s) +3Y(s) = U(s).

Innen az atviteli fliggvény

Y (s) 1
U(s) s2+2s+3°

Osszehasonlitva a két levezetés eredményeként kapott atviteli fiiggvényt, megallapithato,
hogy a két modell ugyanazt a rendszert irja le.

(Megjegyzés: az (sI — A)~! matrix invertilasat a linedris algebrabol ismert A=! = ﬁ:tj((ﬁ))

Osszefiiggeés segitségével hataroztuk meg, ahol Adj(A) az A méatrix adjungaltjat jelenti.
2 x 2-es matrixok esetében az adjungalds megfelel a fGatlobeli elemek felcserélésének és
a mellékatlobeli elemek elGjelvaltasénak, mint ahogy az a megoldas menetében is latszik.
Nagyobb dimenzi6ji négyzetes matrixoknal ez a miivelet ugyanigy bonyolultabb, mint
ahogy a determinansszamitas.)

5. Legyen adott egy allapottérmodell az egyiitthatd matrixaival:

-3 -2 1
A: s b:
1 0 0

, =45, d=0.

Vizsgaljuk meg a modell
(a) megfigyelhetGségét;
(b) iranyithatosagat;
(c¢) (belss) stabilitasat.
A megoldds menete:

A kérdések megvalaszolasa el6tt hatarozzuk meg az egyes valtozok szamat!

— Miutan az A méatrix 2 x 2 matrix, igy az allapotvektornak is két komponense van,
azaz n = 2.

— A b a példa szerint egy 2 x 1 oszlopvektor, igy egy bemenete van a rendszernek.

— A T pedig egy 1 x 2 sorvektor, azaz a rendszernek egy kimenete van.

Ezeknek az adatoknak a tisztézasa sziikséges a feltett kérdések megvalaszolasahoz.



36 2. KALMAN-FELE RENDSZERMODELL
(a) A megfigyelhetGség vizsgalatahoz irjuk fel a megfigyelhetGségi matrixot:
cr 4 5
cl'A -7 -8

Bar ilyen kisméretd matrixnal konnyd a rangot ellendrizni, de alkalmazzuk az Gssze-
foglaloban emlitett determinéns modszert:

det(O) =4-(—8) —5-(=7) =3 ,

azaz az O matrix determindnsa nem egyenld nullaval, igy teljes rangt és ebbdl kévet-
kezGen a modell megfigyelhetd.
(b) Az iranyithatosag vizsgalatat az iranyithatosagi matrix segitségével végezziik el:
1 -3
c=|b | =
0 1

Hatarozzuk meg a C matrix determinénséat
det(C)=1-1—(-3)-0=1,

tehét a C métrix determinansa nem egyenlS nullaval, igy az iranyithatosagi matrix
teljes rangt, azaz a modell iranyithato.

(c) A stabilitast az A matrix sajatértékeinek vizsgalataval végezhetjiik el. A tételnek
megfelelGen akkor lesz a rendszer (belsd) stabil, ha az A matrix valamennyi sajatérté-
kének a valOs része negativ. A sajat értékeket a kovetkezs egyenlet segitségével lehet
meghatarozni:

Al —A|=0.
Végezziik el a kijelolt miiveletet:
A0 -3 -2 A+3 2
0 A 1 0 -1 A
Kifejtve a determinénst:
A+3)AN+2=A2+31+2=0.

Megoldva az egyenletet, A\ = —1 és Ao = —2 gyokdk lesznek az A matrix sajatérté-
kei. Miutan mindkét sajatérték negativ valds, igy a stabilitasi tételnek megfelelGen a
rendszer allapottérmodellje belsd stabilitést.

2.3. Gyakorl6 feladatok

2.3.1. Ellen6rz6 kérdések

1. Adja meg a linearis, id6invarians, folytonos idejii allapottérmodellt!
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2. Adja meg az allapotatmeneti fliggvény Kalman-féle rendszermodellben szerepld definiciojat!
3. Irja fel a lineéris, idGinvarians, folytonos ideji bemenet-kimenet modellt!
4. Adja meg a folytonos idejii allapottérmodellek megfigyelhet&ségének definiciojat!

5. Egy rendszer allapottérmodellje és bemenet—kimenet modellje k6z6tt milyen kapcsolat ér-
telmezhets?

6. Adja meg a lineéris, idGinvarians, folytonos ideji &allapottérmodell bels§ stabilitasanak
definici6jat!

7. Adja meg a folytonos idejd allapottérmodellek megfigyelhetdségének Kalman-féle tételét!
8. Adja meg a folytonos ideji allapottérmodellek iranyithatosaganak definicidjat!
9. Mit jelent az, hogy egy éallapottérmodell determinisztikus?

10. Mit jelent az, hogy egy allapottérmodell linearis?

11. Adja meg a folytonos idejd allapottérmodellek iranyithatosaganak Kalman-féle tételét!

12. Adja meg a linearis, id6invarians, folytonos idejd allapottérmodell belsé stabilitasanak
tételét!

2.3.2. Feladatok
1. Egy allapottérmodell A matrixdnak dimenzidja 3 x 3, a B-nek 3 x 1 a C-nek 2 x 3.

(a) Hany allapotvaltozoja és hany bemend és kimend véaltozoja van a modellnek?

(b) Adja meg a D matrix dimenzi6jat!

2. Egy technologiai rendszer allapottérmodellel torténd leirasa soran 6t allapotvéltozot, harom
bemenetet és két kimenetet vettiink figyelembe. Adja meg a modell egytitthatoméatrixainak
a dimenzioit!

3. Irja fel az alabbi egyenletek alapjan az allapottérmodellt!

2(t)1 = 2xo(t) — 3w1(t) + ult)
w(t)e = x1(t) + 4u(t)

y1(t) = x1(t) + 2x2(t) + 3u(t)
ya(t) = @a(t) — a1 (?)

4. Legyenek az #(t) = Ax(t) + Bu(t) y(t) = Cx(t) allapottérmodell egyiitthaté méatrixai a
kovetkezdk:

A:E ﬂ B:E’) ﬂ c=[ 2.

(a) Adja meg az allapotvaltozok, bemeneti valtozok és kimeneti valtozok szamat!

(b) Hatéarozza meg a modell stabilitasat!
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(a) Hatarozza meg az alabbi allapottérmodell iranyithatosagat és megfigyelhetGségét:

i(t) = [130 g] :1:(t)+B] u(t)
y(t) = [3 1]=(t).

(b) Igaz-e, hogy a modellhez tartozo atviteli fiiggvény nevezdjének és szamlalojanak nincs
kozos gyoke?

(c) Vizsgélja meg a rendszer stabilitasat a modell alapjan!

(a) Hatéarozza meg az allapottérmodell allapot-, bemend és kimend valtozoinak a szdmat,
ha a matrixok a kovetkezdk:

1 0 2

2
A=10 2 1|, B=1|0o 0|, Cc=[1 2 3.
11 0

= o O

1
0
(b) Megfigyelhet-e a modell?

(a) Hatéarozza meg az allapottérmodell allapot-, bemend és kimend valtozoinak a szamat,
ha a matrixok a kovetkezdk:

R ]

(b) Iranyithato-e a modell?
(c) Stabil-e a modell?

. Legyen adott egy &allapottér-modell rendszeregyenlete a kivetkez6 adatokkal:

[28] =4 B;gﬂ +bu(t)

ahol
-2 0 2
el
Legyen a bemenet u(t) = 1(t) — 1(¢t — 1), a kezdeti feltétel pedig zérus, z(0) = 0.
Hatéarozzuk meg az x5(t) allapotvaltozo értékének alakulasat!

. Igazolja, hogy az

allapottérmodell és a
22 () + 6V (t) + 4y (t) = 8uV(t) + 10u(t)

bemenet—kimenet modell ugyanazt a rendszert irja le!
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2.3.3.
1. (a)

(b)

megoldasok

Az allapotvéltozd szama 3, n = 3; a bemend valtozok szama 1, p = 1; a kimend
valtozok szama 2, r = 2.

A D matrix 2 x 1 oszlopvektor lesz.

2. Az A méatrix 5 x 5-6s négyzetes métrix, a B 5 x 2 matrix, a C' 2 x 5 matrixa ésa D 2 x 3
matrix lesz. Ha a bemenetek koziil egyik sem hat kozvetleniil valamelyik kimenetre, akkor
D a megfelels dimenzi6ji nullmatrix.

3. Az allapottér modell:

4. (a)
(b)

5. (a)

()
6. (a)

(b)

7. (a)
(b)

()

bl = [ )+ oo
o] = [ [50)

dim(z)=2; dim(u)=2; dim(y)=1

A sajatértékek: A\1=1; A\a=>5, tehat nem teljesiil az a feltétel, hogy YRe(\;) < 0, igy a
modell nem stabil.

Iranyfthatosagi métrix: C = [b Ab] = B ég], determinansa det(C) = 82. Miutan
det(C) # 0, igy a matrix teljes rangt, tehat a modell irdnyithato.

T
Megfigyelhetségi matrix: O = [CCT A} = [139 ;], determinansa det(Q) = 8. Miutan

det(O) # 0, igy a matrix teljes ranga, tehat a modell megfigyelhetd.

Miutéan a megfigyelhetSség és irdnyithatosag egyiittesen teljesiil a modell esetében,
ebbdl kovetkezik, hogy ha az egyilitthaté matrixok alapjan levezetjik az atviteli fiigg-
vényt, akkor a kapott racionalis tortfiiggvény szdmlalojanak és nevezjének nem lesz
kozos gyoke.

A sajatértékek: A1=0,5; \o=4,5. Miutan VYRe()\;) £ 0, igy a modell instabil.

dim(z)=3; dim(u)=2; dim(y)=1

T
c 1 2 3

MegfigyelhetSségi métrix: O = | ¢TA| = |4 7 4 |; determinansa det(O = 21.
cr'A? 8 18 15

Miutan det(O) # 0, igy a méatrix teljes rangi, tehat a modell megfigyelhetd.

dim(z)=2; dim(u)=1; dim(y)=2
2 14

3 13
det(C) # 0, igy a matrix teljes rangt, tehat a modell irdnyithato.

Iranyithatosagi matrix: C = [b Ab| = [ ]; determinansa det(C) = —16. Miutan

A sajatértékek: \1=5; Ay=-1, azaz van pozitiv sajatértéke, ezért a modell instabil.
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3. fejezet

Meérési adatok feldolgozasa

3.1. Elméleti Attekintés

A mérési adatok altalaban 6mlesztve, vagy a mérnoki gyakorlatban gyakran id§ szerint rendezve
jelennek meg. Bar az id6beli sorrendnek altalaban nagy jelent&sége van, azonban sok esetben cél-
szer( ezeket az adatokat més szempontok szerint is csoportositani, illetve Gsszevonni, és tovabbi,
de kevesebb szamu mennyiséggel jellemezni az atlathatobb kezelés érdekében.

E fejezet célja, hogy bemutassa azokat az adatfeldolgozési, statisztikai alapmiiveleteket, me-
lyek segitségével az adatok rendezése és elsGdleges feldolgozésa elvégezhetd.

3.1.1. Elemi miiveletek

A mérési adatok tehat elsGdlegesen a kdvetkezs formakban jelennek meg a felhasznalo elétt:
— regisztralordl vagy méas adatrogzitérél szarmazoé, idé szerint részben rendezett eredmények;
— kiilonb6z8 mérési eredmények, melyeket a mérési hely azonosit;

— rendezetlen megfigyelések halmaza.

Az adatok rendezetlen vagy részben, id6 vagy hely szerint rendezett, felsorolasszerd halma-
zat szokas lajstromnak nevezni. A lajstromok elemeire, vagyis az egyedi adatokra x; jeloléssel
hivatkozunk, ahol az ¢ index utal az = elem lajstrombeli helyére. Ha lényeges, akkor egy mésodik
indexszel hivatkozhatunk az adat tovabbi jellemz§jére.

Szamlalas

A legegyszertibb statisztikai miivelet az adatok szdmldldsa vagy megszamolasa. Ennek elsGdleges
célja az, hogy megkapjuk a rendelkezésre all6 adatok szaméat, mely szamos tovibbi miivelethez
lesz sziikséges kiindulasi adat. Az adatok szémat altalaban n-nel jeloljiik.

A szamléalasnak tovabbi célja lehet, hogy példaul megallapitsa, rendelkezésre éll-e az elsirt
szamu adat, vagy az, hogy bizonyos statisztikai elemzéseknél egyez6 szamu adatot kell a kiillonbo-
z6 adatsoroknak tartalmaznia, és ezt ellendrizziik ezen a moédon.

Rangsorolas

Az adatok elemzésének egyik fontos szempontja lehet a legkisebb és a legnagyobb értékek megke-
resése, illetve az adatok egymashoz képest vett nagysag szerinti viszonya. Ezt legegyszeritibben a

41
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rangsorolds segitségével, vagyis az adatok novekvés vagy csokkend érték szerinti sorba rendezésével
oldhatjuk meg.

A rangsorolt adatokra a lajstrombeli helytiktsl valé megkiilonboztetés érdekében az x(;) je-
161éssel szokas hivatkozni, hiszen altalaban a lajstrombeli és a rangsorolas uténi sorrend nem
egyezik meg, azaz x; # x(;. Amennyiben névekvé sorrendbe rendeztiik az adatokat, akkor a
legkisebb elem, vagyis a minimum lesz az Tmin = x(1), a legnagyobb elem, azaz a mazimum
aZ Tmaz = T(y), ¢ példaul az 6t6dik legnagyobb érték az x(,_y) jeld elem lesz. A rangsoroldst
egyben felhasznalhatjuk az adatokhoz torténd rangszdm hozzarendelésére is. Az R; rangszam
az a pozitiv egész szam, mely megmutatja, hogy a lajstrom i-dik adata hanyadik a rangsorba
rendezett adathalmazban:

R, =k hax; = T(k) -

Bizonyos adatsorok esetében elGfordulhat, hogy tartalmaznak egyforma nagysagi adatokat.
Az ilyen adatsorok rangsorolasara a kovetkez6 két modszer alkalmazhato:

Kapcsolt rang esetében valamennyi azonos adat ugyanazt, a sorban kovetkezd rangszamot
kapja, a nagysig szerint sorban kovetkezs pedig azt a rangszéamot, amelynek az értéke
annyival nagyobb, mint ahanyszor el6tte az egyforma adatok szama volt. Igy, ha nagysag
szerinti rendezéskor az 6todik és hatodik elem értéke megegyezik, akkor ezek egyarant az
5 rangszamot kapjik, mig a kdvetkezs elem a 7-t.

Atlag rang alkalmazasakor az azonos adatokhoz a sorban kivetkezs rangszamok atlagat ren-
deljiik. Az elgbbi példa 6todik és hatodik eleméhez ebben az esetben aZ 5,5 rangszamot
rendeljiik hozza.

Mindkét esetben lehetnek problémak a rangszamok értelmezésével. A kapcsolt rang esetében nem
biztos, hogy lesz n rangszamu, hiszen ha az utols6 két érték megegyezik, akkor azok az n — 1-es
rangszamot kapjék. Az atlag rangnal akir az 1, akir n rang kimaradhat, ha a sorba rendezett
adatoknal a legkisebb vagy a legnagyobb értéki adatok megegyeznek, tovabbé lehetnek tort
értékid rangok. Fontos eltérést jelent a két megoldas kozott, hogy a rangszdmok 0sszege, melyre
bizonyos statisztikai vizsgalatoknal sziikség van, a kapcsolt rangok esetében kisebb lesz, mint az
atlag rang alkalmazésakor.

Osszegzés

Az Osszegzés vagy szummazas az adatok mennyiségi értékeinek Gsszeadasat jelenti:

n
Lossz = E Ty -
=1

Az adatok Osszegének értéke onmagéaban is fontos informacioé lehet, de nagyon sok esetben ez
is mint kiindulasi adat szerepel tovabbi mtiveleteknél.

3.1.2. Kozépértékek

A mérési adatok szamszerd értékeinek ismerete fontos informéciét jelent a megfigyelt valtozo
értékének alakulasarol, de sok esetben célszerti azt — a jobb atlathatésag érdekében — egy jel-
lemzd értékekkel helyettesiteni. A jol megvalasztott helyettesits értékkel tehat informaciostiritést



3.1. ELMELETI ATTEKINTES 43

hajtunk végre, segitve ezzel a mérési adatok kdnnyebb értelmezését. Az informaciéstrités egyik
legfontosabb modja a kozépérték-szdmitds.
A kozépértékkel szembeni legfontosabb kévetelmények:

— Kozbiilsé helyet foglaljon el, azaz a mérési adatok minimuma és maximuma kozott legyen.
— Lehet&ség szerint egyszerti legyen a meghatarozasanak matematikai modszere.

— Szamszerd értékeket tartalmazéd adatok esetén feleljen meg a mérési adatok megjelenési
tipusanak.

— Legyen konnyen értelmezhetd.

Legyen minél kevésbé érzékeny a kiugré mérési adatokra, azaz legyen robusztus.

A kozépértékek két 6 csoportra oszthatok: a szdmitott és a helyzeti kozépértékekre. A sza-
mitott kozépértékek kozé soroljuk a szamtani, a négyzetes, a mértant és a harmonikus atlagot,
mig a helyzeti kozépértékek kozé tartozik a mddusz, a medidn, illetve tdgabb értelemben ide so-
rolhatok a kvantilisek. A szamitott kozépértékekre jellemzd, hogy szinte mindig kozbiilss értéket
vesznek fel, viszont a kapott érték nem feltétleniil lesz a mért adatok tipuséaval egyezS. A helyzeti
kozépértékek esetében a tipikussag konnyen teljesiil, és altalaban kevésbé lesznek érzékenyek a
kiugré értékekre, mint a szamitott atlagok.

Szamtani atlag

Egyszert szamtani atlag. Egy adatsor szdmtani dtlaga az a szam, mellyel az n szamu adatot
helyettesitve, azok értékosszege valtozatlan marad. Kiszamitasa:

n
_ 1
r = *E Z; ,
n
i=1
n
g T; = NT.
i=1

A szamtani atlag jellemz6 matematikai tulajdonsagai:

— A csak egyforma értéket tartalmazo adatsorok kivételével mindig kozbiilss értéket vesz fel:
Tin < T < Tmaz -

— Az egyes értékek szamtani atlagtol vald eltérésének Gsszege zérus:

Z?:l(xi -z)=0.

— Az egyes értékek szamtani atlagtol valod eltérésének négyzetdsszege minimalis:
Y (wi—c)? > min,hac=2 .

— Ha az adatokon linearis transzformaciot hajtunk végre, akkor ugyanezt a transzformaciot
az atlagértéken is végrehajtva megkapjuk a transzformélt adatok atlagat:

) - 1L _
xi:a—i-b:vi:a::nz;xi:a—i-bx.
1=
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Sulyozott szamtani atlag. Mig az egyszerd szamtani atlagnal valamennyi adat egyforma
stllyal vesz részt az atlagképzésben, addig a sdlyozott szamtani atlag esetében az egyes adatok
kiilonbo6z6 mértékben befolyasoljak az atlagot:

n

= 2 : !

xr = w; i
=1

ahol a w; sulyok tetszGleges szamértékek és

W
/ 7
W, = —=7——, w;>0.

Z?:l Wi

Meérési adatok feldolgozasa esetében silyozott atlagot példaul akkor alkalmazhatunk, ha
ugyanazt a mérési adatot tobb kiilonb6z6 médon hatéroztuk meg, és a kapott értékek kozott
azok megbizhatosidga alapjan kiilonbséget akarunk tenni.

Rekurziv vagy futoatlag. Mig az egyszerd szamtani atlagnal valamennyi adat beérkezése
utdn hatarozzuk meg annak értékét, addig a rekurziv vagy futdatlag esetében minden bejovs
adat utan meghatarozzuk az atlagot dgy, hogy az el6z6 1épésben kapott atlagot korrigaljuk a
frissen beérkezett adattal:

z,(0) = 0,
B(R) = E(k— 1)+ (o~ b= 1) = (= 1) + T

ahol Z,(k) a k szamu adat alapjan vett atlag, és zj a k-dik mérési adat.
Fontos megjegyezni, hogy a rekurziv atlag esetében, az egyszerii atlaghoz hasonléan, va-
k
lamennyi adatot egyforma sullyal vessziik figyelembe, azaz Z,(k) = #, csak a szamolast
végezziik el 4gy, hogy minden 1j bejové adat utan az addig kiszdmolt atlagot korrigéljuk az 1j
értékkel.

A kovetkezs képletek szolgalnak a rekurziv atlag esetleges utdlagos korrekciojara:

— 4j adat (x,41) beszurasa:

1 (_+ )_ n : 4 1
n+1n$ T+l —n+1:v n—l—lxnﬂ’

Tkorr =

— i-dik adat torlése:

Thorr = T — Z; ,
n
— i-dik adat cseréje:

Thorr = T — (xiel - 'Iibe) >

S

ahol z;,, az elhagyand¢ és x;,  a beifrando adat.
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Mozgodatlag. Ha az adatok idGben lassan valtoznak, azaz értékiikben eltolodés, trend figyel-
het6 meg, példaul valamilyen kiilsé hatas koévetkeztében, akkor az atlagolas soran célszeri a
frissebb mérési adatokat nagyobb sullyal figyelembe venni, igy a régebbi mérési adatoknak az
atlagra torténd hataséit csokkenteni. Erre kinal megoldast a mozgddtlagolds.

A mozgbdatlagolas elvégzésére két lehetdség all rendelkezésre.

1. Az els6 esetben az atlagolast az utols6 N szamu érték alapjan végezziik el, azaz az ennél
korabbi értékeket figyelmen kiviil hagyjuk. Magat az atlagolast elvégezhetjiik a szamtani
atlag alapképletével a megfelel§ hatarértékek figyelembevételével:

ahol N az tugynevezett ablakszélesség. A megadott képlet csak akkor ad értelmezhetd
eredményt, ha a bejové adatok szama elérte az ablak szélességét, azaz k > N.

A modszert szokés ablakos dtlagoldsnak nevezni, mivel mintegy ablakot tolunk végig a
mérési adatokon, és mindig csak az ablakban lathaté mérési adatokon végezziik el az atla-
golast. A szakirodalomban megtalalhaté az ablakos atlagolas rekurziv valtozatanak képlete
is.

2. A masik modszer a felejtd dtlagolds, mely a régebbi adatokhoz fokozatosan csokkend silyt
rendel. A szamolas egyik lehetséges modja a kévetkezs képlet alapjan végezhetd el:

k
T (k) =Y waw(k — i) |
=0
ahol
. (%) haj>0
w(j) = :
0 haj <0,

és T > 1 az atlagolés felejtési iddadllanddja.

Az ablakos mozgoatlagolast vizsgalva megallapithatjuk, hogy az ablakszélesség megvalasztasa
dontSen befolyésolja a kapott atlagértékek alakulasat. Ha az adatok elmozdulasa viszonylag je-
lent@s, és a mérést terhel§ zaj kicsi, akkor célszerd kis ablakszélességet véilasztani. Miutan a
zajok zavar6 hatasa kicsi, ezért a keskeny ablakban viszonylag konnyti az adatok eltolodésat
észrevenni, vizsgalni. Ha az adatok elmozdulasa viszonylag kicsi, és a zaj nagy, akkor célszerd
nagyobb ablakszélességet hasznélni annak érdekében, hogy a zaj hatasat minél inkabb semlege-
siteni tudjuk. A masik két esetben, tehat nagy elmozdulés és nagy zaj vagy kis elmozdulas és kis
za] esetében az ablakszélességnek valamilyen kozepes értéket valaszthatunk, hogy a zaj hatését
ki tudjuk szlirni az adatok elmozdulasa mell§l. Hasonl6 megfontolasok alapjéan valaszthatjuk
meg a felejtési idGallandd értékét is. Ha 7 értékét nagynak vélasztjuk, akkor a régebbi adatok
gyorsabban "felejt6dnek", mivel értékiikhoz kis stly keriil, mig ha 7 értékét egynél nem sokkal
nagyobbra valasztjuk, akkor a régebbi adatok felejtése lassan megy végbe. Adott 7-hoz a w;
sulytényezdk elére kiszamithatok, igy az adatok feldolgozésa soran a megfelels értékeket csak be
kell helyettesiteni.
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Tovabbi szamitott atlagok

A négyzetes dtlag az az érték, mellyel az adatsor értékeit helyettesitve, azok négyzetisszege
valtozatlan marad. Kiszamitasa:

@+t a?
Tg=\—7"7T—"".
n

A mértani vagy geometriai dtlag az az érték, mellyel az adatsor értékeit helyettesitve, azok
szorzata marad valtozatlan. Meghatéarozasa:

Tg=Yx1 ... xp2; 2 0.
A harmonikus dtlag az az érték, mellyel az adatsor értékeit helyettesitve, azok reciprok dsszege
marad valtozatlan:

Momentumok

A momentumok a szamitott atlagértékek csoportjaba tartoznak, és elsGsorban szarmaztatott
mutatoszémok meghatérozasdnal hasznéaljuk éket. A mérési adatok r-ed rendd momentumat az
alabbi Osszefliggéssel hatarozhatjuk meg:

> i1 T

n

m, =

Lathato, hogy az elsérendi momentum a szdmtani dtlagot, a masodrenddi momentum a négyzetes
atlag négyzetét adja meg.

Az adatok elhelyezkedése szempontjabol, a mérési hibak besorolasa miatt, fontos lehet az
atlagértéktdl valo tavolsag. Erre ad mérGszamot a centralis momentum. Az r-ed rendi centralis
momentumot a kovetkezd képlettel hatarozhatjuk meg:

Doy (wi —T)" .

n

m,(ﬂc) =

Belathato, hogy az els6rendii centralis momentum értéke nulla, ezt a tényt hasznaljuk ki,

mikor a véletlen hibak hatasat parhuzamos mérésekkel kiiszoboljik ki (lasd a fejezetben).

Moédusz

A mddusz a helyzeti kozépértékek kozé tartozik, és értéke megfelel az adatsor legtobbszor elGfor-
dul6 értékének. A meghatarozasa alapjan a tipikussag kévetelményét leginkabb ez a kozépérték
elégiti ki. Ugyanakkor belathaté, hogy bizonyos esetben eléfordulhat, hogy a meghatérozasanak
nincs jelentsége, vagy tobb modusszal is rendelkezik az adathalmaz. Ez elgbbi eset olyankor
fordulhat el6, ha a mérGeszkoz felbontasa nagy, ugyanakkor a rendszerben 1évé zajok miatt a
mérési eredmények ingadoznak, igy vagy nincs két egyforma érték, vagy nagyon kevés érték sza-
mossaga egyezik meg. Toébb moédusza olyankor lesz egy adatsornak, ha a mérési eredmények
jellemzden ketts (esetleg néhany) jellemzd értéket vesznek fel. Ennek alapjan egyedi értékek
esetében a moduszt olyankor érdemes meghatarozni, ha van néhény olyan mérési eredmény az
adathalmazban, melyeknek a gyakorisaga a tobbi eredményhez képest nagyobb. SzélsGséges ér-
tékekre, igy a kiugré vagy a rendkiviili hibakkal terhelt mérési adatokra nem érzékeny a moédusz,
azaz robusztusnak tekinthet§. Miutan a moédusz a legtobbszor el6forduld mérési eredmény, igy
a mérési tartomany barmely értéke, akar a tartoméany valamelyik szélsé értéke is lehet elvileg
modusz. Ekkor a médusz a kozepes értékre vonatkozé kritériumot nem feltétleniil teljesiti.
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Median

A medidn szintén helyzeti kozépérték. A medidn a nagysag szerint sorba rendezett értékek esetén
a kozépss érték, tehat az az érték, melynél ugyanannyi kisebb és nagyobb érték fordul els. Ennek
megfelelGen a median egyarant képes a szamtani atlag kiugré mérési adatokra vald érzékenységét,
és a modusz esetenkénti irrelevanciajat, egyértelmiiségének hianyat, illetve nem feltétlentil koze-
pes jellegét kompenzalni. Meghatarozéasa paratlan szamu adatot tartalmazé adathalmaz esetén
tipikus: sorba rendezés utdn a median értéke megegyezik az (n + 1)/2-dik elem értékével. Paros
szamu adat esetén a median a két kozépss elem atlaga lesz: sorba rendezés utén az n/2-dik
és az n/2 + 1-dik elem értékének szamtani atlagolasaval kapjuk meg. Ennek megfelelgen paros
szamu elem esetén kaphatunk olyan értéket a mediédnra, mely a mérési adatok kozott nem sze-
repel. Ugyanakkor a meghatarozas moédja miatt a median biztos, hogy kozbiilsé érték lesz, és
robusztus, azaz nem érzékeny az esetleges kiugré mérési hibakra.

Kvantilisek

A median, az el6z6 részben leirtaknak megfelelGen, két egyenls részre osztja a sorba rendezett
mérési adatokat, tehat a mediannal kisebb és nagyobb érték egyforma valdszintiséggel fordul el
a mérési adatok kozott. Hasonlo elven bevezethetiink tovabbi osztépontokat is, melyek a sorba
rendezett mérési adatokat harom, négy, illetve k egyenls részre osztjik. Ezeket az osztépontokat
altalanosan kvantiliseknek nevezzik és q](.k)—val jeloljik. q§k) jelenti azt a j-dik k-ad rendi kvan-
tilist, melynél a mérési adathalmazban el6fordulo valamennyi érték j/k-ad része kisebb, ahol a j
értéke 1,2, ...,k — 1 lehet. A kvantilis értékét a mediannal megismert moédon hatarozhatjuk meg:
vagy a megfelel§ értéket kivalasztjuk, vagy két szomszédos értéket atlagolunk.
A fontosabb kvantilisek a kévetkezsk:

— median — felezd, jele Me = q?);

tercilis — harmadolo, T; = qj(.?’), j=1,2;

kvartilis — negyedeld, @Q; = q(4),j =1,2,3;
— kvintilis — 6t6dols;

— decilis — tizedels, D; = q](-lo),j =1,2,...,9;

— percentilis — szédzadolo, P; = q(.loo),j =1,2,...,99.

A kvantilisek tehdt az adatok méréstartomanybeli elhelyezkedését jellemzik, segitségiikkel
megadhatd, hogy az adatoknak az osztoépont vagy osztopontok altal meghatarozott szézaléka
milyen tartomanyba esik. Ezt a tulajdonsagukat példéul adatok abrazolasanal, megjelenitésénél
hasznalhatjuk fel. Az osztopontok megadasaval a mérési adathalmazt kozel egyforma szamu
adatot tartalmazo részekre oszthatjuk fel, illetve, mint a tovabbiakban a box-plot abrazolas
kapcsan latni fogjuk, az adatok térbeli elhelyezkedését is jellemezhetjiik segitségiikkel.

3.1.3. Szo6rodas

Mig a kiilénb6z6 tipustu kozépértékek egy jellemzd értékkel helyettesitik az adathalmazt, addig
a szorddds a mérési adatok kiilonbozbségét, mérési tartomanyon beliili elhelyezkedését jellemazi.
A szorodas jellemzésére hasznalt legfontosabb mérdszamok:
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szorodas terjedelme,

interkvartilis terjedelem,

atlagos abszolat eltérés,

SzOras.

A felsorolt mérdszamokkal szemben altalanos elvaras, hogy teljes homogén adatsor esetén,
tehat, ha minden mérési adat megegyezik, az értékiik nulla legyen, viszont, ha az adatokban
van ingadozas, akkor azt kimutassik. Fontos az is, hogy a megadott mérGszam a szoérodés
szempontjabol értelmezhets legyen, és el6ny a konnyt meghatarozhatosag.

A szérodas terjedelme és az interkvartilis terjedelem

A mérési adatok tartoménybeli elhelyezkedésének legegyszertbb jellemzésére a szdrddds terje-
delme, vagyis a legnagyobb és a legkisebb mért érték kozotti kiilonbség szolgl: T' = Tmar — Tmin-
A terjedelem kénnyen szamithatd, jol értelmezhets, de érzékeny a kiugré mérési adatokra.

Ezt az érzékenységet kiiszoboli ki az interkvartilis terjedelem. Egy mérési adathalmaz in-
terkvartilis terjedelme az als6 és a fels§, vagy masképpen az els§ és a harmadik kvartilis kozti
kilonbség: TQ = Q3 — Q1. Az interkvartilis terjedelem &altal meghatarozott tartoméanyban
helyezkedik el a mérési adatok fele, illetve alatta és felette a tovabbi egy-egy negyede.

Atlagos abszolit eltérés

Az dtlagos abszolit eltérés esetében a mérdszam bevezetésének célja az adatoknak egy adott
kozépértéktsl valo eltérésének bemutatésa. Az atlagos abszolat eltérés az eltérések abszolut
értékeét Osszegzi és atlagolja. Ha a szamtani dtlaghoz viszonyitjuk az eltéréseket, akkor az atlagos
abszolut eltérés:

1 n
1=

Belathato, hogy az atlagos abszolat eltérés értéke akkor lesz minimélis, ha a szdmtani atlag
helyett a medianhoz viszonyitjuk az eltéréseket:

1 n
(5:nz;|:ci—c] , ha c¢= Me.
1=

Szoras

A szoéras a legaltalanosabban hasznélt mérdszéma a szérdédésnak. Szarmaztatasa a méasodrendd
centralis momentum alapjan torténik, annak négyzetgyoke lesz, tehat a széras az atlagtol valo
eltérések négyzetosszege atlaganak négyzetgyoke. A gyakorlatban, a meghatarozés alapjan meg-
kiilonboztetiink elméleti szorést, illetve korrigalatlan és korrigilt tapasztalati szorést.
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Elméleti szoéras. FElméleti széras alatt véletlen mennyiségnek a varhaté érték koriili ingado-
zasat értjik. Az elméleti szorast az alabbi képlet segitségével hatarozhatjuk meg:

b [T
n

ahol p a meghatarozand6 mérési adat varhatd értéke, n a mérések szama. Az elméleti szorés
meghatarozasahoz tehat pontosan ismerni kell a meghatirozand6 mérési adatot, ami csak spe-
cidlis esetben teljesiil. Ez a helyzet példaul etalon mennyiség mérésekor, vagyis, ha a miszert
kalibraljuk, vagy ha éppen az 6sszeéllitott mérérendszer szérasat akarjuk meghatérozni. Tovabbi
feltétel, hogy az elméleti széras meghatarozasahoz igen nagy szamu parhuzamos mérés sziikséges,
ami a gyakorlatban legalabb harminc parhuzamos mérés elvégzését jelenti. Az elméleti szoras
négyzetét szokas variancianak is nevezni.

Az elméleti szoras meghatarozasanal a szamlaloban szerepls kifejezés tObb szarmaztatott
mutatdban is szerepel, ezért szokas ra kiilon, mint eltérés négyzetdsszegre hivatkozni:

S8 = f:(xi — ).
=1

Az elméleti szorast tehat elsGsorban mitiszerek vagy mérési eljarasok bevizsgalasa soran lehet
meghatarozni, tehéit olyankor, amikor van lehet&ség pontosan ismert mennyiség nagyon sokszori
meghatarozasara parhuzamos mérések keretében. Egy maésik alkalmazasi lehetség, ha van egy
pontosan ismert paraméterekkel rendelkezd mérési eljarasunk, és ennek alkalmazasaval vizsgalunk
egy nagy elemszdmmal rendelkezd sokasagot, példaul egy tomegtermelésben elgallitott terméket.
Ilyenkor az elméleti széras meghatarozasahoz nagyszama mintan kell a vizsgéalatot elvégezni.

Tapasztalati szoras. A gyakorlatban, ha nem ismerjiik a meghatarozandé adat tényleges
értékét, akkor a mérési eljardsban az elméleti szoras helyett a tapasztalati szordst tudjuk meg-
hatarozni. A tapasztalati szoras meghatarozasanal a keresett mérési adat elméleti értéke helyett
a mérési adatok atlagahoz viszonyitjuk az eltéréseket. Ugyancsak a tapasztalati szoras képle-
tét alkalmazzuk, ha csak kisszamu minta alapjan akarjuk jellemezni a vizsgalt érték szorodasat.
Belathat6, hogy a tapasztalati szoras az elméleti széras minték alapjan végzett becslését szolgal-
tatja.

A tapasztalati szoras meghatéarozasara a szakirodalomban kétféle modszer ismert. Az un.
korrigdlatlan tapasztalati szordst a kovetkez6 moédon hatarozhatjuk meg:

* Z?:l(xi 75)2 )

n

A korrigalt tapasztalati szoras szamitasi képlete pedig a kdvetkezd:

Mint lathat6, mindkét esetben az elméleti szérassal szemben az eltéréseket a mérések atlagé-
hoz viszonyitjuk, de a korrigalatlan szérasnél a mérések szaméval, mig a korrigdltnal a mérések
szamanak eggyel csokkentett értékével osztunk. Abban az esetben, ha a mérések szama viszony-
lag kevés, példaul harom-négy, akkor az elméleti széras alulbecslésének elkeriilése érdekében
érdemes a korrigilt tapasztalati szorast alkalmazni. Ha a parhuzamos mérések szama nagy, és
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a meghatarozandoé érték nem ismert, akkor alkalmazhatjuk a korrigalatlan tapasztalati szérast.
Megjegyezziik, hogy kozgazdasigi elemzéseknél altaldban éppen emiatt a korrigalatlan tapasz-
talati szorast hatarozzak meg, a miiszaki gyakorlatban viszont &ltalaban a korrigalt tapasztalati
szorast alkalmazzuk. A jegyzet tovabbi részében, ha csak kiilon nem jelezziik, akkor szorés alatt
mindig a korrigalt tapasztalati szoérast értjiik.
Az elméleti szorashoz hasonlé modon, a tapasztalati szoras képletének szamlalojat is szokas
kiilon meghatérozni, és belathatod, hogy a kifejezés atalakithatd a kdvetkez6 modon:
n n
SS = Z(% -7)% = Z(ajl)Q —nz? .
i=1 i=1
Az atalakitas kovetkeztében a korrigalt tapasztalati szoras a kivetkezd képletekkel is megha-
tarozhato:

n 7~7; Ty 2 n -
>y (i —T)? _ > iz (i)? — (Z”% _ D i (i) — nz? ‘

n—1 n—1 n—1

Nyilvanval6, ha valamennyi adat megegyezik egymassal és igy kovetkezésképpen az atlaggal
is, akkor a tapasztalati szoras értéke nulla lesz.

A szamtani atlaghoz hasonloan a szorés, illetve az eltérés négyzetOsszeg esetében is megvizs-
galhatjuk, hogy a linearis transzformaciénak milyen hatésa van az értékiikre. Legyenek a linearis
transzformécié paraméterei a és b, a transzformalt valtozo pedig ;. Ekkor a transzforméalt val-
toz6:

Ei:a—i-ba:i.

Az eltérés négyzetosszeg transzformécioja:

n

SSz = (a+bz— (a+bx))? = bla; — %)’ =bSS, .
=1

=1

A transzformalt korrigalt tapasztalati szoras:

Oatbz = |blos

Szoras jellemzése tovabbi mérgszamokkal. A tapasztalati szoras értékének felhasznélasé-
val tovabbi mérdszamokkal jellemezhetjiik a mérési folyamatot.

Relativ szoras. A relativ szoras az alabbi képlet segitségével hatarozhato meg:
S
Sper = — - 100 [%] .
z

A relativ szoras segitségével tehat megadhatjuk, hogy egy mérémiiszer mérési tartoméanyanak
kiilonb6z6 pontjaiban milyen ardnyban valtozik meg a szérasa a mérési eredmények atlagahoz
viszonyitva.

Atlagérték szorasa. Az atlagérték szorasanak meghatarozéisaval az elvégzett parhuzamos
mérések szama alapjan vizsgaljuk a mérési folyamatot:
S

Sz = — .

NZD

Meghatarozasa a parhuzamos mérések szamanak becslését teszi lehetévé.
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Atlagérték relativ széorasa. E mérészam meghatarozasanal mind az atlagérték méréstar-
tomanyon beliili elhelyezkedésének, mind a parhuzamos mérések szidmanak hatasat figyelembe
vessziik:

S

Sz,rel = ﬁ -100 .

3.1.4. Adatok megjelenitése
Adatbazisok, adattablak

A mérési adatokat, a feldolgozasukhoz, értelmezésiikhez érdemes kiilonb6z6 médon tarolni, meg-
jeleniteni. Az alkalmazand6 modszer kivalasztéasanal az egyik legfontosabb szempont a mérési
adatok szama. Néhany adat esetén természetesen barmilyen egyszerti médon megjelenithetjiik
az adatainkat, de ha egy hosszabb mérési periédus eredményeként esetleg tobb ezer adatot kell
tarolni, akkor érdemes azokat a feldolgozés szempontjainak megfelelGen csoportositani.

A megjelenités sordn alkalmazhatunk id&soros és keresztmetszeti tablazatokat, illetve ezek
kombinacioéit. Az idGsoros tablazatokban az adatokat a mérés idépontjanak megfelelen soroljuk
fel, tehat a felsorolés sorrendje ennek megfelel6en kotott. Mérési adatok esetében altalaban ezt
a lefrasi médszert alkalmazzuk.

Ha a mérési adatokat példaul a mérés helye szerint csoportositjuk, akkor keresztmetszeti
tablazatokat kapunk. Az ilyen tablazatokban a csoportok felsorolésa (elvileg) tetszsleges, tortén-
het akir a mérdhely sorszdma alapjan, akiar mas, pl. topologiai szempontoknak megfelelGen.

Alkalmazhatjuk a két csoportositasi méd kombinalasat is, ekkor példaul "térben" és id6ben
rendszerezve soroljuk fel az adatainkat.

Kiilonosen nagy tomegii adat esetében érdemes azokat a kiértékelés jellegének megfelelGen
rendszerezni. Erre két statisztikai alapmiivelet szolgal, a csoportositas és az Gsszehasonlitas.

Ha kiilonb6z6 mérshelyekrél, miszerektsl vagy mérési ciklusokboél szarmaznak az adataink,
akkor érdemes azokat csoportositani. A csoportositds lényege, hogy a mérési adatokat kiilonbozd
szempontok szerint osztalyokba soroljuk. Fontos, hogy ezeket a szempontokat gy valasszuk
meg, hogy azok a mérés kiértékelése szempontjabol lényegesek legyenek. Arra is figyeljiink,
hogy a kivalasztott szempontok alapjan az adatok egyértelmiien besorolhatok legyenek. Mérési
adatoknél is el6fordulhat, hogy t6bb szempont szerint végezziik el az adatok csoportositasat. Ezt
kombinativ csoportositdsnak is szokis nevezni. A szempontok szidma azonban ne legyen tul sok,
mert ekkor romlik az adatok attekinthetGsége.

Az dsszehasonlitds esetében valamilyen szempont szerint Osszetartozo adatokat rendeliink
egymas mellé, hogy azonossaguk vagy kiilonbozdségiik kimutathaté legyen. Osszehasonlitas tor-
ténhet azonos idépontban kiillénb6z6 helyeken mért értékek kozott, de lehet azonos helyen kii-
16nb6z6 idépontokban mért értékeket is Gsszevetni. Ebben az esetben arra kell figyelni, hogy az
Osszehasonlithatosag értelmezhets legyen, tehat példaul azonos jellegli mennyiségekre végezziik
el, vagy a megfigyelés koriilményei azonosak legyenek, és példaul egy jol meghatérozott moédositas
hatasat vizsgaljuk. Az Gsszehasonlitas torténhet

— héanyadosképzéssel, mely elsésorban id6beli adatok esetében alkalmazott relativ mutatot
ad;

— kiilonbségképzéssel, mely keresztmetszeti adatoknal hasznalt abszolit mutatét general.
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Adatok abrazolasa

A mérési adatokat tipikusan az id§ fliggvényében szokas abrézolni. Minden mérési adat kiilon
pontként valdé megjelenitése csak kisszamu adat esetében jelenthet megoldast. Nagyszamu adat
esetében a legegyszertibb megoldas, ha az adatokat adott idStartamokra atlagoljuk, és az igy
kapott értékeket abrézoljuk. Az atlagolashoz hasznélt idGtartam megvalasztasanal nagyjabol a
mintavételezéshez hasonléan kell eljarni. Ha jol valasztjuk meg ezt az idGtartamot, akkor az
informéci6 stiritése mellett az adatoknak egyfajta elsGdleges simitésat is elvégezziik, hiszen a
szamtani atlag tompitja a kiugré értékek hatéasat.

Gyakorisagi sorok. Ha a mérési adatainkat nem az id6beliségiik, hanem az értékiik szerint
csoportositjuk, akkor az adatok szaménak fliggvényében kétféle moédon jarhatunk el. Kisszamu
adat esetében egyszertien meghatarozzuk az azonos értéki adatok szamat. Ezt a fajta besorolast
nehezitheti, hogy a nagy felbontasi miiszerekrsl kapott értékek a zaj kovetkeztében az utolso
kijelzett értékben mutatnak kiilonbozéséget. Az igy kapott adatsort egyszerd gyakorisdgi sornak
nevezziik.

Ha az adatok szama nagy, és az elvégzendd Osszehasonlitds megengedi, akkor érdemes az
adatokat osztalyokba besorolni, majd az osztalyok elemszamét abrazolni. Ennek eredményeként
az un. osztdlykézds gyakorisdgi sorokat, vagy relativ gyakorisdgi sorokat kapunk, melyeket hisz-
togramnak is szokas nevezni. A relativ gyakorisagi sorok elkészitésének altalanos szabélyai a
kovetkezdk:

— Az osztalyok szamat a kovetkezs szempontok alapjan valasztjuk meg:

— Altalaban az osztéalyok szama 5 és 20 kozott legyen, az adatok szaménak és "egyfor-
masaganak" fliggvényében.

— Az osztalyok szamat szokas a kovetkezd modon is meghatarozni:
k=14 3,3 lgn, ahol n az adatok szama.

— Ha tadl kevés az osztalyok szama, akkor 6sszemoshatjuk a jellegzetességeket.

— Ha tul sok osztalyt valasztunk, akkor romlik az attekinthetdség, és megjelenhetnek
iires osztalyok, amik az értelmezhet&séget nehezitik.

— Az osztalyok szélességének megvalasztasa:

— Az osztalyok szélességét a legnagyobb és a legkisebb adat kozti kiilonbség és az osz-
talyok szama hényadosanak kerekitésével hatarozhatjuk meg.

— Altalaban célszert egyforma szélességii osztalyokat alkalmazni. Az eltérd szélességek
megnehezitik az 6sszehasonlitést.

— Annak érdekében, hogy egy-két kiugré adat miatt ne kelljen feleslegesen sok, és sokszor
iires osztalyt létrehozni, lehetGség van a legalsé és a legfelsd osztalyok esetében tun.
nyitott osztalyok megadasara. Ekkor a legalsé osztalynak az also, a legfelss osztalynak
a fels6 hatarat nem adjuk meg, hanem a kiugré értékeket ezekben gytjtjiik.

— Erdemes az osztalyok szélességét kell alapossaggal megvélasztani, mivel a rosszul
megvalasztott szélesség komoly torzitast okozhat.

— Hatarok rogzitése:

— Ha nem alkalmazunk nyitott osztalyt, akkor a legkisebb mérési eredmény alapjan
meghatarozzuk a legalsé osztaly als6 hatéarat.
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— A t6bbi hatart ennek, valamint az osztalyszélességnek a figyelembevételével hatéroz-
zuk meg.

— Az egyértelmit besorolas érdekében a hatarokat tigy kell megvalasztani, hogy a hatérra
ne eshessen adat. Ezt az eredmények megjelenési forméja alapjan legkonnyebben ugy
érhetjiik el, hogy a hatarok egy tizedessel nagyobb felbontastiak legyenek, mint a
mérési adatok.

— Az osztalyok also és felsé hatarértékének atlagolasaval meghatérozhatjuk az osztaly-
kozép értéket.

A mérési adatoknak a megadott szabalyok figyelembevételével elvégzett csoportositdsa utan
a kapott értékeket altaldban oszlopdiagram formajéaban szokis megadni.

Box-plot abra. Az adatok térbeli elhelyezkedésének Gsszefoglald dbrazolasit megadhatjuk az
un. box-plot grafikon segitségével is. A box-plot grafikon esetében a kovetkezd értékeket vessziik

fel:
— az esetleges als6 kiugré érték, x*

— a legkisebb (nem kiugro) érték, z,,in

az alsé kvartilis, ()¢
— a median, M,

— a fels6 kvartilis, Q3

a legnagyobb (nem kiugro) érték, gz
— az esetleges felsd kiugro érték, x*

A felsorolt adatokat a kovetkezs forméatumu abra segitségével jelenitjlik meg:

-

g ps
Xﬂlﬂ)’ BE | T
Q: |
M. - O
Q
xmm Ly
x‘ : :

A felsorolt hatarpontok definicidinak megfelelGen a négyzettel jelolt rész tartalmazza az adatok
felét, mig attol felfelé és lefelé az adatok 25 — 25%-a helyezkedik el. Ha az adatok eloszlasa
szimmetrikus, akkor ez a két rész kozelitSleg egyforma. Ha valamelyik irdnyba hosszabb ez a
25%-0s tartomény, akkor ennek megfelelgen az adatsor is abba az iranyban nyulik el jobban. Ha
az adatok szorasa nagy, akkor ezek a tartoményok is nagyok lesznek. A kovetkezs dbran lathato
néhény tipikus eset:
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Kidolgozott feladatok

3.2.1. Elemi miiveletek

1. Legyen adott az alabbi mérési adatsor:

141g 139g 140g 142g 140g 139g 143g 142¢g
140g 144g 142¢g

Végezze el a szamlalas, Osszegzés és rangsorolas miiveletét! A rangsorolasnél alkalmazza
mind a kapcsolt rang, mind az atlagrang modszert, és hasonlitsa Gssze a rangosszegeket!

Megoldds menete:
A szdmldlds eredménye az adatok szama, azaz n = 11.
Az Gsszegzés eredménye az adatok Osszege:> | x; = 15,52 g.

A rangszamok kiosztasahoz elsé lépésként az adatokat nagysag szerint sorba rendezziik.
(Ez a lépés termeészetesen nem kotelezs, csak segiti a miivelet elvégzését, kiilonosen akkor,
ha t6bb azonos érték is szerepel az adatok kozott.) A kapesolt rang modszer esetében az
azonos értékek a soron kovetkezd legkisebb rangszamot kapjik, majd az egyforma adatok
szamanak megfelelGen kihagyunk rangszamokat, és ugy folytatjuk a rangsorolast. Az dtlag
rang alkalmazasa esetén az egyforma értékek a hozzajuk tartozé rangszamok atlagértékét
kapjék.

sorszam | eredeti adatsor | rendezett adatsor | kapcsolt rang | atlagrang
i 7 [g] z) [gl Ry R;
1 1,41 1,39 1 1,5
2 1,39 1,39 1 1,5
3 1,40 1,40 3 4
4 1,42 1,40 3 4
5 1,40 1,40 3 4
6 1,39 1,41 6 6
7 1,43 1,42 7 8
8 1,42 1,42 7 8
9 1,40 1,42 7 8
10 1,44 1,43 10 10
11 1,42 1,44 11 11
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Az eredeti és a sorba rendezett adatok jelolésére bevezetett megoldést alkalmazva lathato,
hogy az els§ adat a sorba rendezés utan a hatodik lett, azaz

T1 = T(g) = 1,41 g.
A harmadik adat viszont "maradt a helyén":
xr3 = w(g) = 1,40 g.

Kapcsolt rang esetén a rangszamok Osszege 59, mig az atlagrang alkalmazasa esetén 66.

Ahogy emlitettiik, nem feltétleniil kell a sorba rendezést elvégezni, ebben az esetben a
kovetkezo tablazatot kapjuk:

adatok | kapcsolt rang | atlagrang

z; [g] Ry; R;
1,41 6 6
1,39 1 1,5
1,40 3 4
1,42 7 8
1,40 3 4
1,39 1 1,5
1,43 10 10
1,42 7 8
1,40 3 4
1,44 11 11
1,42 7 8

2. Legyen adott az aldbbi hémérsékletmérési adatsor:

26,5 °C  26,4°C  26,7°C 26,5°C 264°C 268°C 26,5°C 262°C
26,6 °C  26,5°C 26,4 °C 26,1 °C

Végezze el a szamlalas, Osszegzés és rangsorolas miiveletét! A rangsorolasnél alkalmazza
mind a kapcsolt rang, mind az atlagrang modszert, és hasonlitsa Gssze a rangosszegeket!

Megoldds menete:
A szamldlds eredménye az adatok szama, azaz n = 12.
Az Gsszegzés eredménye az adatok Osszege: Y x; = 317,6 °C.

A rangszamok kiosztasahoz elsé 1épésként itt is az adatokat nagysag szerint sorba rendez-
ziik, majd a kapcsolt rang modszer esetében az azonos értékek a soron kdvetkezs legkisebb
rangszamot kapjak, az dtlagrang alkalmazésa esetén az egyforma értékek a hozzajuk tartozo
rangszamok atlagértékét kapjak.
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sorszam | eredeti adatsor | rendezett adatsor | kapcsolt rang | atlagrang
1 x;|°C| Z () [°C] Ry; R;
1 26,5 26,1 1 1
2 26,4 26,2 2 2
3 26,7 26,4 3 4
4 26,5 26,4 3 4
5 26,4 26,4 3 4
6 26,8 26,5 6 7,5
7 26,5 26,5 6 7,5
8 26,2 26,5 6 7,5
9 26,6 26,5 6 7,5
10 26,5 26,6 10 10
11 26,4 26,7 11 11
12 26,1 26,8 12 12

Kapcsolt rang esetén a rangszamok 6sszege 69, mig az atlagrang alkalmazasa esetén 78.

3.2.2. Kozépértékek

1. Legyen adott az alabbi tomegmérési adatsor:

141g 139g 140g 142g 144g 143g 146g 147g
145¢ 148g 150¢g

(a) Hatarozza meg az adatsor szamitott atlag tipusu atlagértékeit!

(b) Szamitsa ki a stulyozott atlag értékét tigy, hogy a sulytényezdk az atlagtol valo eltérés
abszolut értékei legyenek!

(c) Hatarozza meg a rekurziv vagy futoatlag értékeit az elsé 6t mérési adatral

(d) Hatarozza meg a mozgoatlag elss ot értelmezhetd értékét az ablakos modszer segitsé-
gével, ha az ablak szélessége N = 3.

Megoldds menete:

(a) A szamitott atlagok koziil el@szor az egyszerti szamtani atlag, a mértani (geometrikus)
atlag, a négyzetes atlag és a harmonikus atlag értékét hatarozzuk meg.

Az egyszerd szamtani dtlagot a jol ismert képlet segitségével hatarozhatjuk meg:

1 n
j:az:ci:1,4409g.

i=1
A harmonikus dtlagot mérési adatok reciprokainak osszegével hatarozhatjuk meg:

n

A mértani (geometriai) dtlag esetében a mérési adatokat dsszeszorozzuk, majd n-dik
gyokot vonunk:

Tg=Yx1-... 2, =1,4405 g .
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A négyzetes (kvadratikus) dtlag pedig az atlagolandé szamértékek négyzetosszegének

atlagan alapul:

) \/x%+x§+...+x%
xq:

n

=1,4413 g .

A n érték az adatok szaméra utal (n = 11).

(Megjegyzés: az eredeti adatoknak megfelelGen, valamennyi atlagot két tizedes jegyre
kell megadni, azonban ennél a példanal nem latszananak a kiilonbozd atlagértékek

kozti kiilonbségek.)

(b) A sulyozott atlag meghatarozasahoz el@szor szamitsuk ki a stulytényezéket és normal-

juk 6ket a feladatban megadottaknak megfelelGen:

w, = |z; —z,
W o=
1 sz °
adatok | atlagtol valo eltérés normalt
sulytényezdk stulytényezsk
x; g w; w;
1,41 0,03 0,099
1,39 0,05 0,164
1,40 0,04 0,132
1,42 0,02 0,067
1,44 0,00 0,003
1,43 0,01 0,035
1,46 0,02 0,061
1,47 0,03 0,094
1,45 0,01 0,029
1,48 0,04 0,126
1,50 0,06 0,190

Lathato, hogy a normélt silytényezk Osszege 1:

n
E I
i=1

A sulyozott atlag értéke:

n
=) w2 =1442g.

i=1

Megjegyezziik, hogy a silytényez&k ilyen moédon vald megvalasztasa az atlagértéktsl
messzebb es adatok hatésat noveli, azaz az esetleges kiugré adatok erésen befolyasol-

jak a stlyozott atlag értékét.

(¢) A rekurziv vagy futdatlag esetében valamennyi adat egyforma stllyal szerepel az atlag-
ban, igy a kapott atlagérték valamennyi adat figyelembe vétele esetén megegyezik az



3. MERESI ADATOK FELDOLGOZASA

egyszeri atlag értékével. Az egyes mérési eredmények beérkezése utén az atlagértéket
a kovetkezs képlet segitségével hatérozzuk meg:

z.,(0) = 0
_ _ 1 _ k—1_ 1
z.(k) = z.(k—1)+ %(xk -z (k—1)) = k: Zp(k—1)+ 7Tk -
Behelyettesitve a megfelel§ értékeket:
z.(0) = 0
1 1-1 1 1-1 1
z.(1) = fT(O)—i—I(xl—:ET(O)): 7 ET(O)—i—le = T-O+I-1,41:1,41 g
1 2—1 1 2—-1 1
7 (2) = ir(1)+§(m2—ir(1)): 5 :ET(l)—i—ixg: T-1,4l+§-1,39: 1,40 g
1 3—-1 1 3—-1 1
Zr(3) = Z,(2)+ - (23— 7,(2)) = Zr(2)+ o3 =——-1,4+--1,40=1,40 g
3 3 3 3 3
1 4-1 1 4-1 1
zr(4) = ir(3)+1(x4—fr(3)): 1 £T(3)+1:c4: T-1,4+1-1,42:1,41 g
1 5—1 1 5—1 1
z.(5) = z,(4) + 5(955 —Z,(4)) = ?jr(4) + 505 = —p— 1,405 + 5 1,44 =1,412 g

A mozgobatlag esetében az atlagolasnal csak az ablakba es6 adatokat vessziik figye-
lembe, a kovetkez6 képletnek megfelelGen:

i=k—N+1
Miutén az ablak a megadott szélességnek megfelelen 3 adatot tartalmaz, igy az elsd
két szamitas eredménye rossz értéket ad, igy azokat el is vethetjiik:

1 1,41
(1) = 3 > == =0,4T¢
i=1—-3+1=—1
2
1 1,41 41,39
Tm(2) = = > xi:%:0,93g.
i=2—3+1=0

Ebben a példaban tehat a harmadik mérési adat beérkezésétdl kezdve kapunk hasznéal-
hat6 eredményeket:

5(3) = % $i:1,41+1,339+1,4o:1740g
=1

Fod) — 51),42““:1’39“’;0“’42:1’40%
P

El5) = zl),:‘”:1’40“’;2“’44:1’4“
i

£0(6) — Z1))643%_1,42+1,;14+1,43_1’43g
i

5(T) = % ! xi:1,44—1—1,;3—%1,46:1’453&
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Természetesen mas N értéknél, azaz mas ablakszélességnél az eredmény is mas lesz.
Vigyéazzunk arra, hogy ha az adatfeldolgozas soran, példaul a rangszamok kiosztasanal
nagysag szerint sorba rendeztiik az adatainkat, akkor mind a rekurziv, mind a mozgé-
atlag szamitasanal a rendezés el6tti, eredeti adatsort hasznaljuk!

2. Legyen adott az aldbbi hémérsékletmérési adatsor:

26,5°C  26,4°C  26,7°C 26,5°C 26,4 °C

26,8 °C 26,5°C 26,2 °C

26,6 °C 26,5 °C  26,4°C 26,1 °C 26,6 °C 26,2 °C

(a) Hatarozza meg a median értékét!

(b) Hatéarozza meg a modusz értékét!

(c) Hatarozza meg a tercilisek és a kvartilisek értékeit!

Megoldds menete:

Mindharom feladat megoldésahoz elsé 1épésként rendezziik nagysag szerint sorba az ada-

tokat!
sorszam | eredeti adatsor | rendezett adatsor
1 x; [°C| Z (i) [°C]
1 26,5 26,1
2 26,4 26,2
3 26,7 26,2
4 26,5 26,4
5 26,4 26,4
6 26,8 26,4
7 26,5 26,5
8 26,2 26,5
9 26,6 26,5
10 26,5 26,5
11 26,4 26,6
12 26,1 26,6
13 26,6 26,7
14 26,2 26,8

(a) A median a nagysag szerint rendezett adatsor kozépss eleme, amelynél egyforma valo-
szintiséggel talalunk kisebb és nagyobb értéket az adatsorban. Miutan itt paros szamu
adat van, igy a median a két kozépsé6 elem &tlaga lesz:

Ty +rE) 26,5+ 26,5
2 N 2

M, =

= 26,5 °C .

(b) A moédusz az adatsor leggyakoribb eleme, azaz az az érték, mely a legtobbszor fordul
el6 az adatok kozott. Ennél a példanal a modusz M, = 26,5 °C.
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(c) A tercilisek a harmadolok, vagyis azok az értékek, melyek harom olyan tartoméanyra
osztjak a rendezett adatsort, melyekben koézel egyforma szidmu adat szerepel. Két
tercilist kell meghatarozni a kovetkezd képletek segitségével:

n+1 14+1 .
3 = 3 =5 — T1:.1‘(5):26,4 C

2 1 2(14+1
(n; ) = ( 3+ ) = ]_0 — TQ = CC(I()) = 26,5 OC.

A harom kvartilis négy tartoméanyra osztja a rendezett adatsort. Az els6 kvartilisnél az
adatok 25%-a kisebb, a méasodiknal az 50%-a, mig a harmadiknéal a 75%-a. A példaban
szerepld adatsor kvartilisei a kovetkezdsk:

n-+1 14+1 o
a— =3,75~4 — Q=4 =264°C
_|_
2<n:1>_2<144+1>_775 L Qy= Me= 20O _ g 500
3n+1) 3(14+1)

= =1L~ o Q=101 =26,6°C.

Mint lathaté, ha nem egész érték jon ki az osztopont értékének meghatarozasénal,
akkor vagy kerekitiink, vagy ha pontosan 5 tizedet kapunk, akkor a két érték atlagat
vessziik. A kapott kvantilisek bemutatasa az adatsorral:

26,1 26,2 26,2 264 264 264 26,5 265 265 265 266 266 26,7
Q1 T Me = Q2 T, Qs
Mint lathato, a viszonylag kevés adat miatt a kvantilisek altal meghatarozott felosztas

nem teljesen egyforma.

3. Legyen adott az alabbi hossziisdgmérési adatsor:

19m 26m 23m 26m 30m 29m 33m 29m 35m 3"Tm 34m

(a) Hatarozza meg a rekurziv atlag (futoatlag) értékeit!

(b) Hatarozza meg a mozgoatlag értelmezhets értékeit az ablakos modszer segitségével,
ha az ablak szélessége N = 3!

(c) Hatarozza meg a mozgoatlag értelmezhets értékeit az ablakos modszer segitségével,
ha az ablak szélessége N = 5!

(d) Hasonlitsa 6ssze a kapott atlagértékeket az eredeti adatok alakulaséavall
Megoldds menete:

(a) A rekurziv atlag képlete:

26,8
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Behelyettesitve a megfelel§ értékeket:

- (0) = 0

(1) = 1;531-0-+‘%-]£)::19,01n

Tr(2) = 2{531-19-+-% .26 = 22,5 m
5(3) = 3;31-22,5+é-23:22,7m
Tr(4) = il{;L.zz,em&-26::23,5m
z.(5) = éi;}i-23,5-+'%':y)=:24,81n

. (6) = gi;1-24,8+—é‘29::25,51n
(7)) = EL%;57-25,5-+-% .33 =126,6 m
I(8) = §i§ji-26,57~+-% .29 = 26,9 m
Zr(9) = giijl-26,87~+-% .35=27,8m
I.(10) = mﬁlazm+%~w:%7m
I.(11) = Hﬁl %7+1 .34=29,2m .

Az utolso lépésben kapott eredmény természetesen megegyezik az adatsorra kiszamolt
egyszeri atlag értékével:

11
}: ;=292 m

I
I
»—l‘ —

(b) A mozgoatlag képlete:

1 k

Az els§ esetben az ablak szélessége N = 3, igy a mozgdatlag szamolasat csak a har-
madik mérési adat beérkezése utan kezdjiik:

19 + 26 + 23
Im(3) = Afjgj 44;t444j;44,__22771n
1 26 + 23 + 26
Im(4) = 4,2{: izzggéfgggfégf::25,oxn
=2
23 4 26 + 30
Im(5) = Afjgj 44;t444j;44,__26’31n
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6
1 2 2
Tm(6) = §Z$i276+330+ 9:28,3m
i=4
30 + 29 + 33
Fnl(7) = j{: =S 50,7 m
8
1 2 2
Im(8) = gz w_goygm
9
1 33+ 29 + 35
Im(9) = 3§j£: Ag;fgggfégf——32,31n
10
1 29 + 35 + 37
Tm(10) = Eiji: Agifgggfkgf——33,71n
11
35 + 37 + 34
Fm(11) = j{: Agitgggfégf__35,31n.

(c) A masodik esetben az ablak szélessége N = 5, igy a mozgoatlagok értékei a kovetkezsk:

5
. 1 19 4 26 + 23 + 26 + 30
Im(5) = gin: - =24.8m
=1
6
. 1 26 + 23 + 26 + 30 4 29
%m)ZEZ)F: - = 26,8 m
=2
7
1 23 + 26 + 30 4+ 29 + 33
F(T) = =S gy 2T TIITI g
5 4 5
=3
8
1 26 + 30 + 29 4 33 + 29
Tm(8) = - z;= Rk sk =29,4m
5 4 5
=4
9
. 1 30 + 29 + 33 + 29 + 35
T (9) ::A5§:xi: - =31,2m
=5
10
. 1 29 + 33 + 29 + 35 + 37
%m):gzm: - = 32,6 m
=6
11
1 33 +29+ 35437+ 34
(1) = =3 wi= * +'5*' O 336m.
=7

(d) A haromféle szamolas eredményét a kovetkezs tablazatban foglaljuk Gssze:
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—i—futdatlag

15

T T T T T T T
1 2 3 4 5 3 7 3 9

! sorszam, i
10 11

—#— mérési adatok

mozgd atl. N=3

—&—mozgd atl. N=5

63

3.1. abra. A mérési adatok, futdatlag és mozgoatlag értékek dsszehasonlitasa

sorszam | eredeti adatsor | rekurziv atlag | mozgdatlag N = 3 | mozgodatlag N =5

i i[m] Zp(i)[m] T (i) [m] (i) [m]
1 19 19,0 - -

2 26 22,5 - -

3 23 227 227 -

4 26 23,5 25,0 -

5 30 24,8 26,3 24,8

6 29 25,5 28,3 26,8

7 33 26,6 30,7 28,2

8 29 26,9 30,3 29,4

9 35 27,8 32,3 31,2

10 37 28,7 33,7 32,6

11 34 29,2 35,3 33,6

Megjegyzés: Bar a mérés méter felbontési, az atlagértékeket tized méter felbontasban
adtuk meg az egyes értékek kozotti kiilonbségek érzékeltetésre.
A tablazat adatai a[3.] abran is lathatok.
Tételezziik fel, hogy olyan mérési adatokat abrazoltunk, amelyek értéke az ids elére
haladtaval emelkedik, de zaj is szuperponalodik ra. A futoiatlag értékei kisztirik a zaj
hatasat, de az értékek egyre jobban elmaradnak a legfrissebb mérési adatok értékeitsl.
A mozgoatlag-szamitas ezt a problémat korrigdlja. Ha az ablakszélesség 3, akkor a
kovetés jo, de a zaj okozta ingadozasok lathatok. 5-6s ablakszélességnél a zajok hatéasa
elttinik, viszont az adatok valtozasanak kovetése valamivel rosszabb, tovabba az 6todik
mérési adat beérkeztéig nincs informacionk a mérés menetérdsl.

3.2.3. Szorodas

1. Legyen adott az alabbi hémérsékletmérési adatsor:

26,5 °C 26,4 °C 26,7 °C
26,6 °C 26,5 °C 26,4 °C

26,5 °C 26,4 °C
26,1 °C 26,6 °C

26,8 °C 26,5 °C

26,2 °C .

26,2 °C
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Hatarozza meg a terjedelem értékét!

Hatéarozza meg az interkvartilis terjedelem értékét!

Hatarozza meg az atlagos abszolit eltérés értékét!

Hatarozza meg a korrigalt és a korrigalatlan tapasztalati szoras értékét!

Hatéarozza meg a relativ szoras, a kozépérték szoérasa és a kozépérték relativ szorésa
értékeket!

Megoldds

(a)

(b)

(d)

A terjedelem a legkisebb és a legnagyobb érték kozti kiillénbség:
T = Tonaz — Tomin = 26,8 —26,1=10,7 °C .

Az interkvartilis terjedelem a harmadik és az els6 kvartilis értéke kozotti kiilonbség.
A kvartilisek meghatarozésat az el6z6 példdban targyaltuk. Miutan ebben a példa-
ban szerepld adatsor ugyanaz, mint a Kdzépértékek rész 2. kidolgozott példajaban
szerepld, igy:

TQ = Q3 —Q, =26,6—26,4=0,2°C .

Megjegyezziik, hogy a [@Q1 — @3] intervallumba esik az adatok 50%-a.

Az atlagos abszolut eltérést a kovetkezs képlet segitségével hatarozhatjuk meg:

1 n
1=

Az adatok atlaga & = 26,457°C, igy az atlagos abszolut eltérés:

|z1 —26,457| + |29 — 26,457 + - - - + |v14 — 26,457
- 14

1) =0,149 °C..

Mint az az elméleti Gsszefoglaloban szerepelt, az atlagos abszolut eltérés legkisebb
értékét akkor kapjuk meg, ha az atlagérték helyett a medidnhoz viszonyitva vessziik
az eltérések abszolit értékeinek az atlagat:

1 n
om, = n;|xi_Me|
M, = 26,5
Snp = |l‘1—26,5|+’$2—26,5|—|—-"+’$14—26,5’20’14300‘

14
A korrigélt tapasztalati szoras (s) képlete:

Igy az adatsor korrigalt tapasztalati szorasa:

. Sk (@i — 26,457)2
141

=0,195°C .
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A korrigalatlan szoréas (s*) esetében a szamolasi képlet

* Z?:l(xi B 'i‘)Q

n

az értéke pedig:

14
14 (2; — 26,457)?
s*:\/zml(xl - 6457 _ o188 °C .

Megjegyezziik, hogy a miiszaki gyakorlatban altalaban a korrigilt tapasztalati szorést
alkalmazzuk. Ha az adatok szdma nagy, mint tipikusan sok kozgazdasagi statisztikai
vizsgalat esetében, akkor nem okoz nagy eltérést a korrigalatlan tapasztalati szoéras
alkalmazésa.

(e) A relativ szoras értékét megkaphatjuk, ha a korrigalt tapasztalati szoras értékét az
egyszeri atlag értékéhez viszonyitjuk, és a kapott eredményt szazalékban fejezziik ki:

0,195

. 100 =
00 26, 457

- 100 = 0, 74% .

Srel =

K| w

A kozépérték szordsa esetében a szorast az adatok szaménak négyzetgyokéhez viszo-
nyitjuk:
o S _ 0,195
TV V14
A kozépérték relativ szorasa meghatarozasanal mind az atlagértéket, mind az adat-
szam négyzetgyokét figyelembe vessziik:

=0,052 °C .

s 0,195

Sl = —— 100 = ———__ 100 = 0,20% .
el T T vn 26,457 - /14 ¢

2. Egy mérleg 3 pontban torténd kalibralasa soran a kovetkezd adatokat kaptuk:

1. mérési pont: | 100,56 g 995¢g 1002 g
2. mérési pont: | 500,1 g 500,2 g 4998 g
3. mérési pont: | 9009 g 899,1g 900,1 g

(a) Hatéarozza meg az egyes mérési pontokban az atlag, a korrigalt tapasztalati szoras, a
relativ szoras, az atlagérték szorasa és a atlagérték relativ szorasa értékeket!

(b) Milyen tanulsagot tud levonni a kapott értékekbsl? Mikor érdemes t6bb parhuzamos
mérést végezni?

Megoldds

(a) Az 1. mérési ponthoz tartozo értékek:
— atlag: 7' =322 | = a2} =100,07 g

T
— korrigalt tapasztalati szoéras: s' = 4/ M =0,5132 g
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Z. 7 7 l
— relativ szoras: sper,, = 21 = 0,51%

.. ’ ’ 7 2z Z 1
— kozépérték szordsa: sz = % =0,2963 g

— kozépérték relativ SZOTaS:Spel,, = 51 =0,30% .

V3%
A 2. és 3. mérési ponthoz tartozo értékeket hasonlé modon hatérozhatjuk meg. A
kovetkezo6 tablazat tartalmazza a harom mérési pontra vonatkozo értékeket:

1. mérési pont 2. mérési pont 3. mérési pont

mért adatok: 100,5 g 500,1 g 9009 g

99,5 g 500,2 g 8991 g

100,2 g 499.8 ¢ 900,1 g
Atlag: 100,07 g 500,03 g 900,03 g
Korrigalt tapasztalati szoras: 0,132 g 0,2082 g 0,9018 g
Relativ szorés: 0,51% 0,04% 0,10%
Atlagérték szorasa: 0,296 g 0,120 g 0,521 g
Atlagérték relativ szorasa: 0,30% 0,02% 0,06%

(b) A kapott értékekbdl lathato, hogy bar a 3. mérési pontban a legnagyobb a mérési
adatok szorasa, de ha figyelembe vessziik az atlag értékét, akkor ahhoz viszonyitva az
1. mérési pontban kapjuk a legnagyobb ingadozast. Célszertien a két szélsé mérési
pont kornyezetében, azaz a mérési tartomany szélein, tobb parhuzamos mérést kell
végezni, mint a mérési tartomény kozepén.

3.2.4. Adatok abrazolasa
1. A gyartoszalagrol lekeriil§ termékek tomegének folyamatos elemzése sorén a kévetkezs ered-

ményeket kaptuk:

3205g 3195g 3198g 320lg 3200g 3205g 3198g 3210g 319l g
3185 g .

Készitse el a mérések relativ gyakorisdgi hisztogramjat, box-plot dbrajat, allapitsa meg a
modusz és median értékét!

Megoldds

Bar az adatok kis szdma miatt nem latszik érdemesnek osztalykozos gyakorisagi sor alkal-

magzasa, de a nagysag szerinti sorba rendezésbdl lathatd, hogy kevés az egyforma adat:

3185 ¢ 3191g 3196g 3198g 3198g 3200g 3201g 3205g 3205¢g
3210 g .

A mérések szama n = 10, hatarozzuk meg ennek alapjan az osztalyok szamat:

k=1+3,3lgn=1+3,31gl0=4,3~4.

Az osztalyok szélessége:

Trmaz — Tmin 3210 — 3185

h= k A

=6,25~6 .
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Az els6 osztaly (71) also és felss hatara és osztalykozepe:

i9=3182,5g & =3188,4g i=3185g.

Az osztalykozos gyakorisagi sor tablazata:

osztaly- osztaly- osztaly- relativ
index hatéarok kozép | gyakorisag | gyakorisag
lg] le] [db]
1 3182,5-3188,4 3185 1 0,1
2 3188,5-3194,4 3191 1 0,1
3 3194,5-3200,4 3197 3 0,3
4 3200,5-3206,4 3203 3 0,3
5 3206,5-3212,4 3209 1 0,1

67

Mint a tablazatbol lathato, az eredetileg tervezett 4 osztalynél tobbet, 6t6t kaptunk, ami

a szamolassal meghatéarozott osztalyszélesség lefelé kerekitésének kovetkezménye.

A sorba rendezés alapjan

— a medidn az x(5) és x(g) adatok atlaga: 3199 g

— mobdusz kettd is van: 3198 g és 3205 g .

A box-plot abrahoz:

als6 hatarérték: 3185 g ,

1
als6 kvartilis: Q1 = nz
median: M, =3199 g ,

3 1
fels6 kvartilis: Q3 = (n4—i—)

fels6 hatarérték: 3210 g .

3210

3205 T
3200 — m}
3155

3190

3185 -

=2,75~3= (3 =3196 g ,

:8,25%8$x(8):3205g,



68 3. MERESI ADATOK FELDOLGOZASA

3.3. Gyakorl6 feladatok
3.3.1. Ellenérzé kérdések
1. Ismertesse a mérési adatok feldolgozasanak elemi miveleteit!
2. Mi a kiilonbség az atlag rang és a kapcsolt rang kozott?
3. Milyen elvarasok vannak a kozépértékekkel szemben?
4. Mit jelent az, hogy a kozépérték legyen robusztus, illetve tipikus?
5. Mi a kiilonbség és mi a hasonlosag az egyszeri és rekurziv atlag kozott?
6. Mi a kiilonbség a rekurziv és a mozgoatlag-szamitas kozott?
7. Mi alapjan kell az ablakszélességet megvalasztani az ablakos atlagolas esetében?
8. Mi a kiilonbség az ablakos atlagolas és a felejtd atlagolas kozott?
9. Mi a médusz?
10. Mi a median?
11. Az adatok hany szazaléka talalhato az alsé és a fels6 kvartilis k6zott?
12. Sorolja fel a szordédés mérdszémait!
13. Mikor van gond a terjedelem értékével?
14. Adja meg a variancia definici6jat!
15. Mi a kiilonbség az elméleti és a tapasztalati szordsnégyzet kozott?
16. Mi a kiilonbség a korrigalt és a korrigalatlan tapasztalati szoras kozott?
17. Mi az a box-plot dbra?

18. Mi az a relativ gyakorisagi hisztogram?

3.3.2. Feladatok

1. Egy dramerdGsség-mérés soran a kovetkezd eredményeket kaptuk:

135A 133A 135A 136A 138A 136A 132A 137A 134A
13,1 A

(a) Adja meg a modusz és a median értékét!

(b) Az adatok megfelel§ csoportositasaval készitse el a mérések relativ gyakoriségi hisz-
togramjéat!

(c) Szamolja ki a mozgoatlag els6 harom értelmezhets értékét, ha N = 3!

2. Egy folyamatos elemzés soran a kévetkezé eredményeket kaptuk:
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3206 g 3195g 3198g 320lg 3200g 3206 g 3198 g 3210g 3191 g
3185 g
(a) Készitse el a mérések box-plot dbrajat!

(b) Szamolja ki a futé atlag elsé harom értékét!
3. Egy nyoméasmérés soran a kévetkezd eredményeket kaptuk:

103,2 kPa  103,3 kPa  103,5 kPa  103,4 kPa 103,8 kPa 103,6 kPa 103,2 kPa
103,7 kPa  103,4 kPa  103,1 kPa

(a) Adja meg a modusz és a median értékét!

(b) Az adatok megfelel§ csoportositasaval készitse el a mérések relativ gyakorisagi hisz-
togramjéat!

(c) Adja meg a korrigalt tapasztalati szoras, a relativ szoras, a kozépérték szorasanak és
a kozépérték relativ szorasanak az értékeét!

4. Egy aramerssség-mérés soran a kovetkezs eredményeket kaptuk:

1232 mA  123,3 mA 1235 mA 1235 mA 123,8 mA 1241 mA 123,77 mA
123,99 mA 1242 mA

(a) Jellemezze az adatsort a tanult szorodast jellemz6 mérdszamokkal!
(b) Készitse el a mérések box-plot abrajat, allapitsa meg a modusz és median értékét!

(c) Szamolja ki a mozgoatlag els6 harom értelmezhets értékét, ha N = 4!
5. Egy folyamatos elemzés soran a kovetkezs eredményeket kaptuk:
205¢ 196g 190g 230g 222¢g 2llg 199g 20lg 215g 224g

(a) Keszitse el a mérések box-plot dbrajat!

(b) Szamolja ki a futdatlag elsé ot értékét!

3.3.3. Megoldasok
modusz: 13,2 A és 13,4 A; medidn: 13,4 A

osztalyok szama k = 4, osztalyszélesség h = 0, 2
eN=3(3) = 13,43 A; 2N=3(4) = 13,47 A; 2)Y=3(5) = 13,63 A.

(a
(b
(c
(a) legkisebb érték: 3191 g; also kvartilis: 3198 g; median: 3199 g; fels§ kvartilis: 3205 g;
legnagyobb érték: 3210 g

x,(1) = 3205 g; z,(2) = 3200 g; =,(3) = 3199, 3 g.

a

~— ~— ~— ~—

(b
modusz: 103,2 kPa és 103,4 kPa; median: 103,4 kPa

osztalyok szama k = 4, osztalyszélesség h = 0, 2

(a
(b
(c

~— — ~—  ~—

korrigalt tapasztalati szoras: 0,23 kPa; relativ szoras: 0,22%; atlagérték szorasa:
0,0727 kPA; atlagérték relativ szorasa: 0,07%.
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4. (a) terjedelem: T = 1 mA; interkvartilis terjedelem: T'Q = 0,4 mA; korrigalt tapasz-
talati szoras: s = 0,344 mA; relativ szoras: 0,28%; atlagérték szorasa: 0,1148 mA;
atlagérték relatv szorasa: 0,09%;

(b) legkisebb érték: 123,2 mA; also kvartilis: 123,5 mA; median: 123,7 mA; fels6 kvartilis:
123,9 mA; legnagyobb érték: 124,2 mA; modusz: 123,5 mA

(c) xN=%(4) = 123,38 mA; xY=4(5) = 123,53 mA; 2=%(6) = 123,73 mA.

5. (a) legkisebb érték: 190 g; als6 kvartilis: 201 g; median: 208 g; fels§ kvartilis: 215 g;
legnagyobb érték: 230 g;

(b) z,(1) = 205 g; 2,(2) = 200,5 g; 2,(3) = 197 g; z,(4) = 205,2 g; z,(5) = 208,6 g.



4. fejezet
Mérési hibak

4.1. Elméleti attekintés

Altalanossagban megallapithatjuk, hogy csaknem minden mérés hibéaval terhelt, de természetesen
nem mindegy a hiba jellege, nagysiga és egyéb jellemzdi. A miiszaki gyakorlatban a mérési hiba
alatt altaldban a mérendd jel elméleti és az altalunk meghatarozott mért értéke kozti kiilonbséget
értjik. A mérési hibat tehat egyszerd kiilonbségképzés segitségével meghatarozhatjuk a pontos
érték és a mérési eredmény ismeretében. Az dltaldnositott hiba fogalma szintén a pontos érték és a
mérési eredmény kozti eltérésen alapul, csak ezt az alkalmazott szimbolumhalmazon értelmezett
metrika segitségével kell meghatarozni. Bar a korabban ismertetett példaknak megfelelGen a
miszaki gyakorlatban is el6fordulnak olyan feladatok, amikor a mérési hiba nem hatarozhato
meg egy egyszeri kivonéassal, de az elemi fizikai, kémiai mérések tobbségének esetében igen, ezért
ebben a fejezetben a hagyoméanyos mérési hibahoz kapcsolodé fogalmakat tekintjiik 4t. Miutan a
mérési eredmények altaldban csak kiindulé pontjai tovabbi szamitasoknak, ezért megvizsgaljuk
azt is, hogy ezeknél az elemi méréseknél elkdvetett hibak hogyan befolyasoljak a szamitott értékek
pontossagat.

4.1.1. Hibafiiggvények

A mérési hibakat csoportosithatjuk a leirasuk alapjan, mely szerint a kovetkezs két hibafiiggvényt
kiilonboztetjiik meg:

— az abszolut hibafiiggvényt,

— a relativ hibafiiggvényt.

Az abszolit hibafiigguény, H;, a mérési eredmény és a pontos érték kiilonbsége:
H; = |zm, — x0l ,

ahol x,,, a mérési eredmény, xp a pontos érték, i a mérés sorszdma. Az abszolut hiba mérték-
egysége megegyezik a mért mennyiség mértékegységével.
A relativ hibafiigguény, h; az abszolut hiba és a pontos érték szazalékos aranya:

H;
hizi-IOO[%]l‘o#O.
ol

A relativ hiba dimenzidémentes érték.
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Jol lathatd, hogy mindkét hibafiiggvény meghatarozasakor sziikség van a keresett jellemzd
pontos értékére. Ez dltalaban ismeretlen egy adott mérési eljarasnédl. Ismert viszont a miiszer
kalibralasakor, vagyis amikor pontosan ismert értéket mériink a miiszer értékmutatasanak ellen-
Orzésére, igy a mérési tartomany kiilonbo6z§ pontjaiban meghatarozhatjuk az abszolut és relativ
hiba mértékét. A miiszerek gyéri ismertetGjében, az tn. gépkdnyvben is taldlhatunk erre vo-
natkozo6 adatot. Példaul egy digitalis kijelz6jii eszkoz gépkonyvbeli pontossagi adatai legyenek a
kovetkezsk:

+0,2% + 1 digit .

Az els6 adat a teljes mérési tartomanyra vonatkoztatott relativ hibat, mig a masodik adat az
utolso kijelzett szamjegy bizonytalansagat, vagyis az abszolut hiba mértékét adja meg.
Ennek alapjan egy konkrét mérés relativ hibajat a kovetkezs formaban adhatjuk meg:

H,
hZ:h0+M100

| T2

Azaz, az adott mérés relativ hib4jat a teljes tartomanyra vonatkozo relativ hiba (hg) és a mért
értékre (z,,) meghatarozott relativ hiba Gsszegeként kapjuk meg. Abban az esetben, ha nem
ismerjiik a helyes értéket, akkor a mérés relativ hibajat a mért értékre vonatkoztatva adhatjuk
meg. Ha a mérés abszolut hibaja nem til jelentds, akkor a két érték kézott nincs nagy eltérés.

4.1.2. Hibatipusok

A hibak tipus szerinti osztéilyozéasa a kovetkezG besorolasnak megfelelen végezhetd el:

Dinamikus hiba
Statikus hiba
Véletlenszert hiba
Véletlen hiba
Kiugro hiba
Nagysagrendi eltérés
Rendszeres hiba
Allandé rendszeres hiba
Aréanyos rendszeres hiba

Dinamikus hiba

Dinamikus hiba akkor 1ép fel egy mérés soran, ha a mérGeszkoz altal mutatott érték nem a
miiszer allandoésult allapotédban torténik. Ennek oka altaldban az, hogy a mitiszer nem képes
a megfigyelt folyamat valtozésait megfelels sebességgel kovetni, de a mérést végzd személy is
okozhatja a mérési eredmény tul korai leolvasaséval. A dinamikus hiba a mtszer idéalland6ja-
nak a megfigyelt folyamat valtozési sebességéhez képesti megfelel6 megvalasztasaval érhetd el,
azonban figyelembe kell venni a miiszer beépitése soran alkalmazott eszkézoknek (pl. védétok)
az idGallandora gyakorolt hatésat.
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Statikus hibak

Ha a mérést a dinamikus hiba lehetGségét kizarva végezziik el, és a mérési eredmény és a jel
tényleges értéke kiilonbozik, akkor statikus hibdrol beszéliink. A mérési eredményt befolyésold
hibaforrasoknak kétféle hatasa lehet: egyes hibak nagyséiga és elGjele véletlenszertien valtozik,
tehat hatasukra ugyanannak az értéknek tObbszori, vagyis parhuzamos mérése esetén, egyszer
tobbet, méskor kevesebbet kapunk a tényleges értéknél, mig mas hibak esetén azt tapasztaljuk,
hogy a hiba mindegyik parhuzamos mérésnél ugyanolyan mértékben és irainyban moédositja az
eredményt. Az elsé csoportba tartozé hibakat véletlenszerd hibdknak, mig a mésodik csoportba
tartozokat rendszeres hibdknak nevezzik.

Véletlenszerd hibak. A véletlenszerii hibdk tetszéleges mértékben és irdnyban modosithat-
jak a mérési eredményt. Okozoik altaldban olyan, vagy a kornyezetbdl, vagy a mérérendszerbdl,
mérést végzd személytdl szarmazé hatésok, melyek a mérést az adott pillanatban véletlensze-
riien befolyasoljak, modositjak. Ezeket a hibdkat altalaban a mérési eredmények szorasahoz
viszonyitva lehet csoportositani.

Véletlen hibak. Véletlen hibaval terhelt egy mérési eredmény, ha az a varhatoé érték kortili
+3 korrigalt tapasztalati szordsnyi tartomanyban taldlhato. Véletlen hibak minden mérésnél,
igy irdnyitott mérérendszer esetén is elfordulhatnak. A véletlen hibakat is egyrészt a kornyezeti
hatasok, maéasrészt a mérérendszer miikodése soréan fellépd zajok, zavarasok okozzak, azonban
mértékiik nem haladja meg a mérési eredmény varhatod értéke koriili 3 szérasnyi tavolsagot.
A véletlen hibak olyan normalis eloszlassal irhatok le, melynek zérus a varhato értéke és a teljes
mérési eljarasra jellemzé a szorasa.

Véletlen hibak ellen, tulajdonsagaikat kihasznélva, parhuzamos mérésekkel lehet védekezni.
A hibak iranyanak és nagysaganak véletlen jellege miatt, tobbszor elvégezve ugyanolyan koriilmé-
nyek kozott a mérést, a hibak egymést kompenzéljak, igy jo kozelitéssel a helyes értéket kapjuk.
Az elvégzendd parhuzamos mérések szamat a mérési eljards szorasa alapjan lehet meghatarozni.

Kiugré hibak. Kiugré hibéval terhelt mérés esetén a mérési eredmény mér lényegesen eltér
a tobbi mérési eredmény alapjan becsiilt varhato értéktsl, annak +3-6 korrigalt tapasztalati
szorasnyi tartomanyaba esik. A kiugré hibdk esetében mar az iranyitott mérérendszer kapcsan
elsirt feltételek nem teljesiilnek, tehat a kornyezetbdl vagy a mérérendszer miikodésébdl szarmazo
zavarasok kikiiszobolése, allandé értéken tartasa, illetve mérés utjan vald figyelembe vétele nem
valosult meg.

Nagysagrendi eltérés. A nagysagrendi eltérés tipusi hibak esetében a mérési eredmény a
szorés értékének legalabb hatszorosaval eltér valamelyik irdnyban a varhaté értéktsl. Nyilvanvalo,
hogy az iranyitott mérérendszer feltételei nem teljesiilnek. Tipikusan ilyen hibat kapunk, ha egy
valtoztathaté mérési tartomanyu miiszer esetében az eredmény rogzitése soran rosszul jegyeztiik
le a pillanatnyi tartoményt.

Véletlenszeri hibak kimutatasa. A véletlenszerd hibdk osztalyozasa tehat a mérési el-
jaras varhato értéke és szorésa alapjan torténik. Ennek megfelelGen egy mérési eredményt akkor
tudunk véletlenszerti hibaval jellemezni, ha vagy korabbi mérésekbdl vagy a miiszerkonyvbél
ismerjiik ezeket az adatokat.
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Ha nem &llnak rendelkezésre ezek az adatok, akkor a kovetkez6 egyszeri tesztet alkalmazhat-
juk:
Gyanis, kiugroé eredmények kezelése: v-teszt
Hatéarozzuk meg a kovetkez§ kifejezésbdl vy értékét:
_ | — 7]

Vo ’
S

ahol
— x} a gyanus, vizsgélandé eredmény;
— Ta tobbi adatbdél, azaz a gyantus érték nélkil szamolt atlag;
— s a tobbi adatbdl, azaz a gyanis érték nélkil szamolt korrigalt tapasztalati szorés.

A kapott vy értéket Osszevetjilkk az alabbi tablazatbol, a parhuzamos mérések szaméanak n
fliggvényében megvélasztott vy értékkel. n értékének meghatarozasakor a gyants mérést is figye-
lembe vessziik.

Ha vg értéke nagyobb, mint v; értéke, akkor a mérési eredmény legalabb kiugré hibaval terhelt
és igy figyelmen kiviil hagyhato. A melléklet T /V. tablazataban tobb mérési eredményhez tartozo
szignifikanciahatarok is megtalalhatok.

Rendszeres hibak. A statikus hibak maésik nagy csoportjat, az adott mérést mindig egy
iranyban és azonos mértékben torzité rendszeres vagy modszeres hibak alkotjak. Mig a véletlen
hibak hatésat paArhuzamos méréssel kompenzélhatjuk, addig az allandé és egyirany hatas miatt
ez a megoldés a rendszeres hibak esetében nem vezet eredményre.

Meéréselméleti szempontboél helyes mérésrél beszéliink, ha a mérési eredménynek nincs rend-
szeres hibaja, pontos mérés esetében pedig csak véletlen hibak befolyasoljak a mérést.

A rendszeres hibat 1étrehozo okok szintén részben a kérnyezetben, részben a mérérendszerben,
illetve a mérést végzs személyben keresheték, de a hatasuk, szemben a véletlenszert hibakkal,
folyamatos, alland6 és nem pillanatszerd. Példa lehet erre egy mérleg vizszintezésének elmulasz-
tasa, a kiértékelési eljardsban egy konstans elirasa.

A rendszeres hibak kimutatasa altalaban Gsszetett feladat, meghatarozasukhoz pontosan is-
mert mennyiséget, etalont kell mérni. A mérés soran lehet&ség szerint olyan koriilményeket kell
biztositani, melyek mellett a mérési eredmények szorasa a lehetd legkisebb, mivel a nagy szorés
akadalyozhatja az esetleges rendszeres hiba kimutatasat.

A rendszeres hibdk meghatéarozasara szolgalo eljarasokat kalibralasnak vagy hitelesitésnek ne-
vezziik. Hitelesitésnek nevezziik a folyamatot akkor, ha a rendszeres hiba meghatarozaséat olyan
miiszer esetében végezziik el, amely elszamolashoz kapcsol6dd gazdaséigi folyamatban vesz részt
(példaul mérleg a piacon vagy benzinkut aramlasmérgje). Kalibralni az ilyen folyamatban részt
nem vevs miszereket kell (sajat otthoni konyhamérleg vagy mérépohér). AlapvetSen azonban
mind a két esetben az a cél, hogy az esetleges rendszeres hibat feltarjuk, ezért a kdvetkezé mo-
don jarunk el. A vizsgalandd mérGeszkozzel egy pontosan ismert értékii mennyiséget, lehetéleg
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etalont mériink meg. A mérés soran ekkor is el6fordulhatnak véletlen hibak, ezek hatédsanak ki-
kiiszobolésére ebben az esetben is parhuzamos méréseket végziink. Ahhoz, hogy minél pontosabb
képet kapjuk az esetleges rendszeres hiba természetérsl, az ellenérzé mérést a méréeszkoz mérési
tartomanyaban elosztva, annak minél tobb pontjaban végezziik el. Ez nem minden eszkoz eseté-
ben végezhetd el, hiszen ehhez a megfelels értéki etalont is biztositani kell. Az egyes pontokban
kapott parhuzamos mérési eredmények atlagait a valodi értékek fiiggvényében abrazoljuk. Reg-
resszio segitségével egyenest illesztiink a kapott pontokra. A kapott egyenes helyzete alapjan a
kovetkezs esetek lehetségesek:

— Ha az egyenes az origdban metszi a tengelyeket és 45° meredekségii, akkor nincs rendszeres
hibaja a mérési eljarasnak.

— Ha az egyenes meredeksége 45°, de a tengelymetszet nem az origéban van, akkor dllando
rendszeres hiba befolyasolja a mérést. Ilyen hiba esetén a mérés eredményét a miiszer mérési
tartomanyanak barmely pontjaban a torzitids ugyanakkora.

— Ha az egyenes ugyan az origbban metszi a tengelyeket, de a meredeksége 45°-t6l eltér,
akkor ardnyos rendszeres hibdrol beszéliink, mert a mérési hiba nagysiga aranyos a mért
értékkel.

— Ha az egyenes nem az origbban metszi a tengelyeket és a meredeksége sem 45°, akkor a
mérésnek dllandd és ardnyos rendszeres hibdja is van.

A rendszeres hibak jellemzésére az alabbi egyenlettel megadott Osszefliggés hasznalhato:
mi=a+ 8- pli+e,

ahol m; az i-dik mérési pontban meghatarozott eredmény, o a rendszeres hiba allando6 része,
B —1 a rendszeres hiba ardnyos része, u’; a tényleges érték (az etalon értéke), &; a véletlen hiba.

4.1.3. Pontossag, pontossagi osztalyok

A pontossagot, a Metrologiai Szotarnak megfelelGen, kétféle médon lehet definilni:

— A pontossig a mérGeszkoznek az a tulajdonsaga, hogy a mérends mennyiség valodi értéké-
hez kozeli értékmutatéist vagy vélaszt szolgaltat.

— Pontos mérési eljarasnal az adott mérendS mennyiség mért értékei a mérendd mennyiség
helyes értékeitdl egy elére megadott értéknél kevesebbel térnek el.

Mig az els6 definicié a pontossag kifejezés hétkoznapi megfelel§jét adja, addig a masodik meg-
fogalmazas a mérés altalanositasanak megfelelGen az eredmények egy adott intervallumba vagy
osztilyba esését vizsgalja. E megfogalmazas alapjan a mérési eljarasokat és a mérémiszereket
pontossdgr osztdlyokba sorolhatjuk, igy mindsitve az értékmutatésuk helyességét és pontosségat.

A pontossagi osztalyok meghatarozéasa a kovetkezs képlet szerint torténik:

Hmam

h, >
P

ahol h, a pontossagi osztaly értéke, az ), konvencionalis (megallapodas szerinti) érték, Hpqp @
miiszer abszolut hibaja.
A pontossagi osztalyba sorolasnéal figyelembe vett konvencionalis érték a kovetkezd lehet:
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— a miszer végkitérésben mért értéke (fels méréshatara),
— megéallapodas alapjan meghatarozott érték.

A végkitérésbeli érték konvencionalis értékként olyan miiszereknél hasznalatos, ahol a mérends
jel egy megadott tartoményban valtozhat. A megéllapodas alapjan meghatéarozott értéket pedig
szamlalo jellegli miiszereknél alkalmazzak elsGsorban.

Mint lattuk, a pontossigi osztalyba sorolas a mérési eljarias vagy a mitiszer pontossagarol
ad informaciét. A pontossagi osztély, a konvencionalis érték és a mérési eredmény ismeretében
meghatarozhat6 a miszertdl szarmazo abszolut és relativ hiba maximalis értéke. Ezt a mérési
eredményre vonatkozo abszolit és relativ hibakorlat meghatarozéasaval fejezziik ki.

Az abszolit hibakorldt (Hpqy) értéke a kovetkezs Gsszefiiggés alapjan hatarozhato meg:

Hmax = hp * Ty

ahol h, a pontossagi osztély, x, a végkitérésben mutatott érték. A képletnek megfelelGen, az
abszolit hibakorlat értéke fliggetlen a mért értéktsl, és azt fejezi ki, hogy barmekkora mért érték
esetén mekkora lehet annak maximalisan az abszolit hibaja a végkitérésre vonatkoztatva.

A relativ hibakorldt (hme) meghatérozasa a kovetkezo:

Ly
hmaz — hp ' T 5
ahol h, a pontossagi osztdly, z, a végkitérésben mutatott érték és x,, a mért érték. Mint az
Osszefiiggésbdl is lathatd, a relativ hiba nagysaga fligg a mért értéktsl, minél kisebb értéket
mériink, annél nagyobb lesz a relativ hiba egy adott abszolat hibaji mérémiiszer esetében.

A relativ hibakorlat alapjan meghatarozhat6 a legkisebb értelmesen mérhets érték elvi ha-
tara, ami a miiszer abszolut hibakorlatjanak megfelels érték. Ennél kisebb értéket meghatéirozva
a relativ hibakorlat 100%-nal nagyobb lesz. Megjegyezziik, hogy a gyartok altalaban a leolvasha-
tésdgot gy hatarozzak meg egy adott miszer esetében, hogy az abszolit hibakorlat kozeli érték
se legyen leolvashaté.

4.1.4. Hibaterjedés

A mérés soran meghatarozott értékekkel egyrészt jellemezhetjiik a technoldgiai folyamat meneté-
nek alakulasat, mésrészt altalaban felhasznéljuk azokat tovabbi, méréssel nem, vagy csak nehezen
meghatarozhatd mennyiségek értékének szamolassal torténsé megadasara. Az elemi mérések so-
ran elkovetett hibak azonban a szamitott értékekben is megjelennek. Igy példaul, ha egy test
térfogatat a jellemz6 méreteinek mérésével, majd a megfelels térfogatszamitasi képletbe torténd
behelyettesitéssel hatarozzuk meg, akkor elemi mérések, példaul az élhossz meghatirozasa soran
elkOvetett hibak a szamitott mennyiség, azaz itt a térfogat értékét is befolyasoljék.

Egyszertibb esetben a szamitott mennyiség hibakorlatjat az elemi mérések hibakorlatjabol
szarmaztatjuk a kévetkez6 modon:

— Ha a szamfitasi mivelet 0sszeadas vagy kivonas, akkor az elemi mérések abszolit hibakor-
latjainak 6sszegzésével hatarozzuk meg a szamolt érték abszolut hibakorlatjat, majd ennek
és a szamolt értéknek a hdnyadosaként megkapjuk a relativ hibakorlatot.

— Ha a szamolt értéket szorzéssal vagy osztassal hatarozzuk meg, akkor az elemi mérések
relativ hibakorlatjait 6sszegezve meghatarozzuk a szamolt érték relativ hibakorlatjat, majd
ennek és a szamolt értéknek a szorzataként az abszolat hibakorlatot.
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A széamitott eredmények hibakorlatjainak megadasa tehat a kévetkezd modon torténik:

1.

4.2.

A miiszer pontossagi osztalya és konvencionalis értéke alapjan meghatarozzuk a mérés
abszolut hibakorlatjat, majd a mért értékek figyelembevételével a relativ hibakorlatot a
szamitashoz sziikséges minden egyes elemi mérés esetében.

. Elvégezziik a szamitott érték meghatarozésat a megfelel§ képlet alapjan, majd a szamités

jellegének megfelelen vagy az abszolut vagy a relativ hibakorlatot hatarozzuk meg az elemi
mérések megfelels hibakorlatjainak Gsszegzésével.

A meghatéarozott hibakorlat és a szamitott érték felhasznalasaval meghatarozzuk a maésik
hibakorlatot.

Ha a szdmolasi miivelet tobb 1épésbél all, akkor a tovabbi eredmények hibakorlatjainak
meghatarozésanal, a 2. és 3. lépésnek megfelelGen, a korabban szamolt értékek relativ és
abszolut hibakorlatjait alkalmazzuk.

Kidolgozott feladatok

4.2.1. Meérési eredmények leolvasasi hibaja

1.

Nyomaéasmérsvel mérjiik egy gbzvezeték nyomésat. A nyomasmérd méréstartoménya 0,0 =
300,0 kPa, pontossaga 5% = 2 osztds. Mekkora a relativ hibaja a 55,0 kPa, illetve a
220,0 kPa értékek mérésének?

Megoldas

A nyomésmérs méréstartomanyanak megadasa alapjan lathato, hogy a leolvasés tized kPa
felbontasu. FEnnek megfelel§en a nyomasmérs abszolut hibdja H,q., = 0,2 kPa. A meg-
adott 5%-o0s érték a teljes tartomanyra vonatkoztatott relativ hiba. Mindezek alapjan az
egyes mérések relativ hibait a kovetkezs Osszefiiggésekkel tudjuk meghatarozni:

0,2 kPa

55,0 kPa = 970 + 55.0 kPa 00 = 5,36% ,
0,2 kPa
— T 100 = .
h220,0 kPa = 5% + 520.0 kPa 00 = 5,09%

Ampermérével mériink aramerdsséget. A mitszer pontossaga 2% =+ 1 osztas, méréstarto-
manya 0,000 +— 1,000 A. Mekkora a relativ hibaja a 0,852 A, illetve a 0,025 A értékek
mérésének?

Megoldds
Az ampermérd méréstartomanyanak megadasabol lathato, hogy ebben az esetben a felbon-
tés ezred amper. Ebbdl kovetezGen minden egyes mérés abszolut hibaja Hy,q, = 0,001 A.

A teljes tartomanyra vonatkoztatott relativ hiba 2%, igy az egyes mérések relativ hibai:

0,001 A

— 100 = 2,11
0,852 A 00 1T

hogs2 A = 2% +

0,001 A

2 100 = ]
0,025 A 00 = 6%

ho025 A = 2% +
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4.2.2. Véletlenszerid hibak

1. Egy mérési sorozat eredményeként a kdvetkezs értékeket kaptuk:
4315g 431,7g 431bg 4320g 4305¢g.

— A mérési sorozat adatai alapjan hatarozza meg a véletlenszeri hiba meghatéarozasahoz
sziikséges értékeket!

— A kapott eredményeket felhasznalva mindsitse véletlenszert hiba szempontjabol a ko-
vetkez§ mérési eredményeket:

430,0 g7 4292¢g  4370¢g.

Megoldds

— A véletlenszerii hiba meghatarozasihoz a mérési adatok atlagértéke és korrigalt ta-
pasztalati szérasa sziikséges. Ezek értékei a megadott mérési adatok alapjan:

1

j‘:

(S8

5
> x;=431,3¢g
i=1

5 A
5 — Zz=1(? z) —0,5709 g .

A kapott adatok alapjén a véletlenszert hibak meghatarozasdhoz a kévetkezd hatarok
allithatok fel:

— Véletlen hibat tartalmaz a mérési eredmény, ha értéke a  + 3s tartomanyba esik,
azaz a példaban a 431,3 g £3-0,5709 g, azaz az 429,7 g +433, 0 g intervallumban
talalhato.

— Kiugro6 hiba jellemzi a mérési eredményt, ha értéke z — 6s + & — 3s, illetve T +
3s + T + 6s kozott taldlhato. A példaban ennek a 427,9 g +429,7 g, valamint a
433,0 g +434,7 g intervallumok felelnek meg.

— Rendkiviili vagy nagysagrendi hibdjunak tekintheté a mérési eredmény, ha értéke
kisebb, mint & — 6s, illetve nagyobb, mint Z + 6s, azaz a példaban 427,9 g-nal
kisebb, és 434, 7 g-nal nagyobb.

(Megjegyzés: A hatarok megadasanal a mérési adatok alapjan szamolt értékek esetén
alkalmazando értékes jegyek szama szabalyt alkalmaztuk.)

— Az el6z6 pontban kiszamolt értékek alapjan a kovetkezd megéllapitasokat tehetjiik:

— a 430,0 g adat csak véletlen hibat tartalmaz;
— a 429,2 g érték kiugro hibaval terhelt;

— a 437,0 g mérési eredmény mér nagysagrendi hibaja.

2. Egy aramer&sség-mérével végzett meghatarozas soran a kévetkezs értékeket kaptuk:

1,58 A 155 A 157TA 153A 1,56 A.
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— A mérési sorozat adatai alapjan hatarozza meg a véletlenszeri hiba meghatarozasahoz
sziikséges értékeket!

— A kapott eredményeket felhasznalva mindsitse véletlenszert hiba szempontjabol a ko-
vetkez6 mérési eredményeket:

152A 143A 1,65A.

Megoldds

— A véletlenszerii hiba meghatarozasahoz a mérési adatok atlagértéke és korrigalt ta-
pasztalati szoréasa:

5
1
T=-) x;=1,56A
i=1

o

5 L 7)\2
s = MZO,(HQA.

A kapott adatok alapjén a véletlenszerd hibak meghatarozasihoz a kivetkezd hatarok
allithatok fel:

— véletlen hiba tartomanya: 1,50 A — 1,62 A;

— kiugré hiba tartoménya: 1,44 A — 1,50 A, illetve 1,62 A - 1,67 A;

— rendkiviili hibaval terhelt a mérés, ha az eredmény 1,44 A-nal kisebb, vagy 1,67 A-

nél nagyobb.
— Az el6z6 pontban kiszamolt tartomanyok alapjan a kévetkezd megallapitasokat tehet-

jik:

— 1,52 A - az adat csak véletlen hibat tartalmaz;

— 1,43 A - az adat rendkiviili hibaval terhelt;

— 1,65 A - az adat kiugrd hibéval terhelt.

4.2.3. Hibaterjedés

1. Egy kocka élhosszat 0,2-es pontossédgi, 1 méter hosszii mérdszalaggal mérjiik meg, és az
eredmény 20 cm. A tomegre egy 0,5-6s pontosségi, 25 kg méréshatasi mérleggel mérve,
16 kg-t kaptunk. Szamolja ki a kocka stirtiségét és a szamolt adat abszolut és relativ
hibajat! Sziikség esetén melyik mérést kellene pontositani?

Megolddas

(a) Hatarozzuk meg elGszor a kocka élhosszanak mérése soran elkovetett mérési hibakor-
latokat:

— A mérészalag pontossagi osztélya mszy, = 0,2%, a konvencionalis érték ebben az
esetben a maximaélis érték: mszyqe, = 1 m, igy a mérések abszolit hibakorlatja:

MSZHmax = MSZmax * MSZhp = 1m-0,002=0,002m.
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— Az élhossz mérésének eredménye:
a=20cm=0,2m .

A mérés abszolut hibakorlatja megegyezik a mérészalag pontosségi osztalya alap-
jan szamolt hibakorlattal:

H, = mszgmaez = 0,002 m .

A mérés relativ hibakorlatjat az abszolut hibakorlat és a mért érték alapjan ha-
tarozhatjuk meg:

H 0,002
hy = 2. 100 = ——= ™ 100 = 1% .
a 0,2 m

(b) Szamoljuk ki a kocka térfogatat és hatarozzuk meg a kapott eredmény abszolut és
relativ hibakorlatjat:

— A kocka térfogata:
V =a®=(0,2m)>=0,008 m® .

— A térfogat szamolasat szorzéssal végeztiik, igy elGszor a szamolt érték relativ
hibakorlatjat hatarozzuk meg:

hy =3 he=31% = 3% .

— A szamolt érték abszolat hibakorlatjat pedig a szamolt adat és a relativ hibakorlat
segitségével kapjuk meg:

Hy =V -hy =0,008 m®-0,03=2,4-10"* m? .

(c) A tomeg meghatarozasa soran a kovetkezs értékeket kapjuk a hibakorlatokra:

— A mérleg pontossagi osztéalya My, = 0,5%, a konvencionalis érték ebben az eset-
ben is a maximalis érték: M., = 25 kg, igy a mérések abszolut hibakorlatja:

Mpmaz = Mimag - Mpp = 25 kg - 0,005 = 0,125 kg .
— A tomeg mérésének eredménye:
m =16 kg .

A mérés abszolut hibakorlatja megegyezik a mérleg pontossagi osztalya alapjan
szamolt hibakorlattal:

Hp, = Mpmaz = 0,125 kg .

A mérés relativ hibakorlatjat az abszolut hibakorlat és a mért érték alapjan ha-
tarozhatjuk meg:

hm:%.loozm

- 16 kg -100 = 0,78% .
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(d) A stirtiség meghatarozasat a tomeg és térfogat aranya alapjan végezhetjiik el:
— A stirtiség értéke:
m 16 kg kg
=—=—2—=2000— .
P=V =810 w3 e

— A szadmolés osztassal tortént, igy eldszor a relativ hibakorlatot hatarozzuk meg:
hy = hpm +hy =0,78% + 3% = 3,78% .

— Az abszolut hibakorlatot pedig a relativ hibakorlat és szamolt érték alapjan kap-
juk meg:

kg kg
H,=p-h,= QOOOF -0,0378 = 76,6F )

(e) A stirtiség meghatarozasanal a relativ hibakorlatot a tomeg és a szamolt térfogat
hibakorlatjanak osszegzésével hataroztuk meg:

hy = hm +hy =0,78% + 3% = 3,78% .

Az eredménybdl lathato, hogy a térfogat meghatarozasa sorén elkovetett hiba jelenik
meg nagyobb sullyal az eredményben. Miutan a térfogatot is szamolassal kaptuk meg,
és ennek hibakorlatjat az élhossz mérése alapjan hatéroztuk meg:

hy =3-he=3-1%=3%,

igy a mérés pontositasahoz az élhossz meghatarozaséat kell nagyobb pontossigi oszté-
ly eszkozzel elvégezni.

2. Hatéarozza meg az atfolyt térfogataramot és a szamolt érték relativ és abszolut hibakorlatjat,
ha a kovetkezs elemi méréseket végeztiik el:

— Az atfolyt mennyiséget kobozéssel hatarozzuk meg egy tartalyban, melyrdl a kovetkezd
adatokat tudjuk:

— a tartaly atmérGje 1,2 m, melyet 0,1-es pontossagi osztalyi 2 m-es mérészalaggal
mértiink meg;

— a szintmérg 0,2 pontossagi osztaly és a maximalis értéke 4 m.

— A mérés kezdetén a tartalyban 1év§ viz szintje 0,5 m, a végén 2,2 m.

— Az id6t egy 0,1 pontossagi osztalyd éréaval mérjik, melynek az alapul vett konvencio-

nélis értéke 60 s.
— A mérés soran eltelt id6 120 s.
Megoldas
(a) Els6 lépésként a térfogatvaltozas meghatarozasahoz szamoljuk ki a tartaly alapterii-

letét, és a szamolt értékhez tartozd abszolat és relativ hibakorlatot.

— A mérbszalag pontossagi osztalya mp, = 0,1%, a konvencionalis érték ebben
az esetben a maximaélis érték m,,.,; = 2 m. Ennek alapjan a mérések abszolit
hibakorlatja:

MHmax = Mmax " Mhp = 2m-0,001 =0,002 m .
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— Az atmérd mérésének eredménye d = 1,2 m .
A meért érték abszolat hibakorlatja megegyezik az el6z6 pontban kiszamolt érték-
kel

Hy = mpgmaz = 0,002 m ,

a relativ hibakorlatja
MH,

. 0,002m
d 1,2m

hq = -100 = 0,17% .

— A tartaly alapteriiletének szamolt értéke:

-7 (1,2m)?.- 7
A= = =1,1m?.
4 4
Miutan a szamolas soran multiplikativ miiveletet végeztiink, ezért elészor a rela-
tiv hibakorlatot hatarozzuk meg az atméré mérése soran meghatarozott relativ

hibakorlat alapjan:

ha=2-hg=2-0,17% = 0,34% :

az abszolut hibakorlatot pedig a mérés eredménye és kapott relativ hibakorlat
alapjan hatarozzuk meg:

Hi=A -ha=1,1m%.0,34% = 0,0038 m? .
(b) A térfogatvaltozas meghatarozasahoz sziikség van a szintmérdvel végzett mérés hiba-

korlatjainak meghatarozasara is.

— A szintmérg pontossagi osztalya lp, = 0,2%, a konvencionalis érték ebben az
esetben is a maximaélis érték l,,,, = 4 m. Ennek alapjin a mérések abszolut
hibakorlatja:

lHmaz = lmaz - lhp =4m-0,002 = 0,008 m

— A mérés kezdetén mar volt folyadék a tartalyban, az indul6 érték: [; = 0,5 m.
Ennek a mérési adatnak az abszolat hibakorlatja ebben az esetben is megegyezik
az el6z6 pontban meghatarozott értékkel:

Hl1 = leax = 0,008 m ,

a relativ hibakorlatja pedig

H
by, = =1 100 =1,6% .
ly
— A megfigyelés végén kapott szintmérési adat és hibakorlatai:
A zar6 érték: lo = 2,2 m, az abszolut hibakorlat:

Hl2 = leax = 0,008 m ,

a relativ hibakorlat:

H 0,008
hy, = =2 100 = —=——

2 100 = .
B Sam 100=0,36%
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— A szint valtozéasat a zard és az indulé szintérték kiilonbségeként kapjuk meg, azaz
a szamolas additiv jellege miatt elGszor az abszolat hibakorlatot hatarozzuk meg,
majd ennek alapjan a relativ hibakorlat értékét. A szintvéltozés szamolt értéke:

dL=1s—-01=22m—-0,bm=1,7m,
ennek abszolut hibakorléatja
Hyp, =H;, +H, =2 lgmez =2-0,008 m = 0,016 m ,

relativ hibakorlatja

_ Har

0,016
hdl— 100_,7m

_ 100 = 0,94% .
dL T 7m 00 0,94%

(c) A tartaly alapteriilete és a szint valtozasa alapjan meghatérozhatjuk a megfigyelés
soran bekdvetkezett térfogatvaltozast. A térfogatvaltozas:

dV=A-dL=1,1m?-1,7m=1,92 m?,
a szamolasi miivelet szorzas, igy a relativ hibakorlat:
hay = ha + hqr, = 0,34% + 0,94% = 1,28% ,
az abszolut hibakorlat pedig
Hgy =dV - hgy = 1,92 m* - 0,0128% = 0,0245 m* .

(d) A térfogataram meghatarozasahoz sziikség van az idémérés adatainak meghatéaroza-
sahoz:

— A id6méré pontossagi osztalya tmp, = 0,1%, a konvencionalis érték ebben az
esetben a megallapodas szerinti tmpopy.e. = 60 s.
Ennek alapjan az id6 mérésének abszolat hibakorlatja:

tM gmaz = tMigonv.e. * tmhp = 07 06 s .
— A megfigyelés t = 120 s-ig folyt. Az ehhez tartoz6 abszolat hibakorlat:
Hi = tmpmaez = 0,006 s ;

a relativ hibakorlat pedig

H, 0, 06s
hy ; 00 1905 00 = 0,05%
(e) A megfigyelés alatt kapott térfogataram szamolt értéke:
av. 1,92 m3 m3
Q=" =g 00

a relativ hibakorlat:
hg = hqy + hy = 1,28% +0,05% = 1,33% ,

az abszolut hibakorlat:

3 3

Hg=Q hg=0,016—0,0133 =2,12- 104
S S
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(f) A hibaterjedés alapjan meghatarozhatjuk, hogy az egyes elemi mérések koziil melyik,
hogyan befolyésolja a szamolt érték pontossagat:

hQ = hgyv+hi = ha+hgr,+he = 2-hg+hgr+he = 0,34%+0,94%+0,05% = 1, 33% .
Az elvégzett felbontasnak megfelelGen a szintkiilonbség mérése befolyasolja déntden,
tobb mint 70%-ban a szamolt érték pontossagat, igy ha a térfogatdramra kiszamolt

érték hibakorlatjai tulsdgosan nagyok, akkor ennek a mérésnél kell nagyobb pontossagi
osztalyd miszert alkalmazni.

Gyakorlé feladatok

4.3.1. Ellenorz6 kérdések

1

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Ismertesse az abszolit és a relativ hibafliggvényt!
Ertelmezze az alabbi, miiszerkonyvben talalhato adatot:

+0,5% = 2 digit .

Mikor kovethetiink el dinamikus hibat a mérés soran?

Mi a kiilonbség a véletlenszerti és a rendszeres hibak k6zott?

. Csoportositsa a véletlenszeri hibakat!

Jellemezze a véletlen /kiugré/nagységrendi hibakat!

Jellemezze a rendszeres hibakat!

Hogyan lehet kimutatni a rendszeres hibéat?

Milyen tipusai vannak a rendszeres hibaknak?

Mi az a v-teszt? Mikor alkalmazhatd?

Adja meg a pontossagi osztaly definiciojat!

Mi a konvencionéalis érték egy analég ampermérs és egy digitalis stopper esetében?
Mi az az abszolut hibakorlat és a relativ hibakorlat?

Hogyan vessziik figyelembe a mérési hibak terjedését, ha az elvégzett miivelet szorzas,
illetve kivonas?

Ha tobblépéses szamolas végeredményeként tal nagy hibakorlat jon ki, mit kell megvizs-
galni?
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4.3.2. Feladatok

1.

Nyomasmérsvel mérjiik egy gézvezeték nyomésat. A digitalis kijelzésti eszk6z méréstarto-
manya 0,0 + 400,0 kPa, pontossaga 1% +2 digit. Mekkora a relativ hibaja a 60,0 kPa,
illetve a 330,0 kPa értékek mérésének?

. Arammérével mérjiik az dramerdsséget. A digitélis kijelzésii eszk6z méréstartoménya 0,00 A

=+ 10,00 A, pontossaga 1% =+3 digit. Mekkora a relativ hibaja a 6,05 A, illetve a 3,30 A
értékek mérésének?

Fesziiltségmérsvel mériink, melynek méréstartomanya 0,000 + 24,000 V, pontossaga 0,1%
2 osztés. Mekkora a relativ hibdja az 5,258 V, illetve a 12,005 V értékek mérésének?

Egy mérési sorozat eredményeként a kovetkezs értékeket kaptuk:
731,50g 7310g T3l5g 7320g 7315g.

— A mérési sorozat adatai alapjan hatérozza meg a véletlenszerd hiba tipusanak meg-
hatarozasahoz sziikséges értékeket!

— A kapott eredményeket felhasznalva mindsitse véletlenszert hiba szempontjabol a ko-
vetkez6 mérési eredményeket:

7300 g T325g T340¢g.

. Hatérozza meg egy téglatest feliiletét, és a szamolt érték relativ és abszolat hibakorlatjat,

ha a kovetkezs elemi méréseket a kovetkezd modon végeztiik el:
a téglatest méreteit egy 1 m-es hossziisdgi 0,2 pontossagi osztalyt mérdszalaggal mértiik
le és az eredmények rendre 0,5 m, 0,3 m, 0,2 m voltak.

Egy kocka élhosszat 0,2-es pontossagt, 1 méter hosszti mérdszalaggal méri meg, és az
eredmény 20 cm. A tomegre egy 0,5-es pontossigi, 25 kg méréshatisi mérleggel mérve,
16 kg-t kaptunk. Szamolja ki a kocka stirliségét és a szamolt adat abszolut és relativ
hibajat! Sziikség esetén melyik mérést kellene pontositani?

Hatérozza meg egy riudnak a tomegét, és a szamolt érték relativ és abszolut hibakorlatjat,
ha a kovetkezs elemi méréseket végeztiik el:

— a rad hosszat egy 10 m-es hossziisagu 1,0 pontossigi osztalyi mérdszalaggal mértiik
le és az eredmény 3,7 m volt;

— arad atmérdjét egy 180 mm-es hosszusagu 0,2 pontossigi osztalyt tolomérsvel mértiik
le és az eredmény 54 mm volt;

— a siiriség értéke 4,72 g/cm? (pontos adat).

Hatérozza meg egy utazas varhaté lizemanyagigényét, és a szamolt érték relativ és abszolut
hibakorlatjat, ha a kévetkezd elemi méréseket végeztiik el:

— az atlagfogyasztas meghatéirozasahoz 665 km-es utat tesziink meg, és 34,2 litert tan-
kolunk;
— a km-szamlal6é pontossagi osztalya 0,5; az alapul vett konvencionélis érték 1000 km;

— a benzinkdt pontossagi osztalya 0,1; az alapul vett konvencionélis érték 100 liter;
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— a megtenni kivant ut 1100 km, melynek mérését ugyanazzal a km-szadmlaléval végez-
tiik.

Egy szobat akar kifesteni (csak a négy oldalfalat). A sziikséges anyagmennyiség meghaté-
rozésdhoz a kovetkezd adatok allnak a rendelkezésére:

— A szoba méreteit egy 3 m-es hosszusagi 0,5 pontosséigi osztalyt mérdszalaggal mértiik
le és az eredmények rendre hossztsag: 4,5 m (mérés két részletben!), szélesség 2,8 m,
magassag 2,6 m voltak.

— A festékigény 10 1/m? (pontos adatnak tekinthetd!).

Héany liter festékre lesz sziiksége?

4.3.3. Megoldasok

1.
2.
3.
4.

A 60,0 kPa leolvasasanak relativ hibaja 1,33%, 330,0 kPa leolvasasaé 1,06%.
A 6,05 A leolvasasanak relativ hibaja 1,50%, 3,30 A leolvasasaé 1,91%.
Az 5,258 V leolvasasanak relativ hibaja 0,138%, 12,005 V leolvasasaé 0,116%.

A mérések atlaga 731,5 g, tapasztalati szorasa 0,35 g. A 730,0 g mérési adat kiugré hibaval,
a 732,5 g véletlen hibéval, a 734,0 g pedig nagyséigrendi hibaval terhelt.

. A feliilet szamolt értéke F' = 0,62 m?, az abszolut hibakorlat Hr = 0,01 m?, a relativ

hibakorlt hp = 1,29%.

A kocka anyaganak stirtisége p = 2000 kg/ m?, a relativ hibakorlat hy = 3, 78%, az abszolt
hibakorlat H, = 75,63 kg/m?>.

A rad salya m = 39,98 kg, a szamolt érték relativ hibakorlatja h,, = 1,60%, abszolut
hibakorlatja H,, = 0, 64 kg.

A sziikséges tizemanyag mennyisége 56,6 liter, az abszolut hibakorlat 0,85 liter, a relativ
hibakorlat 1,5%.

A sziikséges festék mennyisége 379,6 liter, az abszolut hibakorlat 4,5 liter, a relativ hiba-
korlat 1,2%.



5. fejezet

Paraméteres statisztikai probak

5.1. Elméleti Attekintés

5.1.1. wu-préba

Legyen adott egy normélis eloszlasi sokasag, melynek ismert a variancidja, azaz az elméleti
szorasnégyzete. A cél a sokasdg wvdrhatd értékére tett feltevés igazolasa. Ezt a feltevést az
ugynevezett nullhipotézis vagy dallito hipotézis segitségével fogalmazzuk meg. A probéaval tehéat
azt ellendrizziik, hogy a mért adatok aldtdmasztjak-e ezt a hipotézist vagy ellentmondanak-e
annak. Ha a cél a sokasag varhato értékének (u) egy konkrét, elvart értékkel vald egyezdsége,
akkor a nullhipotézist a kévetkezd alakban adjuk meg:

Ho:p=po.

Az ellenhipotézis vagy alternativ hipotézis ekkor a kovetkezs lesz:

Hy:p# po -

A hipotézis-vizsgéalatnak ezt az esetét kétoldalas probanak nevezziik, mivel mind a pu > g, mind
a i < pg esetet lehetségesnek tartjuk. A Hy hipotézist pedig csak akkor fogadjuk el, ha a préba
alkalmazésa soran kapott érték az el6re megadott érték koriili, altalaban sziik, szimmetrikus
tartomanyba esik. A préba menete a kovetkezs:

1. Legyen adott a vizsgilandé, ismert o szordsi sokasaghbol vett, n elemd minta: x1, s, ..., Ty,.
A minta atlaga = alapjan meghatarozzuk ug probastatisztika értékét

_ T~ o
a/yn
Az up probastatisztika kifejezése nem feltétlentil azonos az N(0,1) eloszlastu u standard

normalis eloszlasi valoszintségi valtozoéval, mert p helyett pg szerepel benne. Csak akkor
lesz az, ha p = g, azaz, ha a Hy hipotézis igaz. Atalakitva a probastatisztika értékére

Uuo

felirt kifejezést:

y— L= Ho f—M+H—Ho
N N IO
S—— =
ey) 2)
Az els6 tag (1) definicio szerint u-eloszlast, mig a masodik tag (2) az attol valo eltérést
fejezi ki.

87
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Y

Uy 0 Uiz u
Lo -
elvetési clfogadasi elvetési
tartomany tartomany tartomany

5.1. abra. Nullhipotézis elfogadasi/elvetési tartomanyai kétoldalas proba esetén

2. Az u-eloszlas tablazata alapjan kiszamitjuk, hogy az wug probastatisztika nagy (1 — «)
valoszintiséggel milyen intervallumba esik. Ha Hj igaz (azaz a kifejezés 2. tagja zérus),
akkor ez lesz az elfogadasi tartomany. Kétoldalas (ellen)hipotézis esetén:

T — o

a_'/-_
P<—Ua/2§ U/\/'UT—? Sua/2>:P< YN S%/Q)Zl—a-

Mivel a tablazatban az F'(u) eloszlasfiiggvény értékei talalhatok, ezért a tablazat belsejében
1 — a/2 értéket kikeresve kapjuk meg u,, /2 értéket.

3. Megvizsgaljuk, hogy a probastatisztika szamolt értéke ug az elfogadési tartoményon beliil
van-e! Ha Hy igaz, akkor ug nagy, pl. 1—a = 0.95 valészintiséggel a (—uq /2, Uq /2) elfogadasi
tartomanyban van, és csak kis (o = 0.05) valoszintiséggel esik azon kiviilre, az elutasitasi
tartomanyba.

4. Igy, ha az ugy szamitott érték az 1 — o valoszintiséghez tartozo elfogadasi tartomanyba
esik, akkor a Hy hipotézist elfogadjuk, mig ha a probastatisztika értéke azon kiviilre, az
elutasitasi tartomanyba esik, akkor elutasitjuk.

A nullhipotézis elfogadasi tartoméanya az [5.1] 4bran lathato.

Az u-préba lényege tehat a probastatisztika szdmlalojaban szereplé minta atlagértéke és a
mérendd mennyiség varhatd értéke kozti kiilonbség vizsgalata a nevez6ben szerepl$ ingadozés
figyelembevételével:

u — T Ho

YN
Ha a szamlalobeli eltérés csak véletlen ingadozassal magyarazhatd, azaz véletlen mérési hibak
okozzak, akkor az eredmény nagy, 1 — a valészintséggel az elfogadasi intervallumba esik, és
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ezért a Hgy hipotézist elfogadhatjuk. Ha az eltérés meghaladja az elfogadhaté mértéket, azaz
az eredmény az elutasitasi intervallumba esik, akkor elutasitjuk a Hy hipotézist. « adja meg
annak valoszintiségét, hogy ugyan a Hy hipotézis igaz, de mégis elutasitjuk. Az « valdszintiség
a proba szignifikanciaszintje, melyet mindig a dontéssel egyiitt kell megadni. Eléfordulhat, hogy
a kiilonbség 0,05-os szinten szignifikins, a 0,01-o0s szinten nem, azaz a Hy hipotézist a; = 0,05
szinten elutasitjuk, mig as = 0,01 esetén elfogadjuk. Az 1 — « valoszintséget a proba konfiden-
ctaszintjének nevezziik.

Az el6zGekben olyan allités igazsagat vizsgaltuk, mely szerint a sokasag varhato értéke meg-
egyezik-e egy adott értékkel. Vannak olyan esetek, amikor azt szeretnénk megtudni, hogy a
sokasig varhato értéke elér-e egy adott értéket, vagy nem halad-e meg egy elGirt hatarértéket.
Ezeket az eseteket egyoldalas statisztikai probanak nevezziik, és a vizsgalandé allitdsokat a ko-
vetkez6 moédon irhatjuk fel:

— ha a vizsgalat célja annak eldontése, hogy a sokasdg varhato értéke nem halad meg egy
el6irt értéket:
Ho : p<po
Hy  p>po;
— ha a vizsgalat célja annak eldontése, hogy a varhato érték nagyobb vagy egyenls, mint az
elGirt érték:
Hy @ p=>po
Hy @ p<po.

Ekkor azt vizsgaljuk, hogy a
w — T—po _ZT—p P~ Ho
T o/ a/vn ' o/
——

kifejezésben a *-gal jelolt masodik tag értéke, hogy befolyasolja az ug probastatisztika értékét. Ha
a Hy 4llit6 hipotézisiink igaz, akkor az els6 esetben, vagyis amikor a varhato érték nem haladhat
meg egy megadott értéket, akkor a mésodik tag értékének nulldnak vagy negativnak kell lennie.
A forditott célu vizsgéalatnal a masodik tag értéke nulla vagy pozitiv lehet Hy elfogadésahoz. A
proba menete hasonlé a kétoldalas probahoz:

— kiszamoljuk a példa adatai alapjan ug -t;
— a tablazatbol a megadott « szignifikanciaszinthez kikeressiik a hatarértéket.

— Az elfogadési tartoméanyok a kovetkezdk lesznek:
1. eset (a varhato érték nem halad meg egy megadott értéket):

P<x—,UO Suq):l—a azaz U/OG(_OO’U/O[].

o/\/n
2. eset (a varhato érték nagyobb, mint egy megadott érték):
T — o
a//n
Az 1. esetben, az tgynevezett jobb oldali ellenhipotézis esetén az elfogadési/elvetési tar-
tomanyok a[5.2] 4branak megfeleléen alakulnak.

P(—uag >:1—a azaz Uy € [—Uq,00) .
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5.2. dbra. Elfogadési tartomény jobb oldali ellenhipotézis esetén

5.1.2. Els6- és masodfaja hiba

Minden statisztikai probanal kétféle hiba kovethetd el:
— elvetjiik Hy allit6 hipotézist, pedig igaz,
— elfogadjuk Hg hipotézist, pedig nem igaz.

Az elst esetben elsdfaji hibdrol, a méasodikban mdsodfaji hibdrol beszélink.

Dontés: Hp-t
Hj elfogadjuk elutasitjuk
igaz helyes elséfaju hiba
nem igaz | masodfaju hiba helyes

Annak valoésziniisége, hogy elséfaju hibat kdvetiink el: «, mert « valdszintisége annak, hogy
Hy allité hipotézis igazsiga mellett a probastatisztika az elutasitasi tartoméanyba esik:

P (|u0\ > ,ua/2|H0) =« .

A masodfaju hiba valészintiségét egy olyan H;p alternativ hipotézisre lehet megadni, amely a
Hy hipotézistdl a feladat megszabta miszaki szempontok alapjan elegendSen nagy, eltérd allitast
tartalmasz:

Hy:tp=p.

Ha Hj helyett H; igaz, akkor az ug probastatisztika siirtségfiiggvénye az u-eloszlashoz képest a
11 — po kiilonbség nagysaganak fiiggvényében eltolodik:
up = T—Ho T — 1 +,ul—Mo

Co/yn o a/yn o a/yn ]
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flu) A

flulHo)

Y

(tot0)/ (/)

5.3. abra. A masodfaju hiba valdszintisége

Masodfaju hibarél beszéliink tehat, ha a Hy allitd hipotézist elfogadjuk, pedig nem igaz,
vagyis a H; ellenhipotézis igaz, de nem azt fogadjuk el. Ennek bekovetkeztét, azaz a masodfaja
hiba valdszintiségét [-val jeloljiikk. A masodfaju hiba elkdvetésének valdszintisége annal kisebb,
minél tavolabb van a Hy hipotézisben megadott pg varhato érték, az ellenhipotézisbeli p varhato
értéktsl. Azaz minél nagyobb az eltérés, a hipotézisekben szerepld varhaté értékek kozott, annal
kisebb a val6szintisége, hogy ez a kiilonbség észrevétlen maradjon. 5 értéke:

~ 16, ha a variancia (0?) névekszik;
— csOkken, ha a minta elemszamat (n-t) noveljik;
— nd, ha a-t csokkentjiik.

Masképpen megfogalmazva: minél kisebb a minta informécidétartalma, azaz minél nagyobb a
szoras és minél kisebb a minta elemszama, annal nagyobb lesz a masodfaju hiba [ valosziniisége.
A abran lathato, hogyan fiigg 5 a felsorolt tényez&ktol.

Osszefoglalva:

— Ha wg kiviil van az a-hoz meghatarozott elfogadasi tartoményon, akkor Hy-t elutasitjuk.
Ekkor

— « lesz annak valoszintisége, hogy Hy-t elutasitjuk, pedig igaz;

— és a-t csokkentve ez a kockézat is csokkenthetd.

— Ha Hy-t elfogadjuk, az nem jelenti azt, hogy igaz is, inkdbb azt, hogy nincs elégséges
informacionk az elutasitdshoz! Ennek kockazatat adja meg a méasodfaja hiba.
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Jelolje A a varhato értékek kozotti, a feladat miiszaki szempontjabol 1ényeges kiilonbséget,
vagyis a varhaté értékek kozotti kimutatandoé eltérést:

A=p1—po -

Hatarozzuk meg ehhez -t, vagyis annak valdszintiségét, hogy A nagysagu eltérést nem vesziink
észre. Adott o mellett 5 az ellenhipotézistdl és a o/+/n kifejezés értéekétsl fiigg. Ismert «, 8, A
és o értékek fiiggvényében az elvégzendd parhuzamos mérések szama meghatarozhato.

Ha az ellenhipotézist Hy : pu; > po alternativak sorozataként adjuk meg, akkor a méasodfaja
hiba g valbszintisége fliggvény lesz, melynek maximuma a p; = po helyen van, és ezt a préba
erdfigguényének nevezziik. B értékét szokas a u; — o fiiggvényében abrazolni, és igy megkapjuk
a proba mikadési jelleggorbéjét (OC-gorbe).

5.1.3. x%-proba

A x2-proba a variancia, azaz az elméleti szorasnégyzet vizsgalatara alkalmazhato. A cél tehat a
vizsgalt normalis eloszlast sokasag ismeretlen o2 varianciajara vonatkozé Hy hipotézis ellenér-
zése.

A megoldas menete:

— Végezziink el n szama mérést, azaz vegyilink n elemd mintat a vizsgaland6 sokasagbol.
— Hatarozzuk meg a minta (korrigalt) tapasztalati szérasnégyzetét, s-t.
— Az allit6 hipotézisiink

Hy: 0% =0},

azaz az allito hipotézis alapjan azt kivanjuk ellenérizni, hogy a miiszernek a mérések alapjan
becsiilt elméleti szorasnégyzete (02) megfelel-e a miiszerkonyvben megadott értéknek (o3).
Miutdn a szords esetében altaldban az jelent gondot, ha a megadott hatarértéknél (o3)
nagyobb, ezért az ellenhipotézist adjuk meg a kdvetkezé moédon:

Hy:0% >0} .
Ez viszont azt jelenti, hogy az allité hipotézist is moédositani kell:

Hy:0® <op .
Ha a Hy hipotézis igaz, akkor a kovetkezo kifejezés x2-eloszlast v = n—1 szabadsagi fokkal:

2 _ s*(n —1)
X0 = 2 :
70
— Megadva az « szignifikanciaszintet, annak valoszintisége, hogy a x3 probastatisztika aktu-
alis értéke az elfogadasi tartomanyba esik 1 — a:

s?(n—1
P(X%§X3)2P<(02)§X§):1_0‘-
0
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5.4. dbra. Elfogadasi és elutasitasi tartomany y? proba esetében

Ennek alapjan elfogadjuk a Hy allitd hipotézist, ha a prébastatisztika értéke kisebb a
kiiszobértéknél:
2
s*(n—1)
— < Xa
90
és elutasitom, ha nagyobb annal:
s2(n —1)
a5
Az elfogadési és elutasitési tartomény a stirtiségfiiggvény alapjan az abran lathato.

2
> o

Ha Hj igaz, akkor « a val6szintisége annak, hogy X% > x2. Ha H; igaz, akkor X(Q) eloszlasa
x%-0? /03 és mivel 0% > o3, igy 4ltaldban x2-nél nagyobb értéket vesz fel. Kis a-nal kisebb
a valoszintisége, hogy x2-tol jobbra esé értéket vegyen fel a probastatisztika értéke, tehat
a Hy:0%> 08 ellenhipotézis jobb oldali ellenhipotézis lesz.

5.1.4. [F-prbéba

Két elméleti szorasnégyzet osszehasonlitaséra, egyezGségének vizsgalatdra az F-proba alkalmaz-
hato. A feladat tehat két, normalis eloszlasi sokasagbol vett minta tapasztalati szorasnégyzeté-
nek Osszehasonlitdsaval annak eldontése, hogy a varianciak egyeznek-e. Az &llitoé hipotézis

L2 2

Ha a két variancia azonos, akkor a szérasnégyzetek ardnyanak eloszlasa F-eloszlast, igy a pro-

bastatisztika:
2 2/.2 2 2
poo S _SU/0T 01 _ 01
0= "2 22— )

= 2
sy Sy/0y 03 D)
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ahol n; és ny a két minta elemszama, v1 = ny — 1 és vo = no — 1 az sp ill. s szérdsok szabadsagi
foka.

Igy Fy csak akkor F eloszlast, ha 0? = o3, ellenkezd esetben attol lefelé (07 /o2 < 1) vagy felfelé
(0202 > 1) eltér. Az egyoldalas ellenhipotézis a kivetkezd alaki:

Hy:0? > 03 .

Ho-t akkor utasitjuk el, ha s3/s% > Fy'"
Kétoldalas ellenhipotézis esetén a Hi hipotézis

Hi:of # 03,
és P’Io—t akkor utasitjuk el, ha s?/s3 < F{'i;’;Q vagy s7/s2 > Fol:}’zyz )
Irjuk a nagyobb tapasztalati szorast a szamlaloba, azaz legyen s% > 3%, azaz s% / s% > 1. Ekkor
elég csak a fels6 hatart ellendrizni:

2 /.2 v1,V2
51/82<Fa/2 s

mivel ekkor biztos, hogy

2 /.2 v2,V1 2 2
s5/s7 > FZ ha sy > s5.

A kétoldalas proba szignifikanciaszintje nem «/2 lesz, hanem !

5.1.5. Egymintas t-préba

Az u-probaval ismert varianciaju sokasag esetében a minta értékeinek atlaga alapjan kovetkezte-
tiink a sokasag varhato értékére. A variancia meghatarozasahoz nagy elemszamu mérési adatsor
kell, ez viszont nem mindig all rendelkezésre. A t-eloszlas hasonld az u-eloszlashoz, csak a varian-
cia helyett a tapasztalati szoras szerepel benne. Igy, ha nem &ll rendelkezésre a mintak hatterében
1évE sokasag elméleti szorasnégyzete, akkor az u-proba helyett a t-proba alkalmazhato.

Az egymintas t-proba teljesen analog az u-probéval, csak a szamolasnal a o2 variancia helyett
az s> korrigalt tapasztalati szorasnégyzetet alkalmazzuk. A feladat itt is annak ellendrzése, hogy
a varhato érték megegyezik-e egy adott (pl. a mérések alapjan meghatarozott) értékkel.

Hipotézisek:

Ho @ p=po vagy Ho:p—po=0
Hy © p#po vagy Hi:p—po#0.
A probastatisztika:

to_l“*/lo

s/

A kapott probastatisztika értékét a t-eloszlas tablazatabol vett ¢4 értékkel vetjitk Ossze, ahol
« a proba szignifikanciaszintje, v pedig a szabadséagi fok, és v = n — 1, ahol n a mérési adatok
szama.

A Hj hipotézis elfogadasa ugyanolyan moédon torténik, mint az wu-préba esetében: ha a
probastatisztika értéke az elfogadasi intervallumba esik —t” /2 <t < 17 /2 akkor elfogadjuk a
Hy hipotézist « szignifikanciaszint mellett, ha nem, akkor elutasitjuk a Hy hipotézist és Hi-t
fogadjuk el.
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5.1.6. Kétmintas t-préba

A kétmintéas t-proba esetében a cél két, egymastol fliggetlen minta mogott 4ll6 sokasidg varhato
értékei egyezGségének vagy kiillonbozéségének kimutatasa. Ilyen eset példéul, ha két gyarto-
sor altal elGallitott termék tulajdonsagéit hatdrozzuk meg ugyanazzal a mérémiiszerrel vagy két
kiilénbo6z6 tanulocsoport teljesitményét mérjiik ugyanazzal a teszttel. A lényeg tehat, hogy a
mintak egymastol fliggetlenek legyenek, de nyilvan a vizsgalt jellemz§ az ugyanaz, igy feltéte-
lezhetd, hogy a varhato értékek megegyeznek. Alkalmazhatésagéanak feltétele, hogy a két minta
mogott 16vs sokasag varianciai megegyezzenek, melyet F-probéval kell igazolni.
Hipotézisek:

Ho : pmi=p2 vagy Ho:p—p2=0
Hy o #pe vagy Hi:ip—p2#0.
A vizsgélathoz sziikséges adatok:
— a két minta mérési adatai;
— n1, no a két minta elemszama;
— 52, 52 a két minta korrigalt tapasztalati szérasa.

A megoldas menete:

1. Els6 lépésként a két minta mogotti két sokasag variancidjanak egyezdségét kell ellendrizni
F-proba segitségével.

— Ha teljesiil, akkor folytathat6é a kétmintés t-proba.

— Ha nem igazolhat6 a két sokasig variancidjanak egyez6sége, akkor a kétmintas t-préba
nem alkalmazhat6, mas eljarassal kell probalkozni.

2. Legyen d az a valoszintségi valtozo, mely leirja a két minta varhato értéke kozotti kiillonb-
séget:

d=%1— %2 .
Belathat6, hogy d is normalis eloszlasi valoszintiségi valtozo, melynek paraméterei:
— véarhat6 értéke
E(d) = E(Z1 — &2) = E(Z1) — E(Z2) = pi1 — p2

— variancidja a mintak fiiggetlensége miatt

_ _ _ _ o  o? 9 (1 1
Var(d) = Var(zy — Z2) = Var(zi) + Var(ze) = - + o o - + )

3. Legyen sy egy d-tdl fliggetlen valoszintiségi valtozo:

53:32 i%—i )
ni n9
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ahol s? a minték kozos tapasztalati szorasnégyzete, melyet a kovetkezs képlet segitségével
hatarozhatunk meg:
s% = _ (si(n1 — 1)+ s3(n2 — 1)) .
ny+ng —2
33 kiszamitasahoz azért célszert az egyesitett s?-t alkalmazni, mert ennek szabadsagi foka
nagyobb, mint akar az s2, akir s3 szérasnégyzetéé, igy kisebb kritikus érték tartozik hozza.

4. Belathato, hogy az alabbi kifejezés t-eloszlast v = ny 4+ no — 2 szabadsagi fokkal:
_d—E(d) d— E(d)

t

Sd s L_i_i

5. Legyen a vizsgaland6 hipotézispar a kovetkezs:

Hy ,LL1:,LL2:>E(d) 0
Hy @ i #pe=Ed)#0,

azaz kétoldalas hipotézissel vizsgaljuk a varhato értékek egyezfségét.

6. A probastatisztika értékét a kovetkezd kifejezéssel hatarozhatjuk meg v = ny + ng — 2
szabadséigi fok mellett:
_d—0 d

to = — .
Sd s L_FL

7. Ha a probastatisztika értékére igaz, hogy
_ta/Q <tp < ta/2 )

azaz az adott « szignifikanciaszint altal meghatarozott tartoményba esik, akkor t-eloszlasu,
és igy az atlagértékek kiilonbo6z6sége o szinten nem szignifikans.

5.1.7. Paros t-préba

Paros t-préba alkalmazéasanal tételezziik fel, hogy x és y két, normaélis eloszlasu valdszintiségi
valtozo, melyekre igaz, hogy a két minta, amelybdl x és y szarmagzik, nem fliggetlen egymastol,
de a méréskor elkdvetett hibak igen. Ez az eset fordul el akkor, ha ugyanannak az anyagnak
a tomegét hatarozzuk meg két kiillonb6z6 mérlegen végzett, egyforma szami parhuzamos mé-
rés segitségével, ugyanannak a kozegnek a hémeérsékletét mérjiik meg két kiilonb6z6 hémérdsvel
egyszerre, egymés utan tobbszor, vagy ugyanannak az anyagnak vizsgaljuk valamely tulajdon-
sdgit kezelés vagy valtoztatés elGtt és utan. A lényeg tehat, hogy ugyanazt a mennyiséget kell
meghataroznunk két kiilonbo6z8 mérdeszkozzel vagy esetleg moddszerrel.

A vizsgélat célja annak kimutatésa, hogy van-e kiilonbség a paronként elvégzett mérések
kozott. Igy az allito és az ellenhipotézis a kovetkezs lesz:

Hy : E(x;) = E(y:)
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ahol i az Gsszetartozd mérési adatpéarok sorszama. A felirt hipotézisparnak megfelelGen altalaban
kétoldalas probat végziink, de természetesen modosithatd ez a hipotézisrendszer gy is, hogy
valamelyik miszer szisztematikusan kevesebbet /tobbet mér, mint a méasik, azaz egyoldalas proba
is elvégezhetd.

A megoldas menete:

1. Legyen d az a valOszintiségi valtozo, mely leirja a parhuzamosan végzett mérések, vagy
mintak kozotti kiillonbséget:

di =% —Yi -
Belathato, hogy d; is normalis eloszlast val6szintiségi valtozo, melynek paraméterei:
— varhato értéke
E(di) = E(zi) — E(yi) ,
— szorasa a mérési hibak (mint minték) fiiggetlensége miatt
Var(d;) = Var(xz;) + Var(y;) .

2. Végezziink el n szami parhuzamos mérést mindkét mitiszerrel. A paronkénti eltérések
atlagértékét és szorasnégyzetét a jol ismert definiald Osszefiiggések segitségével hatarozhat-

juk meg:
d = Z?:l di
n -
2 _ > i (di — d)? _ Die dzz —nd’
% = n—1 - n—1 '

3. Belathato, hogy az alédbbi kifejezés t-eloszlast v = n — 1 szabadsagi fokkal:

4@
sa/v/n

4. Ha a Hj hipotézis igaz, akkor E(d) = 0, igy a probastatisztika:
_d
Sd/\/ﬁ .

to

5. Ha a probastatisztika értékére igaz, hogy
_tZ/z <to < tZ/2a

azaz az adott « szignifikanciaszint és v szabadsagi fok altal meghatarozott tartomanyba
esik, akkor elfogadjuk a Hg hipotézist. Annak valésziniisége, hogy rossz déntést hoztunk,
azaz to benne van a [—t’;/Q, t2/2] tartoméanyban, de a Hy hipotézis nem igaz « lesz.
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5.2. Kidolgozott feladatok

5.2.1. wu-préba

1. Egy tolt6gép miikodését kivanja ellenérizni, azaz, hogy ténylegesen a rairt mennyiség van-e
a zacskokban. Ehhez vesz 10 darab 0,5 kg-osnak megadott csomagot és leméri a tomegiiket.
Az eredmények:

490g 505g 490g 500g 495g 505g 490g 510g 495g 505g.

(a) Végezze el az ellendrzést, ha a szabvany szerinti megengedett atlag koriili ingadozas
2 g és a szignifikanciaszint 5%.

(b) Végezze el az ellendrzést 1%-os szignifikanciaszint mellett is!

(c) Hatarozza meg, hogy milyen tartomanyba kell esnie a mintak atlaganak 5%-os szigni-
fikanciaszint mellett, hogy a zacskok tomege varhato értéke az elGirtnak megfeleljen!

A megoldds menete:

A feladat a zacskok tomegének varhato értéke és az eldirt érték egyezdségének ellendr-
zése a szoOras ismeretében, tehat a megoldashoz a kétoldalas u-probat alkalmazhatjuk. Az
ellendrzést a 10 véletlenszertien kivalasztott minta segitségével végezziik el.

Els6 1épésként irjuk fel a vizsgaland6 hipotézispért:

Ho : p=po=>500g
Hy :+ p#po=500g.

Szamitsuk ki a mintak atlagat:

0@
211—5 =498,5 g .
Az elméleti szoras értéke a feladat szerint o = 2 g, igy a probastatisztika értéke:
T —po  498,5—500
To/Vn T 2V
a = 0,05 szignifikanciaszint és kétoldalas proba esetén az u-eloszlas tablazata alapjan a
kritikus érték u,/o =1,96. A Hp hipotézis elfogadési tartoménya tehat:

.i':

uo = —2,3717 .

—1,96 <wup <1,96 .

Miutan a példa adatai alapjan szamolt ug préobastatisztika-érték nincsen benn ebben a
tartomanyban, igy elvetjiik a Hy hipotézist, azaz a csomagok tomegének virhato értéke
nem egyezik meg az elSirt értékkel.

Ha a szignifikanciaszintet o = 1%-ra cs6kkentjiik, akkor a kritikus érték u, /o = 2,58 lesz,
azaz a proObastatisztika értéke benne lesz az elfogadasi tartomanyban, igy elfogadjuk a Hy
hipotézist.

A 10 elemti minta alapjan az a tartomény, melybe a Hy hipotézis elfogadasahoz a minték
atlaganak esnie kell o = 5%-0s szignifikanciaszint esetén:

P(po — Uas - 0/vVn <T < pig+ugp-0/v/n) =1-a
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P(500 — 1,96 - 2/v/10 < £ < 500 + 1,96 - 2/+/10) = 1 — 0,05
P(498,8 <z <501,2) =0,95 .
Tehat a 10 elem® minta esetén a minték atlaganak 498,8 és 501,2 g kozott kell lennie, hogy

az elsirt értékkel valo egyezGséget 5%-os szignifikanciaszinten elfogadjuk.

2. Lakott teriileten kiviil vezet és traffipaxszal bemérik. A késziilék hét mérést végez, ezek
eredményei:

102, 101, 102, 99, 100, 98 és 97 km /h .

(a) @ = 0,05 szignifikanciaszint mellett dontse el, hogy megbiintetik-e a megengedett
90 km/h sebesség legalabb 10%-kal valo tullépéséért! A mérési modszer varianciaja
1,69 km?/h?.

(b) Milyen tartoméanyba kell esni a sebesség atlaganak, hogy ne biintessék meg o = 0,05
szignifikanciaszint mellett?
(c) Mi lesz a dontés, ha a szignifikanciaszintet o = 0, 01-re csokkentjiik?

(d) Mi lesz a szignifikanciaszintnek az a hatarértéke, amelynél éppen nem biintetik meg?

A megoldds menete:

A feladat megfogalmazasa alapjan lathato, hogy egyoldalas u-probat kell elvégezni. wu-
probat, mivel a varhato értéket akarjuk meghatarozni az elméleti szorasnégyzet ismere-
tében, és egyoldalast, hiszen azt kell eldonteni, hogy ez a varhato érték meghalad-e egy
hatarértéket, vagy sem. Irjuk fel elGszor a vizsgalando hipotézispart:

Hy : p<po=299 km/h
Hy : p>pp=99 km/h.

A g érték megadasanal figyelembe vettiik a 10%-os megengedett hatéarérték-tullépést.
Szamitsuk ki a mintak atlagat:

7 .
Zi7l 2~ 99,9 km/h .

T =
A variancia, azaz az elméleti szorasnégyzet értéke a feladat szerint o2 = 1,69 km?/h?, igy
a probastatisztika értéke:
T — o 99,9 — 99
ug = = =1,74
o/vm JT,69/V7

a = 0,05 szignifikancia érték és egyoldalas proba esetén az u-eloszlas tablazata alapjan a
kritikus érték u, = 1,65. A Hy hipotézis elfogadési tartoménya tehat:

ug < 1,65 .

Miutan a szdmolt probastatisztika értéke ennél a hatarértéknél nagyobb, igy biintetés var-
hato. A sebesség megengedett legnagyobb értéke, aminél még éppen nem biintetnek meg,
ha a mérések szama 7, és a szignifikanciaszint o = 0, 05:

Pz <py+us-o/vn)=1—«
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P(£§99+1,65-\/1,65/\ﬁ) =1-0,05
P(z <99,81) =0,95,

azaz nem biintetnek meg, ha a 7 sebességmérés atlaga nem haladja meg a 99,8 km/h-
t. Ha a szignifikanciaszintet o = 0,01-re csokkentjik, akkor a Hy hipotézis elfogadasi
hatara u, = 2,33 lesz, igy ezen a szignifikanciaszinten mar elfogadjuk a Hy hipotézist,
azaz elkeriiljiilk a biintetést. Azt a szignifikanciaszintet, melyen éppen elfogadjuk a Hy
hipotézist tgy hatarozhatjuk meg, hogy megnézziik, milyen érték tartozik az wu-eloszlas
tablazataban az 1,74-hez:

®(1,74) = 0,95637 ,
igy az elfogadas hatar szignifikanciaszintje:
1—0,95637 = 0,04363 ,

tehat a feladatban megadott mérési eredmények esetében 4,4 %-os vagy ennél kisebb szig-
nifikanciaszintnél tudjuk a Hy hipotézist elfogadni.

Egy vizsgalati anyagban az egyik komponensnek legalabb 5%-os aranytnak kell lennie. 3
parhuzamos mérést végziink el, melyek eredményei:

481% 4,56% 4,77% .

A meghatarozas variancidja: 0,09. Teljesiil-e a mérések alapjan a komponensre tett el6iras?
Milyen moédositast kellene esetleg végezni az ellenGrzésen?

A megoldds menete:

A feladat megfogalmazasa alapjan belathat6, hogy ebben a példaban is egyoldalas u-probéat
kell elvégezni, a varhatd értékrsl kell eldonteni, hogy elér-e, illetve meghalad-e egy el6irt
hatarértéket az elméleti szorasnégyzet ismeretében. Irjuk fel elgszor a vizsgalando hipoté-
zispart:

Hy : p>po=5%
Hy @ p<po=5%.

A hipotézisparbol lathato, hogy ebben az esetben bal oldalas probat kell elvégezni. Szé-
mitsuk ki a mintédk atlagat:

T =

3 .
Zi?)l““:zx,?l%.

A variancia, azaz az elméleti szorasnégyzet értéke a feladat szerint o2 = 0,09, igy a proba-
statisztika értéke:

T — o 4,71 -5
ug = = =—1,655 .
"T o/ /0,09/V3
a = 0,05 szignifikanciaérték és egyoldalas proba esetén az u-eloszlés tablazata alapjan a
kritikus érték u, = —1,65 lesz, ahol a negativ elGjel utal a proba bal oldalas jellegére.
A Hj hipotézis elfogadasi tartoméanya tehéat:

—1,65 < up -
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Miutén a szamolt probastatisztika értéke ennél a hatarértéknél éppen kisebb, ezért a Hy
hipotézist elutasitjuk. Ugyanakkor érezhetd, hogy az elfogadas/elutasitas kérdése ilyen, a
hatarértékhez kozeli esetben meglehetésen bizonytalan. Eppen ezért, ha a probastatisztika
értéke kozelitGleg megegyezik a hatarértékkel adott szignifikanciaszint mellett, akkor két
dolgot tehetiink:

— Csokkentjiik a szignifikanciaszintet. Ez azonban a méasodfaja hiba valésziniiségét no-
veli, tehat nagyobb lesz annak esélye, hogy elfogadjuk az allité hipotézisiinket, pedig
nem igaz.

— Tovabbi vizsgalatokat végziink. Ha a mérést csak véletlen hiba terheli, akkor azok
hatésa egyrészt a mérések atlagdban egyre kevésbé jelentkezik, masrészt a novekvé
mérésszam hatasara a probastatisztika értéke is valtozni fog, ami segiti a megfeleld
hipotézis elfogadésat.

4. Vizsgaljuk meg tjra az 1. mintapélda adatait, mely szerint egy tolt6gép miikodését ellen-
Orizziik, hogy a rairt mennyiség keriil-e csomagolésra. Ebben az esetben 5 darab 0,5 kg-os
csomagot valasztunk ki mintaként, melyek tomegei:

490g 505g 490¢g 5H00g 495 ¢g.

Legyen most az atlag koriili ingadozas 5 g!

(a) Végezziik el a vizsgalatot 5%-os szignifikanciaszint mellett.
(b) Vizsgéaljuk meg, hogy mekkora lesz a masodfaju hiba valoszintsége, ha az alultoltés
hatarértékét 495 g-ban hatarozzuk meg!
A megoldds menete:
A feladat elsd részének megoldasahoz a kétoldalas u-probat alkalmazhatjuk.

A vizsgéalando hipotézispéar:

Hy @ p=po=500g
Hy :+ p#po=>500g.

A mintak atlagat:

5
izt T g g
5
A szoras értéke a feladat szerint o = 5 g, igy a probastatisztika értéke:

T — 496 — 500
ug = = H0 _ = 1,789 .
a/vn 5/V5
a = 0,05 szignifikanciaérték és kétoldalas proba esetén az wu-eloszlas tablazata alapjan a
kritikus érték u,/o =1,96. A Hp hipotézis elfogadési tartoménya tehat:

T =

—1,96 < ug < 1,96 .

Miutan a példa adatai alapjan szamolt ug probastatisztika-érték ebben az esetben benne
van a tartoményban, igy elfogadjuk a Hy hipotézist, azaz a csomagok témegének varhato
értéke megegyezik az el6irt értékkel.
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A masodfaju hiba meghatéirozasahoz hasznaljuk fel, hogy alultéltéttnek mondjuk a csoma-
golast, ha a varhato érték 495 g vagy kevesebb. Erre az esetre a hipotézispart a kovetkezd
modon frhatjuk fel:

Hy @ p>po=500g
Hy @ p<m=49%g.

A masodfaju hiba annak valészintiségét adja meg, hogy az wug probastatisztika-érték az
elfogadasi tartomanyba esik, de a Hy hipotézis nem igaz, hanem a H;p hipotézis igaz:

B = P(_ua/2 <wup < ua/2|H1) :

Ha a H; hipotézis igaz, akkor ug nem u-eloszlési, azaz az ug aldbbi behelyettesitésében:

L e )
NN

az els6 tag lesz u-eloszlasa és az ettdl vald eltérést leird masodik tag nemcsak a véletlen
hibak okozta ingadozas hatésat tartalmazza. Visszahelyettesitve ezt a méasodfaju hiba

uyg =

meghatarozésaba:
H Ho
BZP(_UQ < < Ug |M:M1):
/2 /\/» O_/\/» /2
M1 — H0
- P(—
( Ug /2 — a/\f <uU < Uy — U/\f)
495 — 500 495 — 500
:P(—1,96—7 <1,96 — ——) =

5/vV5
= P(0,27 < u < 4,196) ,

5/vV5

P(0,27T<u) = 1—®(0,27) =1—0,6064 = 0,3936
Plu<4,196) ~ 1
Igy
B =P(0,27 < u < 4,196) = P(u < 4,196) — P(0,27 < u) = 1 — 0,3936 = 0, 6064

azaz annak valoszintisége, hogy masodfaju hibat kovetiink le 60,6%.

A mésodfaji hiba nagy valdszintisége annak kévetkezménye, hogy a kimutatandé kiilonb-
ség és a szoras megegyezik. Ha kimutatando kiilonbséget 10 grammra noveljiik, akkor a
masodfaju hiba valoszintisége 0,6%-ra csokken.

5.2.2. x’-proba

1. Egy miiszer bizonytalansagat vizsgaljuk. A miszerrel elvégziink adott szami mérést:

320g 317g 320g 324g 319g 321g 319g.
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Vizsgélja meg o = 0,05 szignifikanciaszint mellett, hogy igaz-e¢ a mtszerkényv allitasa,
mely szerint a mtiszer varianciaja 2,00 g?!

A megoldds menete:

A feladat a miszer varianciajanak ellendrzése, azaz, hogy a mintakbol meghatéarozott ta-
pasztalati szérasnégyzet értéke alapjan elfogadhato-e a miszerkényvben megadott gyari
érték a megadott szignifikanciaszint mellett. A vizsgalandoé hipotézisek:

Hy : 0°<o5=2g"
2
90

H : o*>00=2¢g".

A proéba elvégzéséhez elst 1épésként hatarozzuk meg a minta tapasztalati szérasat:

n = 7 (aparhuzamos mérések szama)
, IR
o= = Z;a: =320 g

P

n Y
@ = ZamlmioD) : 74,6666 o2
n_

A probastatisztika értéke:

2
-1
G= g0

A kritikus x? értéket a x? eloszlas tablazatbol hatarozhatjuk meg a szabadsagi fok (v =
n — 1 =6) és a szignifikanciaszint (o = 0, 05) figyelembevételével:

X2 =12,592 .
Miutan
X2 =14,00 £ X% = 12,592 .

azaz a muszer altal mért értékek ingadozésa nem felel meg a miiszerkdnyvben megadottak-
nak, hanem annal nagyobb, o = 0, 05 szignifikanciaszint mellett.

Vegyiik észre, hogy az u-prébahoz hasonloan, a szignifikanciaszint csékkentése noveli az
elfogadasi tartoményt. Jelen példdban mar o = 0,025 szignifikanciaszint esetén a Hy
hipotézis, vagyis a gépkonyv adatéanak valé megfelelés elfogadhatd, de nagy a veszélye a
mésodfaji hiba elkOvetésének.

2. Egy anyagminta Osszetételének ingadozésat vizsgaljuk. Vesziink 12 mintat, melynek ta-
pasztalati szérasnégyzete 13,7 lett. a = 0,05 szignifikanciaszint mellett

— elfogadjuk-e azt a hipotézist, hogy az alapsokasig varianciaja kisebb, mint 13,27

— elfogadjuk-e azt a hipotézist, hogy az alapsokasiag variancidja nagyobb, mint 13,27
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A megoldds menete:

Az els6 kérdés esetében vizsgaland6 hipotézispar:

Hy : o0*<o8 =132
Hy : o0?>08=13,2
A probastatisztika értéke:
2
—1
X2 = 5(”72) — 11,417 .
90
A kritikus x?2 érték a tablazat alapjan
X2 = 19,675 .
Igy a Hy hipotézis elfogadhato, hiszen
Xo = 11,417 < x2 = 19,675 ,

tehat az anyagminta Osszetételének ingadozasa kisebb, mint a megadott hatarérték.

A masodik kérdéshez az alabbi hipotézispér tartozik:

Hy : o*>o05=13,2
Hy : o?<o0f=13,2

Ha a Hj hipotézis az igaz, akkor a probastatisztika meghatarozasakor

s2(n —1)

2
Xo = 2 )
90

a variancia valodi o2 értékénél nem kisebb szammal, Ug—tel osztunk, ezért

2 2
X0 2
7 <X
99

lesz. Ebbdl kovetkezik, hogy az elfogadasi tartomany a Hg hipotézisre a
X5 > Xi-a

lesz. A példaban
nga = X3,95 =4,575

Xg = 11,417 > x§ g5 = 4,575

igy a Hy hipotézist elfogadjuk, azaz a minta Osszetételének ingadozasa nagyobb, mint a
megadott érték.

A feladat megoldésa soran mindkét, egymasnak (részben) ellentmond6 hipotézispar Hy
allité hipotézisét igazoltuk, miutan a rendelkezésre all6 adatok ennek nem mondtak ellent!
A példaval annak a demonstralasa volt a cél, hogy a statisztikai probak a hipotézisekben
megfogalmazott allitasoknak nem az abszolit igazsidgat allapitjak meg, hanem csak adott
szignifikanciaszint melletti elfogadhatésagukat igazoljak.
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5.2.3. [F'-prbéba

1. Két mérleg altal mutatott érték ingadozasat hasonlitjuk ssze tizemi koriilmények kozott.
Mindkét mérleggel lemérjiik ugyanazt a targyat parhuzamos méréseket végezve. Az ered-
mények:

1. mérleg: x; =3,1bg 3,17g 320g 324g 3,19g

2. mérleg: y; =321g 3,17g 3,19g 3,19¢g.

Vizsgéljuk meg, hogy a = 0,05 szignifikanciaszint mellett, egyforménak tekinthets-e a
miiszerek ingadozasa (szorasa)?

A megoldds menete:

A feladat ebben az esetben a két mérSeszkdz altal mutatott érték ingadozésanak Ossze-
hasonlitasa, vagyis a variancidk egyezdségének vizsgalata. A probléméat tehat az F-proba
segitségével oldhatjuk meg. Irjuk fel az allito és az ellenhipotézist:

Hy =0

H : ol+o

N <N

y

Kovetkezd 1épésként hatarozzuk meg a mérések atlagat és tapasztalati szorésnégyzetét
mindkét mérleg esetében:

ny, = 5 (aparhuzamos mérések szama az 1. mérleggel)
1 &
T = — ) ,=3,19¢g

T L =\2
@ = 2B gy g2

Ng — 1

ny, = 4 (aparhuzamos mérések szama a 2. mérleggel)
1
g o= —> ui=319g
ny

Ny )2
2 = =W g 00967 62 .

ny — 1

Az F-probastatisztikat a kovetkezd képlettel hatarozhatjuk meg:

Fy=2% =4,3125 .

@cnw ‘ acnw

Az Osszefoglaloban leirtaknak megfelel6en a nagyobbik tapasztalati szorasnégyzet keriil a
szamlaloba és a kisebb a nevezdébe, viszont a szignifikancia szint 0,1 lesz.

Az F eloszlas T/IV. tablazatbeli értékének leolvasasdhoz hatarozzuk meg a mérések sza-
badsagi fokait:

Vg = nNgp—1=4

vy = ny—1=3.
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A tablazat sorai koziil a szamléld szabadsagi fokanak megfelelt, az oszlopai koziil pedig
a nevezd szabadséagi fokanak megfelel6t kivalasztva a kritikus értékre F;&”:é”fy:g =9,12-t

kapunk. Miutan
4,3
Fo=4,3125 < Fyy =9,12,

igy megéllapithatjuk, hogy a két mérleg ingadozésa egyforméanak tekinthets.

. Két fesziiltségmérst alkalmazunk a két kiilonbo6zE aramkorben, és a bizonytalansagukat,

vagyis az értékmutatasuk ingadozésat akarjuk Gsszevetni. A kovetkezd értékeket kaptuk:

1. fesziiltségmérs: x; =189V 188V 186V 184V 187V
2. fesziiltségmérs: y; = 23,8 V. 228 V. 230V 232V 231V 222V

Feltételezve, hogy mindkét esetben a fesziiltség allandé volt, tehat az ingadozas csak a
miiszerektdl eredt, vizsgaljuk meg, hogy o = 0,05 szignifikanciaszint mellett, egyformanak
tekinthet6-e a miszerek ingadozasa (szorasa)?

A megoldds menete:

A feladat ebben az esetben is a két mérGeszkoz altal mutatott érték ingadozasanak Ossze-
hasonlitasa, vagyis a wvariancidk egyezdségének vizsgalata, amit az F-proba segitségével
ellendrizhetiink.

Els6 1épésként irjuk fel a vizsgaland6 hipotéziseket:

H():O'
H, o

N0 8N

RIS

=0
g,

TN RN

majd hatarozzuk meg a mérések atlagat és tapasztalati szérasnégyzetét mindkét mérleg
esetében:

ng = 5 (a parhuzamos mérések szama az 1. feszliltségmércvel)

1 &
T o= — .= 18,68 V
P Ymets

i=1
82 — Z:L:zl ('CE'L — 3_3)2 =0.037 V2
r Ny — 1 ’
ny, = 6 (a parhuzamos mérések szama a 2. fesziiltségmérével)
n
1 Y
g o= —> yi=2302V
"y i1
Ty )2
2 = L —9)° _ 0,2737 V2 .
ny — 1

A probastatisztika értékét a kovetkezs képlettel hatarozhatjuk meg:

Fy="Y =739 .

CID‘CD
{N|< N
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A 2. miszer esetében volt nagyobb a tapasztalati szorasnégyzet, igy itt az keriilt a szdm-
laloba.

A mérések szabadsagi fokait:

Vpy = Np—1=4
vy = ny—1=5.
A tablazat sorai kozil a szamlald szabadsagi fokanak megfelel6t, az oszlopai koziil pedig

a nevezd szabadséagi fokanak megfelel6t kivalasztva a kritikus értékre FQV 5207’1”””: = 6, 26-t
kapunk. Miutan

Fo=1,396 £ Fyy = 6,26,

igy a két mérleg ingadozasa nem egyforma, azonban a kétoldalas proéba miatt a szignifikan-
ciaszint 0,1 lesz.

5.2.4. Egymintas t-préba

1. (Az u-proba 1. mintapéldajanak t-probas valtozata.) Egy toltégép miikodését kivanja
ellenérizni, azaz, hogy ténylegesen a rairt mennyiség van-e a zacskokban. Ehhez vesz 10
darab 0,5 kg-osnak megadott csomagot és leméri a tomegiiket. Az eredmények:

490g 505g 490g 500g 495g 505g 490g 510g 495g 505g.

(a) Végezze el az ellenérzést 5%-os szignifikanciaszint mellett!
(b) Végezze el az ellendrzést 1%-os szignifikancia szint mellett is!

(c) Hatarozza meg, hogy milyen tartomanyba kell esnie a mintak atlaganak, hogy a zacs-
kok tomege varhato értéke az elSirtnak megfeleljen!

(d) Hasonlitsa 6ssze a kapott eredményeket az u-proba 1. mintapéldajanak eredményeivel!

A megoldds menete:

A feladat a zacskok tomegének varhato értéke és az elSirt érték egyeziségének ellendrzése is-
meretlen elméleti szords esetén, tehat a megoldashoz a kétoldalas t-probat alkalmazhatjuk.
Az ellendrzést a 10 véletlenszertien kivalasztott minta segitségével végezziik el.

(a) Elso lépésként irjuk fel a vizsgalandd hipotézispért:
Hy @ p=po=500g
Hy :+ p#po=>500g.

Szamitsuk ki a mintak atlagat:

D iz i
=170 — 498,5
o 58

T =
és korrigalt tapasztalati szérasat:

> (ai —2)?
= 1= = 4 .
y 10—1 TATe
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A probastatisztika értéke:

T — 498,5 — 500
to = LMo _ 270 — 0,6349 .
s/\/n 7,47//10
a = 0,05 szignifikancia érték, v = n —1 = 9 szabadsagi fok és kétoldalas proba esetén
a t-eloszlas T/II. tablazata alapjan a kritikus érték tg;%m = 2,262. A Hj hipotézis
elfogadési tartoménya tehat:

—2,262 <t < 2,262 .

Miutan a példa adatai alapjan szamolt tg probastatisztika-érték benne van ebben a
tartomanyban, igy elfogadjuk a Hy hipotézist, azaz a csomagok témegének varhato
értéke megegyezik az el6irt értékkel.

(b) Ha a szignifikanciaszintet v = 1%-ra csokkentjiik, akkor a kritikus érték 420 o =

3,250 lesz, azaz a proObastatisztika értéke tovabbra benne lesz az elfogadasi tarto-
ményban, igy ekkor is elfogadjuk a Hy hipotézist.

(¢) A 10 elemd minta alapjan az a tartomény, melybe a Hy hipotézis elfogadasahoz a
mintak atlaganak esnie kell o = 5%-os szignifikanciaszint esetén:

P(Mo—ta/Q'S/\/ﬁ<£‘§M0+to¢/2's/\/ﬁ):1_a

P(500 — 2,262 -7,47/v10 < £ < 500 — 2,262 - 7,47/+v/10) =1 — 0,05
P(494,7 < & <505,3) = 0,95 .

(d) A kapott eredményt Osszevetve az u-proba 1. mintapéldajanak eredményével meg-
allapithatd, hogy mig annal a feladatnal elvetettiik az elSirt értékkel vald egyezést
elfogadd Hy hipotézist, addig ebben az eetben elfogadtuk. Az u-préba és a t-préba
azért jutott ellentétes eredményre, mert a mintak alapjan meghatarozott korrigalt
tapasztalati szoras az u-probéhoz kapcsolodd példaban megadott elméleti szorastol
szignifikinsan kiilonbozik. Ezt, egy yx2-probaval igazolhatjuk:

Hy o’ < 0(2) =4
H : o*>08=4.

A probastatisztika értéke:

s?(n—1)  7,47%(10 — 1)

2 _
X0 03 4

—=125,6 .
A kritikus x? érték a T/III. tablazat alapjan
Xo—o,05 = 16,919 .

A szamolt x2 ennél lényegesen nagyobb, igy természetesen a Hy hipotézis nem fogad-
hato el.

2. Egy aramer@sség-mérével végzett parhuzamos mérések soran a kovetkezd eredményeket
kaptuk:

148A 144 A 151A 147TA 149A.
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a = 0,05 szignifikanciaszint mellett vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezd allitasok koziil melyik
igaz:

— Az aramerdsség értéke 1,5 A.

— Az aramerdsség értéke kisebb, mint 1,5 A.

— Az aramer&sség értéke nagyobb, mint 1,5 A.
A megoldds menete:
Az els6 allitasra a valaszt kétoldalas t-proba segitségével adhatjuk meg, mivel az alapsoka-
sdgnak nem ismerjiik a varianciajat. A vizsgalando6 hipotézispar:
Hy : p=p=15A
Hy @ p#po=15A.

Szamitsuk ki a mintak atlagat:

5 .
Zigl T 1478 ¢

T =

és korrigalt tapasztalati szérasat:

5 L 7)2
W:o,()%%g.

A probastatisztika értéke:

T — 1,478 — 1,5
to= L MO _ = 2 — 1,901 .
s/v/n0,02588//5
a = 0,05 szignifikanciaérték, v = n — 1 = 4 szabadsagi fok és kétoldalas proba esetén a
t-eloszlas tablazata (T /1. tablazat) alapjan a kritikus érték: t%=% = 2,776. A Hy hipotézis
elfogadasi tartoménya tehat:

—2,776 < tg < 2,776,

azaz elfogadjuk a Hy hipotézist.

A maésodik allitasra egyoldalas t-probat alkalmazhatunk:

Hy @ p<pp=1,5A
Hy : p>p=15A

A proébastatisztika meghatarozasa ugyaniagy torténik, mint az els6 esetben, igy to értéke:

T — 1,478 — 1,5
to = L MO _ = 2 = —1,901 .
s/v/n 0,02588//5
Bar a szignifikancia szint tovabbra is 5%, de a t-eloszlas tabldzata mindig a kétoldalas
probahoz adja meg a hatarértéket. Egyoldalas vizsgélat esetén ezért a 2« szignifikancia-
szinthez tartozd értéket keressiik meg, mely megfelel az egyoldalas vizsgalathoz tartozé
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hatarértéknek. Ebben példaban igy a 10%-os szignifikanciasszinthez tartozo értéket kell
kivalasztanunk:

thodol = 2,132
A Hj hipotézist elfogadjuk, ha
to=—1,901 < t5, =2,132.

Ez ebben a példaban teljesiil, igy elfogadjuk a Hy hipotézist, mely szerint a mérés varhatd
értéke nem nagyobb, mint 1,5.

A harmadik allitas igazolasara is egyoldalas t-probat alkalmazhatunk, de a hipotézispart
most igy irjuk fel:

Hy : p>pp=15A
Hy : p<p=15A,

azaz ebben az esetben az ellenhipotézis bal oldali. A probastatisztika meghatarozéasa ekkor
is ugyanigy torténik, mint az elsé esetben, igy ty értéke:
x—po 1,478 — 1,5

to = = = —1,901 .
° 7 s/ 0,02588/v/5

A szignifikanciaszint meghatarozasa a masodik esethez hasonloan torténik, de itt ¢; értéke
a bal oldali ellenhipotézis miatt:

thatoq = —2,132.
A Hj hipotézist elfogadjuk, ha
to=—1,901 > tg, = —2,132

Miutan ez teljesiil, igy elfogadjuk a Hy-t, mely szerint a mérés varhaté értéke nem kisebb,
mint 1,5.

Mint lathato, a harom eset harom, egymasnak részben ellentmondé allité hipotézist tartal-
magzott, melyet mindharom esetben elfogadtunk. Ez természetesen nem azt jelenti, hogy
mindhérom esetben igaz is az elfogadott hipotézis, csak azt, hogy a mérési adatok alapjan
nincs elégséges indokunk egyik allité hipotézis elutasitasdhoz sem. Mindharom hipotézis
elfogadasdnak az az oka, hogy a mérések atlaga nem nagyon tér el a varhato értéktsl, a
szoras pedig viszonylag nagy. Ha a mérések atlaga 1,47 A, vagy a szérds 0,02 A lenne, a
harmadik allitdst mar nem fogadnénk el.

5.2.5. Kétmintas t-préba
1. Egy gyéartosor miikodését az elGallitott termék tomege alapjan mindsitjiik. Ehhez két
egymast kovet6 napon mintat vesziink, melyek tomegei a kdvetkez6 médon alakultak:

lnap: 148g 144g 151g 147g 149¢g
2mnap: 149¢g 151g 147g 152g 153g 148¢g.



5.2. KIDOLGOZOTT FELADATOK 111

A mérési eredmények normalis eloszlasat feltételezve vizsgaljuk meg, hogy a gyartosor a
két egymast kovets napon ugyanolyan mindségii terméket allitott els! (a=5%)

A megoldds menete:

A feladat tehat annak vizsgalata, hogy a két, egyméast kovets napon az elGallitott termé-
kek tomegének varhato értéke egyforma-e. Ehhez mindkét napi termelésbdl, a mintavétel
szabalyainak megfelelGen, mintat vettiink. Miutan a két minta egymastol fliggetlen, igy az
ellenérzéshez a kétmintas t-probat alkalmazhatjuk az alabbi hipotézispar vizsgalataval:

Hy : p1=p2
Hy oo # pe

A t-proba alkalmazasa el6tt azonban egy F-proba segitségével ellenérizni kell, hogy a min-
tak alapjan az alapsokasagok varianciai megegyeznek-e:

Hy : ol=o03
.2 2
Hl . 0'1 #0’2 .

A mérések szabadsagi fokai, atlagai és tapasztalati szérasnégyzetei:

v = 77,1—1:4
1 &
T = — x1, = 1,478
711; &
ni = \2
2 Dim (@1, — Z1) -4 2
= =6,7-10
S1 n1—1 ) g,
Vo = 712—1—5
1 &
To = — $22_175g
D2 (g, — T2)° 4 2
= — ¢ :5,610
52 ng — 1 g

Az F-probastatisztika értéke:

A F-eloszlas tablazat alapjan a kritikus értékre Fy = 5, 19-t kapunk. Miutén
Fy=1,094 < F; = 5,19,

igy a két elméleti szérasnégyzet egyezének tekinthetd, tehét a kétmintas t-préoba folytat-
hato.

A bevezetSben felirt hipotézispar ellendrzéséhez elszor is ki kell szdmolnunk a minték
tapasztalati szorasnégyzetének a szabadsagi fokokkal vett sulyozott atlagat:

1
= my — (10 = D sl — 1) =
1
=———(6,7-1007*(5-1)+5,6-107*(6 - 1)) =6,1-107" .
5+6_2(7 ( )—’_a ( )) )
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Innen s = 0,0247. A probastatisztika pedig:

1,478 — 1
to = d _ _1,48-1,5 = 1,472

s\/m-+ s 0,0247(/% + 1

1
ni
A kritikus érték meghatarozésanal a szabadségi fok v = nj+ny—2 = 9, a szignifikanciaszint
5%, igy a t-elosztas tablazata alapjan:

=9
175 005 = 2262 .
Az elfogadési tartoméany:
—2,262 <ty < 2,262 ,

azaz elfogadhatjuk a Hy hipotézist, tehat a két egymaéast kovets nap azonos mindségi ter-
méket allitott el§ a gyéartosor.

. Egy technologiai egység két kiilonb6z6 pontjan, egymastoél fiiggetlenil mérjiik a hGmérsék-

letet.

1. pont (°C): 54,4 54,3 54,3 54,5 544 543 544
2. pont (°C): 54,2 54,0 na. 54,1 542 54,1 54,2,

ahol az n.a. rovidités arra utal, hogy valamilyen hiba miatt nem érkezett be adat.
Ellendrizziik a technolégiai egység két pontjan a hémérséklet egyformaségét, ha a mérési
eredmények ingadozasat csak véletlen mérési hiba okozza! (a=5%)

A megoldds menete:

A feladat most annak vizsgélata, hogy a technoldgiai egység két, eqgymdstdl kiilénbézd pont-
jan a hémeérsékletek megegyeznek-e. A méréseknél feltételeztiik, hogy csak véletlen hiba
jelentkezik, igy normdlis eloszldstinak tekintheték. Miutan a mérési eredmények egymas-
tol fliggetlen, normélis eloszlast mintdknak tekinthetSk, ezért az ellendérzéshez a kétmintés
t-probat alkalmazhatjuk az alabbi hipotézispar vizsgéilataval:

Ho 1= pe
Hy o o #pe.

A t-préba alkalmazasa el6tt, az attekints részben leirtaknak megfelel6en F-proba segitségé-
vel ellendrizziik az alapsokasagok variancidinak megegyezését:

Hy : ol =03
.2 2

A mérések szabadsagi fokai, atlagai és tapasztalati szérasnégyzetei:

VT = n1—1:6
1
T, = szli:54,37°c
=1

2iz1 (1, I‘fl)z —=5,7-1073 °C?
ny —




5.2. KIDOLGOZOTT FELADATOK 113

Vy = N9 — 1=5
1 &
To = — Y @9, =54,13°C
n2 _ ~0\2
Sg — ZZ:l(in 33'2) — 67 7 . 1073 OC2 )
no — 1

Az F-probastatisztika értéke:

52
Fy==2=1,17.
51
A F-eloszlas tablazat alapjan a kritikus értékre Fﬁig:'{lzfi = 4, 39-t kapunk. Miutan

Fo=1,17 < Fgy = 4,39 ,
igy a két elméleti szorasnégyzet megegyezének tekinthets 10%-os szignifikanciaszint mellett,
tehat a kétmintas t-proba folytathato.

A bevezetSben felirt hipotézispar ellenérzéséhez szamoljuk ki a mintak tapasztalati szoras-
négyzetének a szabadsagi fokokkal vett siilyozott atlagat:

1
S g il D+ ea(ne = 1)) =
1
=—— (5,7-1073(7=1)+6,7-1073(6 — 1)) = 0,00615 .
3 (T—1)+6, (6-1)) =0,
Innen s = 0,078. A probastatisztika értéke:
d 54,37 — 54,13
to = = 1Y = 5,458 .
s\/mr + g 0,1358y/1+ ¢

A kritikus érték meghatarozasanal a szabadséagi fok v = ny + no — 2 = 11, a szignifikancia-
szint 5%, igy a t-eloszlas tablazata alapjan:

=11
tZ/2:0,025 =2,201,
és az elfogadési tartomény:
—2,201 < tg <£2,201 .

Miutan a préobastatisztika értéke nincs benne az elfogadasi tartoményban, ezért a Hy hi-
potézist elvetjiik, tehat a technolégiai egység két pontjan nem azonos a hémérséklet.

5.2.6. Paros t-préba

A kétmintas t-proba és a paros t-proba alkalmazési feltételei kozotti kiillonbség bemutatasara
vizsgaljuk meg a kétmintas t-proba 1. feladatat a paros t-proba feltételeinek megfelelen modo-
sitval

1. Egy gyartésor miikodését az elGallitott termék tomege alapjan mindsitjiik. Ehhez 6t mintat
vesziink, és minden mintat két, kiilonbozd felbontast mérlegen mériink le ugy, hogy az
eredmények mintanként Osszerendezhetek:
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mérések | 1. mérleg | 2. mérleg
{ T Yi
1 1,48 1,494
2 1,44 1,513
3 1,51 1,474
4 1,47 1,522
5 1,49 1,536

A mérési eredmények normalis eloszlasat feltételezve, a = 5%-os szignifikanciaszint mellett
vizsgaljuk meg, hogy a két mérési sorozat alapjan a varhato értékek megegyeznek-e!

A megoldds menete:

A feladat most a két, ugyanazokat a termékmintakat lemérs mérleg miikodésének Gsszeha-
sonlitasa. Feltételezziik, hogy a méréseket csak véletlen hibak befolyasoljak, igy azok ala-
kulasa a normaélis eloszlast kéveti. Miutan a két mérési adatsor egymastol nem fiiggetlen,
de kiilon-kiilén normélis eloszlastak, igy az ellendrzéshez a paros t-probat alkalmazhatjuk
az alabbi hipotézispar vizsgalataval:

Ho @ pe = py
Hy @ pa# pe .

Els6 1épésként hatarozzuk meg a paronkénti eltéréseket. Mint a mérési eredményekbdsl
lathato, a masodik mérleg felbontésa nagyobb, mint az els6é. A mérési eredmények kozti
kiilonbség meghatarozésakor az eredményt az els§ mérleg felbontasa szerinti értékre kere-
kitjiik.

T Yi d;

1,48 | 1,494 | -0,01

1,44 | 1,513 | -0,07

1,51 | 1,474 | 0,04

1,47 | 1,522 | -0,05

1,49 | 1,536 | -0,05

SR W N .

Hatérozzuk meg a paronkénti eltérések atlagértékét és szorasat:

i = Z=h_ g
n
" (di— d)?
Sqg = 22:1(—):0’0423_
n—1

A probastatisztika értéke:
d  -0,03
sa/v/n  0,0423/v/5

Az Osszehasonlitott parok szédma n = 5 volt, igy a szabadséagi fok v = 4. A szabadsagi fok

és a a = 0,05 szignifikanciaszint figyelembevételével a kritikus érték a t-tablézat alapjan

tgz%)’% = 2,776, és a Hy hipotézis elfogadasi tartomanya:

—2,776 < tp < 2,776 .

to =

—1,584 .

Miutén a probastatisztika értéke benne van ebben a tartomanyban, igy elfogadhatjuk a Hy
hipotézist, tehat a két mérleg egyforma mennyiséget hatarozott meg.
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5.3.

Gyakorl6 feladatok

5.3.1. Ellen6rz6 kérdések

1

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Mi a statisztikai probak alkalmazasanak célja?

. Ismertesse a binéris hipotézis rendszert!

Mi a hipotézisvizsgalat altalanos menete?

Mi az u-proba célja és melyek alkalmazéasénak feltételei?

. Mit értiink az alatt, hogy a proba egyoldalas, illetve kétoldalas?

Adja meg egy kétoldalas u-préba hipotézisrendszerét!

Adja meg egy egyoldalas u-proba hipotézisrendszerét, ha a cél annak bizonyitasa, hogy a
sokasag varhato értéke nem halad meg egy adott értéket!

Abrazolja strtiségfiiggvény segitségével egy kétoldalas proba elfogadasi/elutasitasi tarto-
méanyait!

Mi az a szignifikanciaszint?

Hogyan befolyésolja a Hy hipotézis elfogadasat a szignifikanciaszint csékkentése?
Milyen hibak kévethetsk el a statisztikai probaknal?

Mi a valészintisége annak, hogy els6faju hibat kovetiink el?

Milyen hipotézisrendszerrel lehet a mésodfaju hibat meghatarozni?

Mitél és hogyan fiigg a masodfaju hiba nagysaga?

Mi a célja a x?-probanak?

Mi az alkalmazasi feltétele a y2-probanak?

Mutassa meg stirtiségfiiggvény segitségével a x?-proba elfogadasi/elvetési tartoméanyait!
Mi a célja az F-prébanak?

Mi a célja és mik az alkalmazasi feltételei az egymintas t-probanak?

Hasonlitsa Ossze az u- és a t-probat!

Mi a célja és mik az alkalmazasi feltételei a kétmintas ¢-probanak?

Mi a célja és mik az alkalmazasi feltételei a péaros t-prébanak?
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5.3.2. Feladatok

1. Egy specialis lisztféleséget gyart, és ellendrizni kivanja, hogy ténylegesen a rairt mennyiség
van-e a csomagokban. Ehhez mintaként vesz 10 darab 0,5 kg-osnak megadott lisztet és
leméri a tomegiiket. Az eredmények:

485¢ 505g 490g 500g 495¢g 510g 485g 510g 495g 505 g .

Végezze el az ellenérzést, ha a szabvany szerint a megengedett atlag koriili ingadozas 2 g,
a szignifikancia szint pedig 5%!

2. Egy gyartd a gépkocsik jobb és bal oldalara felszerelt gumik kopasa kozotti kiilonbséget
kivanja tesztelni. Ehhez véletlenszertien felszerelnek 6 auté hatso kerekeire 12 db 4j, ugyan-
olyan gyartmanyu gumit, majd adott nagysagn ut megtétele utan ellendrzik a kopést. Az

eredmények:
auto | jobb oldal bal oldal
1 8,9 9,4
2 8,8 8,0
3 9,8 9,1
4 7,7 7,1
5 9,1 9,3
6 10,2 9,2

Vizsgélja meg, hogy a = 0,05 szignifikanciaszinten van-e kiilénbség a gumik kopéasa kozott
a két oldalon!

3. Egy pékség miikddését kivanja ellendrizni. Ehhez vesz 10 darab 1 kg-osnak megadott
kenyeret és leméri a tomegiiket. Az eredmények:

1020g 980g 1000g 1050g 1010g 1010g 990g 1050g 950¢g 990 g .

(a) Végezze el az ellendrzést mint vasarlo, azaz az adatok alapjan gy6z6djon meg, hogy
a vasarolt kenyerek atlagtomege varhatdan legaldbb annyi, mint amennyit a cimkéje
jelez!

(b) Végezze el az ellendrzést mint a felettes szerv szakembere, azaz az adatok alapjan
gy6z8djon meg, hogy a vasarolt kenyerek dtlagtomege megegyezik az elméleti értékkel,
ha igen nagy szamu adat alapjan az atlag koriili ingadozéas 25 g?!

(c) Milyen intervallumba kell esnie az atlagnak, hogy a hatésag szerint elfogadhato legyen?

Megjegyzés: a = 0,05 mind a harom esetben.

4. Gomboc Artarnak felttint, hogy tjabban a mazsoléds csokiban is nagyon ingadozik a mazso-
lak szama. Egy szokasos reggeli adagjaban (15 db mazsolas csokiban) azutan megszamolta
a mazsolakat, és azt talalta, hogy azok atlaga 16,8, relativ szorésa pedig 37,3% volt. A
csokipapir szerint atlagosan 20 darabnak kellene benne lenni. Mit tanacsolna Gombdc
Artarnak: irjon, vagy ne irjon reklamalo levelet, esetleg vizsgalodjon tovabb (ha igen, ak-
kor hogyan)? Gomboc Artar 5%-os szignifikanciaszintet alkalmaz altalaban. Megjegyzés:
Gomboc Artirnak az a véleménye, hogy ha a csokiban til kevés a mazsola, az épp olyan
baj, mintha tal sok.
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5. Két gyarté gumiabroncsainak kopésat kivanja tesztelni. Ehhez véletlenszertien felszerelnek
5 autd hatsoé kerekeire 5 db A és 5 db B gyartméanyt gumit, majd adott nagysagu tut
megtétele utan ellendrzik a kopést. (A gumik véletlenszertien lettek felszerelve, azaz egy
autora keriilhet két ugyanolyan gyartmanyt gumi is!) Az eredmények:

A gumi | B gumi
9,3 8,7
9,7 8,9
9,6 9,2
8,3 7,1

* 9,6

(* - defektes lett, igy nem értékelhets) Vizsgalja meg, hogy a = 0.05 szignifikanciaszinten
van-e kiilénbség a gumik kopasa kozott a két gyartod esetében!

6. Egy miszer mérési adatainak bizonytalansagat vizsgaljuk. A miszerrel elvégziink adott
szamu mérést:

320g 317g 320g 324g 319g 32lg 319g

(a) Vizsgalja meg, hogy igaz-e a miszerkonyv allitasa, mely szerint a miszer varianciaja
2,00 g? (a = 0,05)!
(b) Vizsgélja meg v-teszt segitségével, hogy 324 g-os adat kiugronak tekinthets-e!

7. Egy targybol a konzultacié hatékonysdgat kivanjuk mérni. A zarthelyi megiratasa utan
kiilon valasztjuk a konzultacion részt vett, illetve részt nem vett hallgatok dolgozatat. Az

eredmények:
konzultécién konzultacién
részt vevék | részt nem vevék
84 89
90 81
96 90
94 77
88 93
69

Korabbi vizsgélatok szerint a zérthelyi dolgozatok eredményei a normalis eloszlasnak meg-
felelGen alakulnak. Vizsgalja meg a megfelel§ t-proba segitségével, hogy o = 0,05 szignifi-
kanciaszinten van-e kiilonbség a két csoport eredménye kozott!

8. Egy miiszer gépkonyvében megadott szoras értékét kivanja ellenérizni. Ennek soran a
kovetkezs eredményeket kapjuk:

12V 13V 11V 10V 12V

Vizsgalja meg, hogy elfogadhato-e o« = 0,05 szignifikanciaszint mellett a gépkdnyvben
megadott ¢ = 0,1 V érték?
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Lakott teriileten vezet és traffipaxszal bemérik. A késziilék 6t mérést végez, ezek eredmé-
nyei:

56, 53, 52, 50 és 49km /h.

A mérési modszer varianciaja 1,96. Vizsgalja meg, hogy o = 0, 05 szignifikanciaszint mellett
megbiinteti-e a rendérség a megengedett 50 km /h sebesség tullépéséért?

Két aramerGsség-mérs mérési adatainak ingadozaséat kivanjuk Osszehasonlitani. Mindkét
miiszerrel elvégziink adott szamu mérést:

1. miszer: 1,24 A 1,05A 1,18A 120A 1,23A
2. mbszer: 1,224 A 1,192 A 1212 A 1,182 A 1,186 A 1,204 A .

Vizsgélja meg, hogy egyformanak tekinthets-e a miiszerek bizonytalansaga (o = 0,05)?

Egy specialis lisztféleséget vasarol rendszeresen, és ellenérizni kivanja, hogy ténylegesen a
rairt mennyiség van-e a csomagban. Ehhez vesz 8 darab 0,5 kg-osnak megadott lisztet és
leméri a tomegiiket. Az eredmények:

499¢g 500g 498g 497g 498¢g H02g 498g 501 g

(a) Végezze el az ellendrzést mint vasarlo, azaz az adatok alapjan gy6z6djon meg, hogy a
vasarolt lisztcsomagok atlagtomege varhatéan legalabb annyi, mint amennyit a cim-
kéje jelez!

(b) Miutéan elvégezte az el6bbi pontban leirt ellendrzést, eszébe jut, hogy a mérlegét is
ellendriznie kellene, miel6tt dont a reklaméciorol. A kalibracioé soran kideriil, hogy a
mérlegnek allandé rendszeres hibdja van, a tényleges értéknél mindig 1 g-mal tobbet
mutat. Figyelembe véve ezt a tényt, hogyan dont egy esetleges reklaméciérol?

c) Végezze el az ellendrzést mint a felettes szerv szakembere ugyanezen adatok alapjan,
g gy PJ
ha a szabvany szerint a megengedett variancia 16 g?!

A szignifikanciaszint o = 0,05 minden esetben.

Az orszag két kiillonbo6zo régivjaban lehulld csapadék savassagat vizsgaljuk. Ehhez véletlen-
szertien kivalasztott 8 csapadékbol mintat vesziink, és megmeérjiik a pH-értékét (a minta-
vételek nem biztos, hogy ugyanazon a napon torténtek!):

Es6 | Délnyugat | Eszakkelet
1 4,60 4,55
2 4,27 4,31
3 4,31 4,84
4 3,88 4,67
5 4,49 4,28
6 4,22 4,95
7 4,54 4,72
8 4,76 4,63

A megfelels t-proba segitségével vizsgalja meg, hogy az adatok alapjan igaz-e, hogy a
csapadék savassaganak mértéke eltér a két helyen! (o = 0,05)
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Két mérleg bizonytalansagat vizsgaljuk. Mindkét mérleggel elvégziink adott szamu mérést:

1. mérleg: 4205 g 4195 g 4198 g 4201 g 4200 g
2. mérleg: 4214 g 4198 g 4211 g 4191 g 4185 g.

Vizsgalja meg, hogy egyforménak tekinthets-e a mérlegek bizonytalansaga (o = 0,05)7

Lakott teriileten kiviil vezet és traffipaxszal bemérik. A késziilék hat mérést végez, ezek
eredményei:

102, 103, 102 100, 98 és 97 km/h

(a) a = 0,05 szignifikanciaszint mellett dontse el, hogy megbiintetik-e a megengedett 90
km /h sebesség legalabb 10%-kal valo tullépéséért! (A mérési modszer varianciaja 2,25
km?/h?.)

(b) Milyen tartomanyba kell esni-e a sebesség atlaganak, hogy ne biintessék meg?

5.3.3. Megoldasok

1.

Alkalmazandé proba: kétoldalas u-proba

ug = —3,162

Ugo = 1,96

elutasitjuk a Hy hipotézist, nincs megfelel6 mennyiségi liszt a csomagban.

. Alkalmazand6 préba: péros t-proba

to: 1,624
thy = 2,571
elfogadjuk a Hy hipotézist, nincs kiilonbség a két oldal kopasa kozott.

(a) Alkalmazando6 proba: egymintas, egyoldalas ¢-proba
to = 0,516
=9 = 1,833
elfogadjuk a Hy hipotézist, a kenyerek legaldbb 1 kg tomegtek.
(b) Alkalmazandé proba: egymintas, kétoldalas u-proba
ug = 3,162
Ugo = 1,96
elutasitjuk a Hy hipotézist, a kenyerek tomege nem megfelels.
(c) Elfogadasi intervallum: 997-1003 g, e két érték kozott kell a 10 darab kenyér atlagto-
megének lennie.

Alkalmazand6 proba: egymintas, kétoldalas t-proba
to=—1,978

ot =2,145

elfogadjuk a Hy hipotézist, a mazsolak szama megfelels.

. Alkalmazand6 préba: kétmintas t-proba

Fy = 2,236

F=in=3 =912

nincs kiilonbség a két sokasag elméleti széradsnégyzete kozott, tg = 0,937
thoy = +2,365

elfogadjuk a Hy hipotézist, nincs kiilénbség a gumik kopasa kozott.
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(a) Alkalmazandé préba: egyoldalas x2-proba
X3 = 14,00
X2 v=0 =12,592
elutasitjuk a Hy hipotézist, a mtiszer varianciaja nagyobb a miiszerkonyvben megadott
értéknél.
(b) Alkalmazando proba: v-teszt
vo=1,8 <v=4,73,
azaz nem kiugr6 az adat.

Alkalmazandé préba: kétmintas t-préba

Fy=3,691

Fr=om=t = 6,26 ,

azaz nincs kiilonbség a két sokasag elméleti szorasnégyzete kozott. to= 1,584
thy= 2,262,

azaz elfogadjuk a Hy hipotézist, nincs kiilonbség a dolgozatok kozott.

Alkalmazandé préba: egyoldalas x2-préba

X3 = 0,52

X2 V=4 =9,487

azaz elfogadjuk a Hy hipotézist, a miiszer szorasa megfelel a gépkonyvben megadottnak.

Alkalmazandé proba: egyoldalas u-préba

ug = 2,282

Uq = 1,65,

azaz elutasitjuk a Hp hipotézist, tullépte az 50 km /h-4s sebességhatart.

Alkalmazandé proba: F-proba
Fy=5,11
F=om=t = 6,26
9 Y
azaz elfogadjuk a Hy hipotézist, nincs kiilonbség a két miiszer szorésa kozott.

(a) Alkalmazando proba: egymintas, egyoldalas t-proba
to = —1,433
=" = —2,365 ,
azaz elfogadjuk a Hy hipotézist, megfelel6 mennyiségi liszt van a zacskoba toltve.

(b) Kalibralas utan a t-proba még egyszer
to = —3,071
=T = 2,365 ,
azaz elutasitjuk a Hy hipotézist, nincs megfelel§ mennyiségi liszt a zacskoba toltve.

(¢) Alkalmazando proba: kétoldalas u-proba
up = —1, 326
Ug = 1,96 ,
azaz elfogadjuk a Hy hipotézist, megfelel§ mennyiségi liszt van a zacskoba toltve.

Alkalmazandé proba: kétmintés t-proba

to=1,844

t;jg =2,179 ,

azaz elfogadjuk a Hy hipotézist, nincs kiilonbség az es6k savassaga kozott.
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13. Alkalmazand6 préba: F-préba
Fy=11,44
Fr=tn=t = 6,39
azaz elutasitjuk a Hy hipotézist, van kiilonbség a két mérleg szoérasa kozott.

14. (a) Alkalmazando6 proba: egyoldalas u-proba
uy = 2, 178
Ug = 1,65 |
azaz elutasitjuk a Hp hipotézist, tobb mint 10%-kal tullépte a 90 km/h-as sebesség-
hatart.

(b) 5 mérés esetén a sebesség atlaga maximum 100 km/h 6ra lehet.






6. fejezet

Nemparaméteres statisztikal probak

6.1. Elméleti Attekintés

Az[p| fejezetben leirtaknak megfelelGen, a paraméteres probak alkalmazasahoz kellenek a mintak,
mérési eredmények szadmszer értékei, tovabba a vizsgalt alapsokasagra teljesiilnie kell, hogy
normalis eloszlasi legyen. A méréstechnika feladatok jelentGs részénél ezek a feltételek konnyen
teljesithetsk, hiszen szamszert értékeket kapunk a mérémiszer kimenetén, és ha a mérési eredmé-
nyeket csak véletlen tipust statikus mérési hiba terheli, akkor az eredmények alakulasa a normaélis
eloszlasnak felel meg.

Bizonyos problémak esetében azonban ezek a feltételek nem teljesiilnek. Vannak esetek, ami-
kor a mérés eredménye nehezen szamszertsithets, az eredmények inkabb csak sszehasonlithatok
és igy rangsorolhatok. Az elddnthets, hogy az egyik vagy a masik megfigyelés eredménye a na-
gyobb vagy a kisebb, illetve a kedvez&bb vagy a kedvez&tlenebb, de konkrét szamérték nem vagy
csak nehezen rendelhets hozzé, vagy nem igazén relevans. Sok esetben az eredmények normalis
eloszlasanak igazolasa jelent gondot, vagy az Gsszehasonlitanddé mintakhoz nem ugyanaz a vari-
ancia tartozik. Ha ilyen problémak lépnek fel, akkor a paraméteres statisztikai vizsgalatok nem
alkalmazhatok, illetve az alkalmazésuk soran kapott eredmény nem lesz megbizhato.

Az ilyen esetekre kinalnak megoldast az tigynevezett nemparaméteres statisztikai modszerek.
A nemparaméteres probak esetében elegendd, ha az adatok rangsorolasa elvégezhetd, és a vizsgalt
alapsokasagokra sincsenek tovabbi feltételek. A nemparaméteres modszerek, a paraméteres val-
tozatokhoz hasonléan alkalmazhatok az alapsokasagok varhato értékének becslésére, kettd vagy
tobb alapsokasag varhaté értékének Osszehasonlitasara, valtozok kozotti Osszefiiggés elemzésére
és a szoOras elemzésére.

6.1.1. Mann—Whitney-féle U-préba

A Mann—Whitney-féle U-préoba a kétmintéas t-proba nemparaméteres parja, azaz két fliggetlen
sokasag varhato értékeinek egyezdségét ellendrizhetjiik mintavétel segitségével. Akkor célszert ezt
a probat alkalmazni, ha a kétmintés t-proba el6feltételei nem, vagy nem biztos, hogy teljesiilnek:
a két alapsokasag nem biztos, hogy normalis eloszlési, illetve a mintédk alapjan nem ugyanahhoz
az elméleti szorasnégyzethez tartoznak.

Az alkalmazds menete

1. A vizsgalando hipotézisek legyenek a kdvetkezok:

— Hpy: nincs kiilonbség a két adathalmaz varhato értékében
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— Hjp: van kiilonbség a két adathalmaz varhato értékében.

A hipotézisek ilyen megfogalmazasa kétoldalas probat jelent, hiszen csak azt vizsgaljuk,
hogy egyeznek-e a varhatd értékek vagy sem, az eltérés iranya nem érdekes. Ha a H;
hipotézist a kdvetkez6 moédon adjuk meg:

— H;i: az egyik adathalmaz a masikhoz képest jobbra tolédik

akkor egyoldalas probat végziink, hiszen azt kell eldontentink, hogy az egyik adathalmaz
varhato értéke nagyobb-e, mint a masiké.

. Vegyiink nj szamu mintat az 1. adathalmazbol és ny szamut a 2. adathalmazbol.

. Végezziik el a rangsorolast valamennyi adat figyelembevételével. Figyelem: azonos értékek
esetén az atlagrang szamitasi modszert (lasd fejezet) kell alkalmazni!

. Hatarozzuk meg a rangosszegeket az egyes adathalmazokbél vett mintak esetében, jeloljiik
ezeket T és Tr-vel.

. A Mann—Whitney U-proba prébastatisztikdjanak értékét az aldbbi képletek segitségével
hatarozhatjuk meg:

+1

U, = nlng—}-nl(n;)—Tl
no(ng + 1

Uy = TLlTLQ—l-Q(Z)—TQ

A szamolt értékek koziil a dontéshez felhasznalt probastatisztikat a proba jellege alapjan
valasztjuk ki (1d. a 7. pontban).

. A probastatisztikak kiértékelése:

Kozel azonos elemszamot feltételezve a két mintdban, U; akkor lesz kisebb, mint Us, ha
az 1. adathalmazhoz tartoz6 T) rangbsszeg nagy, azaz, ha az 1. adathalmaz adatainak
eloszlasa jobbra tolodik el a 2. adathalmaz eloszlasahoz képest. Igy, ha egyoldalas probét
végziink, akkor elvetjiik a Hy hipotézist, vagyis azt, hogy az 1. adathalmaz varhato értéke
kisebb vagy egyenld, mint a 2. adathalmazé, ha U; kisebb, mint egy meghatarozott Uy
kiiszobérték. Ugyanez a levezetés elvégezhets Uy értékére, illetve a 2. adathalmaz varhato
értékére is. A hipotézisek elfogadasat /elutasitasat meghatarozo Uy kiiszobértéket a mintak
elemszamai és a szignifikanciaszint alapjan tablazatok segitségével hatarozzuk meg. A
tablazat megfeleld cellaja megadja annak valdszintiségét, hogy a kapott Uy,s érték kisebb,
mint Uy, de a Hy hipotézis igaz. Az alabbi tablazat tartalmazza az Uy kritikus értékeit, ha
a 2. minta elemszama no = 3, és az 1. minta elemszdma n; = 1;2 vagy 3.

no =3
ni
Uy 1 2 3
0 0,25 0,1 0,05
1 0,5 02 0,1
2 0,4 0,2
3 0,6 0,35
4 0,5



Az Uy kritikus értékeit tablazatok sorozata tartalmazza. A T/VI. tablazat tartalmazza az
ne = 3;4;5 tablazatokat. A megfelels értéket a kovetkez6 modon hatarozzuk meg:

— A 2. adathalmaz no elemszama alapjan kivalasztjuk a megfelels tablazatot.

— Az 1. adathalmaz ny elemszéama alapjan kivalasztjuk a megfelel§ oszlopot.

— Az oszlopokban szerepls értékek koziil a szignifikanciaszint és a teszt egy- vagy két-
oldalas jellege alapjan valasztunk. Ha egyoldalas tesztet végziink, akkor az értékek

koziil kivalasztjuk azt, amelyik legk6zelebb van a valasztott a szignifikanciaszint érté-
kéhez. Kétoldalas teszt esetén azt az értéket valasztjuk ki, amelyik a/2 értékhez van

legkozelebb.
— Up kritikus értéket az o vagy «/2 alapjan kivalasztott érték soranak elsg oszlopaban
talaljuk.

7. Hy hipotézis elfogadasa:

— Legyen a feladat a két alapsokasag varhato értéke egyezGségének a vizsgéilata. Ekkor
kétoldalas tesztet végziink és a hipotézispart a kovetkez6 modon adjuk meg:
— Hy: nincs kiilonbség a két adathalmaz varhato értékében
— Hjp: van kiilonbség a két adathalmaz varhato értékében.
Elvégezziik a rangsorolast, majd meghatérozzuk a rangosszegeket. Kiszamitjuk Uy
és Uy értékét. A probahoz a kettd koziil a kisebbet valasztjuk. Meghatarozzuk Uy
értékét a megfelel§ tablazat és a valasztott « szignifikanciaszinthez. Elfogadjuk a
Hy hipotézist, azaz a két adathalmaz varhato értéke egyforma, ha a probastatisztika
értéke (min(Uy, Uz)) nagyobb, mint U.
— Legyen a feladat a két alapsokasag varhato értéke kozti eltérés vizsgélata. Ellendrizziik
azt, hogy az 1. adathalmaz varhato értéke jobbra tolodik-e (azaz nagyobb-e) a 2.
adathalmazéhoz képest. Ekkor a hipotézispéart a kdvetkez6 médon adjuk meg:

— Hp: nincs kiilonbség a két adathalmaz varhatéd értékében
— Hi: az 1. adathalmaz a 2.-hez képest jobbra eltolodik.

Elvégezziik a rangsorolést, majd meghatarozzuk a rangosszegeket, de csak a Ti-re
van sziikséglink. Kiszamitjuk U; értékét. Meghatarozzuk Uy értékét a megfelels
tablazat és a valasztott « szignifikanciaszinthez. Elvetjiik a Hy hipotézist, azaz a H
hipotézist fogadjuk el, tehat az 1. adathalmaz varhatd értéke jobbra tolodik el a 2.
adathalmazhoz képest, ha a probastatisztika értéke Uy kisebb vagy egyenld, mint Up.

— Ha a feladat a 2. adathalmaz jobbra tolédasanak vizsgalata az 1. adathalmazhoz
képest, akkor vizsgalat menete hasonl6 az el6z6 ponthoz, csak a T rangosszeget és az
U, probastatisztika-értéket hasznéljuk a Hy hipotézis elfogadasihoz vagy elvetéséhez.

6.1.2. Wilcoxon-préba

A Wilcoxon-proba két Osszetartozé minta varhato értéke egyeziségének ellenérzésére alkalmaz-
hato, azaz ez a proéba a paros t-préoba nemparaméteres parja.

A modszer lényege, hogy az Osszetartozo értékeket paronként Osszehasonlitjuk, és ha nincs
kiilonbség a két eloszlas kozott, akkor a kiilonbségek fele részben pozitivak, fele részben negativak
lesznek, és nagysagrendileg megegyeznek egymaéssal. Tehat, ha rangszamot rendeliink a kiilénb-
ségekhez, és nincs szignifikdns kiillonbség a két minta varhato értéke kozott, akkor a pozitiv és a
negativ kiilonbségek rangosszegei megegyeznek.



Az alkalmazds menete

1.

2.

6.2.

Legyen egyarant n szamu mintdnk az 1. adathalmazbdl és a 2. adathalmazboél.
A vizsgéalando hipotézispar legyen a kiévetkezd

Hy : a két adathalmaz varhato értéke kozott nincs kiilonbség
H; : van kiilonbség a varhato értékekben (kétoldalas proba) vagy
az egyik adathalmaz a masikhoz képest jobbra eltolodik (egyoldalas proba).

Hatérozzuk meg paronként a kiillonbségeket. Ha két adat megegyezik, akkor azokat hagyjuk
figyelmen kiviil, de csokkentsiik n értékét is!

Rangsoroljuk az abszolutérték alapjan a kiilonbségeket, tigy hogy a legkisebb kiilonbség
kapja az 1 rangot. Azonos értékek esetén itt is az atlagrang szamitast alkalmazzuk.

Hatarozzuk meg a rangdsszegeket kiilon a pozitiv és a negativ kiilonbségekre — T+, T—.
A hipotézisek eldontése:

Keétoldalas tesztnél : a két rangosszeg koziil a kisebbet hasznéljuk a Hy hipotézis el-
lenérzésére, és elvetjiik Hg -t, ha ez az érték kisebb a tablazatbol meghatarozott Ty
kiiszobértéknél.

Egyoldalas tesztnél :

— ha az 1. sokasag jobbra toldédasat vizsgaljuk a 2.-hez képest a mintak alapjan,
akkor a T'~-t hasznaljuk, és elvetjiik Hp-t, ha T~ < Tp;

— ha a 2. sokasag jobbra tolodésat vizsgaljuk a 1.-hez képest a mintak alapjan,
akkor a T"-t hasznaljuk, és elvetjiik Hy-t, ha T < Tj.

A Ty kiiszobértéket a T/VIIL. tablazat segitségével hatarozhatjuk meg az 6sszehasonlitott
adatparok és a szignifikanciaszint alapjan. Mint a tablazatbol is lathato, a prébahoz leg-
alabb 5, egymaéstol kiilonbo6zd értékeket tartalmazo adatpar sziikséges.

Kidolgozott feladatok

6.2.1. Mann—Whitney U-préba

1.

Egy targybol a konzultacié hatékonysagéit kivanjuk mérni. A zh megiratdasa utan kiilén
valasztjuk a konzultacion részt vett, illetve részt nem vett hallgatok dolgozatat. Az ered-
ményeket pontszamokban megadva az alabbi tablazat tartalmazza:

konzultaciéon | konzultacién részt
részt vevok nem vevsk
85 89
90 80
94 92
93 71
90 93
60




Vizsgalja meg Mann—Whitney-féle U-proba segitségével, hogy o = 0, 05 szignifikanciaszin-
ten van-e kiilonbség a két csoport eredménye kdzott!

A megoldds menete:

A feladat megfogalmazasanak megfelelGen a két csoport eredményének egyezGségét vagy
eltérését kell belatnunk, igy kétoldalas Mann-Whitney probat kell alkalmazni. Irjuk fel az
ennek megfelels hipotézispért:

Hy : a két csoport eredménye egyforma

H; : akét csoport eredménye kiilonbozik.

Jeloljiik 1. csoportként a konzulticidkon részt vevéket, és 2. csoportként a részt nem
veveket. Els§ 1épésként végezziik el a rangsorolas valamennyi adatot figyelembe véve:

1. csoport | r(l.cs.) | 2. csoport | 7(2.cs.)
85 4 89 5
90 6,5 80 3
94 11 92 8
93 9,5 71 P
90 6,5 93 9,5
60 1

A probastatisztikak kiszamolasdhoz sziikség van a csoportok elemszamara és a rangossze-
gekre:

n1:5 5 T1:37,5
ng=6 , Ty =285.

Az Uy és Us probastatisztika-értékeket szamoljuk ki a kdvetkezs képleteknek megfelelGen

U, = n1n2+f—T1:5'6+ 5 —-37,5=17,5
1 6(6+1
Uy = n1n2+n2<n;+>—ng5-6+(H—28,5:22,5.

Kétoldalas proba miatt a két érték koziil a kisebbet valasztjuk a probahoz:

min (U1,Uz) = 7,5 .

A T/VI. tablazatai koziil az no = 6-hoz tartozot valasztva, a/2 = 0,025-hoz kozeli értéket
keresve az ny = 5 oszlopban Uy-ra a 4 értéket kapjuk. A Hy hipotézist akkor fogadjuk el,
ha

min (Ul,UQ) > U .

Miutan a probastatisztika értéke U; = 7,5 nem kisebb, mint Uy értéke, ezért nem vetjik
el, azaz elfogadjuk a Hg hipotézist, azaz nincs kiilonbség a konzulticion részt vett és részt
nem vett hallgatok eredményei k6zott.



2. Két gyartotol szarmazd monitorok megbizhatésagat vizsgaltak dgy, hogy hany hénapig
miikodtek az egyes gyartoktol szarmazé monitorok meghibasodas nélkiil. Az eredmények
a kovetkezdk voltak:

1. gyarto: 34, 37, 23, 27, 40 honap 2. gyartd: 35, 33, 22, 25, 21 hénap

a = 0,1 szignifikanciaszint mellett hatarozza meg a Mann—Whitney proba segitségével,
hogy az 1. gyarto termékei megbizhatobbak, mint a 2. gyartoé!

A megoldds menete:

A feladat megfogalmazasanak megfelelSen a cél annak vizsgalata, hogy az 1. gyartod ter-
mékei megbizhatébbak-e, mint a 2.-é, igy most egyoldalas Mann—Whitney probat kell al-
kalmazni. Irjuk fel az ennek megfelel6 hipotézispart:

Hy : akét gyartd termékei egyforman megbizhatoak

Hy : azl. gyarté termékei megbizhatoébbak, mint a 2. gyartoé.

Els§ 1épésként végezziik el a rangsorolast valamennyi adatot figyelembe véve:

1. gyarto | r(l.gy.) | 2. gyarto | r(2.gy.)
34 7 35 8
37 9 33 6
23 3 22 2
27 ) 25 4
40 10 21 1

A proba egyoldalas jellege miatt csak az egyik U probastatisztika értékére van sziikség, és
mivel az 1. sokasag varhato értékének jobbra tolodasat vizsgaljuk, ezért ez az érték az Uj.
Hatarozzuk meg el6szor az 1. gyarté rangosszegét, Ti-t:

Ty =34.

Szamitsuk ki az elemszamok (n; = ng = 5) és Ty rangosszeg alapjan az U értékeét:

ni(n; +1)
2

5(541)

Ul =ning + -1y =5-5+ —34=6.

A T/VI. tablazatai koziil az no = 5-hoz tartozot valasztva, a = 0,1-hoz kozeli értéket

keresve az n1 = 5 oszlopban Uy-ra a 6 értéket kapjuk. A Hy hipotézist akkor fogadjuk el,
ha

Ui >U .

Miutén a probastatisztika értéke U; = 6 nem nagyobb, mint Uy értéke, ezért elvetjik Hoy
hipotézist, azaz elfogadjuk a H; hipotézis, mely szerint az 1. gyartoé termékei megbizha-
tobbak, mint a 2. gyartoé.

Mint lathato, a probastatisztika értéke pontosan a dontési hatérra esik, ezért bar a szabaly-
nak megfelelGen el kell vetni Hy hipotézist, de érezhets a dontés bizonytalansiaga. A para-
méteres probakhoz hasonléan itt is két dolgot tehetiink:



— vagy noveljiik a szignifikanciaszintet és az o =~ 0, 2 szignifikanciaszinthez tartozé Uy =
8 értékkel Gsszevetve a probastatisztika értékét biztosabb dontést hozhatunk, bar ez
a megoldas néveli a mésodfaji hiba valdszintiségét;

— vagy tovabbi megfigyeléseket végezve és a kapott adatok alapjan a probat djra kivi-
telezve hozzuk meg a dontést.

3. Két programozési nyelv tomorségét kivanjuk vizsgalni. FEnnek érdekében egy, mindkét
nyelvben jaratos programozéoval megoldatunk 7 kiilénbo6z6 feladatot mindkét programnyel-
ven. Az alabbi tablazat ugyanazon feladatok esetében tartalmazza az utasitasok szamat az
"A’ illetve a "B’ nyelven irt program esetében. Igazolhaté-e az alabbi adatok alapjén, hogy
az egyik nyelven kevesebb paranccsal lehet a feladatokat lek6dolni, mint a mésik nyelven?
Végezze el az ellendrzést Wilcoxon-teszt segitségével, a=0,05 szignifikanciaszint mellett!

feladat "A’ nyelven | 'B’ nyelven
sorszama | irt program | irt program

1 115 140

2 140 130

3 200 210

4 135 100

) 180 175

6 130 120

7 135 135

A megoldds menete:

A feladatnak megfelelGen azt kell vizsgalnunk, hogy a két nyelv témorsége egyforma-e, azaz
ugyanazt a feladatot megoldva egyik vagy mésik nyelven az utasitasok szdma ugyanannyi.
Irjuk fel el6szor a hipotéziseket:

Hy : a két nyelv tomorsége egyforma

H; : akét nyelv tomorsége kiilonbozik.

A feladatnak és a felirt hipotézisparnak megfelelen kétoldalas Wilcoxon-probat kell elvé-
gezni.

Az 6sszefoglaloban leirtaknak megfelelGen a Wilcoxon-proba esetében elsé 1épésként meg-
hatérozzuk az adatparok kozotti kiilonbséget, majd a kapott eltéréseket az abszolut értékiik
alapjan rangsoroljuk, ahogy ez az alabbi tablazatban lathato:

feladat | A’ nyelven | 'B’ nyelven | kiilénb- | T rang- | T~ rang-
sorszama | irt program | irt program ség szamok szamok
1 115 140 -25 5
2 140 130 10 2,5
3 200 210 -10 2,5
4 135 100 35 6
5 180 175 5 1
6 135 120 15 4
7 135 135 0 kimarad




A 7. feladat esetében a két program ugyanannyi utasitast tartalmazott, tehét a kiilonbségiik
nulla, igy ezt az adatpart nem vessziik figyelembe, de az adatparok szamét is csokkentjiik,
azaz n = 6 a tovabbiakban.

Hatérozzuk meg a pozitiv (T1) és a negativ (T ) eltérésekhez tartozo rangszamok dsszegét:
TH=13,5 T =17,5.

A feladat kétoldalas jellege miatt a két érték koziil a kisebbet kell felhasznalnunk, ez itt a
negativ eltérések rangszdmainak Osszege, T~ .

A megadott szignifikanciaszint (o = 0,05) és az adatparok korrigalt szama (n = 6) alapjan
a T/VIIL. tablazatbol hatarozzuk meg Ty értékét:

To=1.

Miutan T~ > Tp, ezért a Hy hipotézist fogadjuk el, azaz a megadott adatok alapjan
a = 0,05 szignifikanciaszint mellett egyforménak tekinthet§ a két programozasi nyelv t6-
morsége.

. Két azonos felépitést, azonos funkcioju és azonos koriilmények kozott iizemeld gép miiko-
dését hasonlitjuk 6ssze a meghibasodéasok szama alapjan. A 9 hoénapig tartdé megfigyelés
eredményét, azaz a havi meghibasodasok szamat az alabbi tablazat tartalmazza:

hénap | 1] 2 [3 4] 5 |6] 7|89
1. gép | 6] 15 9 13 [ 11
2. gép | 7|11 |5 |7 |11|6|12| 5 |3

oo
Ne}
[«
oo

Igazolhato-e az adatok alapjan, hogy a 2. gép megbizhatobban miikodik, mint az 1. gép?
Megoldds menete:

A feladat megfogalmazésa szerint két teljesen azonos gép miikodését kell 6sszehasonlitani,
amelyek ugyanabbdl az alapanyagboél ugyanazt a terméket gyartjak ugyanolyan koriilmé-
nyek kozott. Tehéat a gépek miikodésének Osszehasonlitdsara a Wilcoxon-proba alkalmaz-
hat6o. Miutan a cél annak kimutatasa, hogy az egyik gép megbizhatébban, kevesebb meghi-
béasodéassal miikodik, mint a masik, igy egyoldalas probat kell alkalmazni. Az dsszefoglalo
részben leirtaknak megfelelGen ezt gy tudjuk a hipotézisekben megfogalmazni, hogy az 1.
adathalmaz jobbra toldédasat vizsgaljuk a 2. adathalmazhoz képest, azaz azt nézziik meg,
hogy az 1. gép szignifikdnsan tobbszor romlott-e el, mint a 2. gép. Ennek megfelelen a
hipotézisek:

Hy : a két gép megbizhatosidga egyforma
Hy : az 1. gép tobbszor romlott el, mint a 2. gép.

Els6 1épésként hatarozzuk meg az adatparok kozotti kiillonbséget, majd végezzik el az
kiilonbségek abszolit értékei alapjan a rangsorolast, de a negativ és pozitiv értékekhez
tartozo kiilonbségeket kiilon-kiilon rogzitsiik:



6.3.

honap | 1. gép | 2. gép | kiilonbség | rang— | rang+
1 6 7 -1 1,5
2 15 11 4 6
3 8 5 3 5
4 9 7 2 3,5
5 9 11 -2 3,5
6 6 6
7 13 12 1 1,5
8 11 5 8
9 8 3 ) 7
T )
T+: 31

A 6. honapban egyforma szamban hibasodott meg a két gép, igy ezt figyelmen kiviil
hagyjuk, és az adatparok szaméat is csokkentjiik eggyel.

Miutan az 1. adathalmaz jobbra tolodésat vizsgaljuk a 2.-hez képest, azaz, arra kereslink
valaszt, hogy az 1. gép tObbszor hibasodott-e meg, mint a 2. gép, ezért a vizsgalathoz a
T~ = 5 rangosszeget hasznaljuk. A Tj kiiszobértéket a T /VII. tablazatbol hatarozzuk meg
a szignifikanciaszint (o = 0,05), a figyelembe vett adatparok szama (n = 8) és a proba
egyoldalas jellege alapjan:

Th=8.
Miutan
(T~ =5) < (To=8),
igy a Hj hipotézist fogadjuk el, azaz az 1. gép kevésbé megbizhatdéan miikddik, mint a 2.

gep.

Gyakorlé feladatok

6.3.1. Ellen6rz6 kérdések

1.

2.

Milyen esetben érdemes vagy kell nemparaméteres statisztikai probat alkalmazni?

Hasonlitsa 0ssze a paraméteres és a nemparaméteres statisztikai probak alkalmazéasi felté-
teleit!

Hogyan vessziik figyelembe a mintak értékeit a nemparaméteres probaknal?

Mi a célja a Mann—Whitney U-probanak?

. Melyik paraméteres proba parja a Mann—Whitney-féle U-proba?

Hogyan végezziik el a rangsorolast a Mann—Whitney U-probanél?

Hogyan irjuk fel a hipotéziseket, ha azt akarjuk vizsgalni, hogy az 1. sokasag varhato értéke
jobbra tolédik-e a 2. sokasaghoz képest a Mann—Whitney U-probanal?

Mi a célja a Wilcoxon-probéanak?



9. Melyik paraméteres probanak felel meg a Wilcoxon-proba?
10. Mit kell tenni a Wilcoxon-probanal abban az esetben, ha az adatpar értékei megegyeznek?
11. Hogyan végezziik el a rangsorolast a Wilcoxon-probanél?

12. Hogyan irjuk fel a hipotéziseket a Wilcoxon-probanal, ha azt akarjuk vizsgalni, hogy a két
sokasig varhato értéke megegyezik-e?

6.3.2. Feladatok

1. Egy folyoparti telepiilés szennyviz-kibocsatasat vizsgaljuk tigy, hogy mintat vesziink a folyo
vizébdl a telepiilés el6tt és utan. A viz szennyezettségét az oldott oxigén koncentracidja
alapjan vizsgaljuk. Véletlenszertien vesziink 5-5 mintat mindkét helyrdl, és az elemzések
soran a kovetkezd eredményeket kapjuk mgQO,/ dm®-ben megadva.

A telepiilés felett ‘ 4,8 ‘ 5,2 ‘ 5
A telepiilés alatt ‘ 5,0 ‘ 4,7 ‘ 4,

(a) Mann-Whitney teszt alkalmazasaval vizsgélja meg, hogy a telepiilés alatti mintak
kevesebb oldott oxigént tartalmaznak-e, azaz szennyezettebb-e a viz o = 0,05 szigni-
fikanciaszint mellett.

(b) Végezze el a vizsgélatot t-probaval is és hasonlitsa Ossze a két proba eredményét!

2. Két gyartotol szarmazd monitorok megbizhatésagat vizsgaltak dgy, hogy hany hoénapig
miikodtek az egyes gyartoktol szarmazoé monitorok meghibasodas nélkil. Az eredmények
a kovetkezdk voltak:

1. gyarté monitorjai: 36, 39, 21, 30, 43 honap
2. gyartd monitorjai: 38, 33, 51, 45, 31 hénap .

(a) a = 0,1 szignifikanciaszint mellett hatarozza meg a Mann—Whitney proba segitségé-
vel, hogy a 2. gyarto termékei megbizhatobbak, mint a 1. gyartoé!

(b) Milyen megbizhatosagi szint mellett teljesiil az, hogy a 2. gyarté termékei megbizha-
tobbak, mint az 1. gyart6é?

3. Egy kisérletben kiilonbozd tipust utasité jellegti KRESZ-tédblakra vonatkozd reakcididét
vizsgaltak. Az els6 csoportba tiltd tipusa tablak tartoztak (pl. "Jobbra kanyarodni ti-
los!"), mig a masodik csoportba allito jellegtiek (pl. "Kotelezd haladés irany jobbra").
A kisérletben 10 személy vett részt, mindegyik személynek 20-20 tablat mutattak és mér-
ték a helyes miivelet megtételének idejét. Az aldbbi tablazat az egyes személyek ms-ban
mért atlagos reakcididejét tartalmazza:



kisérleti | tilto jellegd | allito jellegi
személy tablak tablak
1 814 702
2 736 725
3 831 744
4 730 663
5 829 829
6 724 708
7 817 747
8 691 685
9 746 742
10 579 610

Az adatok alapjan igaz-e, hogy az atlagos reakcié id6 nem egyforma a két tablatipus esetén?

(a = 0,05)

4. Két versenyz§ egy évadban a kovetkezs helyezéseket érte el:

9
| 4

1. versenyzd6 ‘

18 [13]8]
0]12] 6 | 3]

(a) Tegyiik fel, hogy nincs informécionk arrol, hogy a versenyzsk azonos sportagban és
azonos versenyeken érték el ezeket az eredményeket! Hogyan értékeli, van-e kiilonbség
a két versenyz§ teljesitménye kozott o = 0,1 szignifikanciaszinten?

1 7
1 1

2. versenyz6 ‘

(b) Tegyiik fel, hogy a két versenyz6 ugyanabban a sportdgban indult és ugyanazon a
versenyeken érték el a megadott eredményeket? Hogyan itéli meg ekkor a két versenyzé
eredményét ugyancsak o = 0, 1 szignifikancia szint mellett?

(c) Hasonlitsa ossze és értékelje a két proba eredményét!

5. Két teljesen azonos gyartmanyu és konfiguracidji szerver miikodését hasonlitjuk Ossze az
alabbi tabldzatban szerepld havi leallasok alapjan.

hoénap A’ szerver | 'B’ szerver
sorszama | leallasai ledllasai
1 3 7
2 14 12
3 7 9
4 10 15
5 9 12
6 5 6
7 13 13

Vizsgalja meg Wilcoxon-proba segitségével, hogy van-e kiilonbség a két gép meghizhatésaga
kozott a = 0,05 mellett!

6. A friss tojasok egyik lehetséges osztéilyozéasa a tomegiik szerint torténik a kdvetkezs beso-
rolas szerint:



XL>73g;L63-73g; M53-63g;,S<bh3g

Tételezziik fel, hogy egy gazdasagban az egyik tyikot ketrecben tartjak, és specidlis tap-
pal etetik, mig a mésik tytkot hagyoméanyos koriilmények kozott tartjak. Mindkét tyiktol
egy héten keresztiil naponta megmérnek egy aznapi tojast. A kapott értékeket az alabbi
tablazat tartalmazza (n - nem volt aznap tojas)

nap tapos | normél
sorszama, | tyuk tytik
1 XL L
2 M n
3 S L
4 XL M
) M n
6 L S
7 n L

Szolgéltatnak-e az adatok arra elégséges bizonyitékot, hogy a két tyik tojasméretei kiillon-
boznek o = 0, 1 szignifikanciaszint esetén?

6.3.3. Megoldasok

1. (a) Alkalmazott proba: egyoldalas Mann—Whitney-proba
U =6, Uy = 3, igy a« = 0,05 szignifikanciaszint mellett U1 £ Up, tehat nincs
kiilonbség a viz szennyezettségében a telepiilés elGtt és utan.
(b) Alkalmazott proba: kétmintas ¢t-proba
Az F-probanal: Fy = 1,387; F; = 5,05 A t probanal: s> =0,019; tg=1,606; t; =
2,132, igy ebben az esetben sincs kiilonbség.

2. Alkalmazott proba: egyoldalas Mann—Whitney-préba

(a) U = 8, Up = 4, igy a = 0,05 szignifikanciaszint mellett U2 ﬁ Uy, tehét nincs
kiilonbség a két gyarté termékei kozott.

(b) a = 0,21 szignifikanciaszinten utasitjuk el Hy hipotézist, azaz mondhatjuk, hogy a 2.
gyarté termékei megbizhatobbak, mint az 1. gyartoé.

3. Alkalmazott proba: kétoldalas Wilcoxon-préba
T~ < Ty, van kiilonbség a reakcidid6k kozott.

4. (a) Alkalmazott proba: kétoldalas Mann—Whitney-proba min(Uy,Us) = Uy = 9, Uy =
5, igy a = 0,05 szignifikanciaszint mellett U1 € Up, tehat nincs kiilonbség a két
versenyzs kozott.

(b) Alkalmazott proba: kétoldalas Wilcoxon-proba min(T—,TT) =T~ = 2, Ty = 2, gy
a = 0,05 szignifikanciaszint mellett T~ < Ty, tehat van kiilonbség a két versenyzd
kozott.

(c) Tobb informéacio jobb Gsszehasonlitast tesz lehetove.

5. Alkalmazott proba: kétoldalas Wilcoxon-proba
T+ > Ty, nincs kiilonbség a szerverek meghibasodasa kozott.



6. Alkalmazott proba: kétoldalas Mann—Whitney-proba min(Uy,Us) = Uy = 19, Uy = 5,5,
igy o = 0,1 szignifikanciaszint mellett U1 £ Uy, tehat nincs kiilonbség a két tyik tojasai
kozott.






Tablazatok

A kovetkezd oldalakon talalhatoak azok a tablazatok, melyek alapjan a kiilonb6zd statisztikai pro-
béknal a hipotézisvizsgalat elvégezhets. A tablazatok csak annyi adatot tartalmaznak, amennyi
a gyakorlo és zarthelyi feladatok megoldasédhoz sziikséges. Az Ajanlott irodalom fejezetben fel-
sorolt konyvek részletesebb tablazatokat tartalmaznak.
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T /1. u-eloszlas

1—D(u)

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
1,2
1,3
1.4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9
2,0
2.1
2,2
2,3
2.4
2,5

0,50000
0,53983
0,57926
0,61791
0,65542
0,69146
0,72575
0,75804
0,78814
0,81594
0,84134
0,86433
0,88493
0,90320
0,91924
0,93319
0,94520
0,95543
0,96407
0,97128
0,97725
0,98214
0,98610
0,98928
0,99180
0,99379

0,50399
0,54380
0,58317
0,62172
0,65910
0,69497
0,72907
0,76115
0,79103
0,81859
0,84375
0,86650
0,88636
0,90490
0,92073
0,93448
0,94630
0,95637
0,96485
0,97193
0,97778
0,98257
0,98645
0,98956
0,99202
0,99396

0,50798
0,54776
0,58706
0,62552
0,66276
0,69847
0,73237
0,76424
0,79389
0,82121
0,84614
0,86864
0,88877
0,90658
0,92220
0,93574
0,04738
0,95728
0,96562
0,97257
0,97831
0,98300
0,98679
0,98983
0,99224
0,99413

0,51197
0,55172
0,59095
0,62930
0,66640
0,70194
0,73565
0,76730
0,79673
0,82381
0,84849
0,87076
0,89065
0,90824
0,92364
0,93699
0,94845
0,95818
0,96638
0,97320
0,97882
0,98341
0,98713
0,99010
0,99245
0,99430

0,51595
0,55567
0,59483
0,63307
0,67003
0,70540
0,73891
0,77035
0,79955
0,82639
0,85083
0,87286
0,89251
0,90988
0,92507
0,93822
0,94950
0,95907
0,96712
0,97381
0,97932
0,98382
0,98745
0,99036
0,99266
0,99446

0,51994
0,55962
0,59871
0,63683
0,67364
0,70884
0,74215
0,77337
0,80234
0,82894
0,85314
0,87493
0,89435
0,91149
0,92647
0,93943
0,95053
0,95994
0,96784
0,97441
0,97982
0,98422
0,98778
0,99061
0,99286
0,99461

0,52392
0,56356
0,60257
0,64058
0,67724
0,71226
0,74537
0,77637
0,80511
0,83147
0,85543
0,87698
0,89617
0,91309
0,92785
0,94062
0,95154
0,96080
0,96856
0,97500
0,98030
0,98461
0,98809
0,99086
0,99305
0,99477

0,52790
0,56749
0,60642
0,64431
0,68082
0,71566
0,74857
0,77935
0,80785
0,83398
0,85769
0,87900
0,89796
0,91466
0,92922
0,94179
0,05254
0,96164
0,96926
0,97558
0,98077
0,98500
0,98840
0,09111
0,99324
0,09492

0,53188
0,57142
0,61026
0,64803
0,68439
0,71904
0,75175
0,78230
0,81057
0,83646
0,85993
0,88100
0,89973
0,91621
0,93056
0,94295
0,95352
0,96246
0,96995
0,97615
0,08124
0,08537
0,98870
0,09134
0,99343
0,99506

0,53586
0,57535
0,61409
0,65173
0,68793
0,72240
0,75490
0,78524
0,81327
0,83891
0,86214
0,88298
0,00147
0,91774
0,93189
0,94408
0,95449
0,96327
0,97062
0,97670
0,98169
0,98574
0,98899
0,99158
0,99361
0,99520



T /II. t-eloszlas

fie) 4
] { 6 1
[0

v | 0,1 005 0025 0,01
1 (6,314 12,706 25452 63,657
2 2920 4,303 6,205 9,925
312353 3,182 4,177 5841
42132 2776 3495 4,604
512015 2571 3,163 4,032
6 | 1,943 2447 2969 3,707
7 11,895 2365 2,841 3,499
8 | 1,860 2,306 2,752 3,355
9 1,833 2262 2,68 3250
10 | 1,812 2228 2634 3,169
111,796 2201 2,593 3,106
12 | 1,782 2,179 2,560 3,055
131,771 2,160 2,533 3,012
14 | 1,761 2,145 2510 2,977
15 | 1,753 2,131 2490 2,947




T /III. x*-eloszlas

flr)4

o

W#MM -
X e
«

v 0,99 0,975 0,95 0,9 0,1 0,05 0,025 0,01

1 | 0,0002 0,0010 0,0039 0,0158 | 2,7055 3,8415 5,0239  6,6349
2 | 0,0201 0,05606 0,1026 0,2107 | 4,6052 59915  7,3778  9,2103
3 10,1148 0,2158 0,3518 0,5844 | 6,2514  7,8147 9,3484 11,3449
4 10,2971 0,4844 0,7107 1,0636 | 7,7794 94877 11,1433 13,2767
5 10,5543 0,8312 11,1455 11,6103 | 9,2364 11,0705 12,8325 15,0863
6 | 0,8721 11,2373 11,6354 2,2041 | 10,6446 12,5916 14,4494 16,8119
7 11,2390 1,6899 2,1673 2,8331 | 12,0170 14,0671 16,0128 18,4753
8 | 1,6465 2,1797 2,7326 3,4895 | 13,3616 15,5073 17,5345 20,0902
9 | 2,0879 2,7004 3,3251 4,1682 | 14,6837 16,9190 19,0228 21,6660
10 | 2,5582 3,2470 3,9403 4,8652 | 15,9872 18,3070 20,4832 23,2093
11 | 3,0535 3,8157 4,5748 5,5778 | 17,2750 19,6751 21,9200 24,7250
12 | 3,5706 4,4038 5,2260 6,3038 | 18,5493 21,0261 23,3367 26,2170
13 | 4,1069 5,0088 5,8919 7,0415 | 19,8119 22,3620 24,7356 27,6882
14 | 4,6604 5,6287 6,5706 7,7895 | 21,0641 23,6848 26,1189 29,1412
15 | 5,2293 6,2621 7,2609 8,5468 | 22,3071 24,9958 27,4884 30,5779



T/IV. F-eloszlas

Un
Vss 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 |161,45 18,51 10,13 7,71 6,61 5,99 5,559 532 5,12 4,96
2 199,50 19,00 9,55 694 5,79 5,14 4,74 4,46 4,26 4,10
3 | 215,71 19,16 9,28 6,59 541 4,76 4,35 4,07 3,86 3,71
4 | 224,58 19,25 9,12 6,39 5,19 453 4,12 3,84 3,63 3,48
5 | 230,16 19,30 9,01 6,26 5,05 4,39 3,97 3,69 348 3,33
6 | 233,99 19,33 894 6,16 4,95 4,28 3,87 3,58 3,37 3,22
7 1236,77 19,35 889 6,09 4,88 4,21 3,79 3,50 3,29 3,14
8 | 238,88 19,37 8,285 6,04 482 4,15 3,73 3,44 3,23 3,07
9 | 240,54 19,38 8,81 6,00 4,77 4,10 3,68 3,39 3,18 3,02
10 | 241,88 19,40 8,79 596 4,74 406 3,64 3,35 3,14 2,98
11 | 242,98 1940 8,76 594 4,70 4,03 3,60 3,31 3,10 2,94
12 | 243,91 1941 8,74 591 4,68 4,00 3,57 3,28 3,07 291
13 | 244,69 1942 8,73 589 4,66 398 3,55 3,26 3,05 2,89
14 | 245,36 19,42 8,71 587 4,64 396 3,563 3,24 3,03 2,86
15 | 245,95 19,43 8,70 586 4,62 394 3,51 3,22 3,01 2,85
ahol

Vs, — a szamléld szabadsagi foka,

v, — a nevezd szabadsagi foka,

a szamlaldéba a nagyobb tapasztalati szordsnégyzet érték, a nevezébe a kisebb tapasztalati
szorésnégyzet érték keriil.



T/V. v-teszt (kiugré adat ellendrzése)

n | sz.h

© 3] 46,7

4] 10,1

516,51

6 | 5,31

714,73

8 | 4,40

914,18

10 | 4,04

15 | 3,71

20 | 3,60
ahol

n — az Osszes adat szama (gyanus értéket is figyelembevéve)
sz.h. — szignifikanciaszint, aminél ha nagyobb a szdmolt érték, akkor kiugré adatnak tekint-
jik a gyantus értéket



T/VI. Mann—Whitney U-eloszlas

n2:3

ni
1 2 3
0,25 0,10 0,05
0,50 0,20 0,10
0,40 0,20
0,60 0,35
0,50

~w o= oS

3
no

|
W

ni
1 2 3 4
0,2000 0,0667 0,0286 0,0143
0,4000 0,1333 0,0571 0,0286
0,6000 0,2667 0,1143 0,0571
0,4000 0,2000 0,1000
0,6000 0,3143 0,1714
0,4826 0,2429
0,5714 0,3429
0,4429
0,5571

oo wn = oS

3
N

|
(@)

ni
1 2 3 4 )

0,1667 0,0476 0,0179 0,0079 0,0040
0,3333 0,0052 0,0357 0,0159 0,0079
0,5000 0,1905 0,0714 0,0317 0,0159
0,2857 0,1250 0,0556 0,0278

0,4286 0,1964 0,0952 0,0476

0,5714 0,2857 0,1429 0,0754

0,3929 0,2063 0,1111

0,5000 0,2778 0,1548

0,3651 0,2103

0,4524 0,2738

0,5476  0,3452

0,4206

0,5000

— =
CE oo o ke w = oS

—_
[\




712—6
n
Uo 1 2 3 4 ) 6
0 0,1429 0,0357 0,0119 0,0048 0,0022 0,0011
1 0,2857 0,0714 0,0238 0,0095 0,0043 0,0022
2 0,4286 0,1429 0,0476 0,0190 0,0087 0,0043
3 0,5714 0,2143 0,0833 0,0333 0,0152 0,0076
4 0,3214 0,1310 0,0571 0,0260 0,0130
) 0,4286 0,1905 0,0857 0,0411 0,0206
6 0,5714 02738 0,1286 0,0628 0,0325
7 0,3571 0,1762 0,0887 0,0465
8 0,4524 0,2381 0,1234 0,0660
9 0,5476 0,3048 0,1645 0,0898
10 0,3810 0,2143 0,1201
11 0,4571 0,2684 0,1548
12 0,5429 0,3312 0,1970
13 0,3961 0,2424
14 0,4654 0,2944
15 0,5346 0,3496
16 0,4091
17 0,4686
18 0,5314

ahol

n1 — az 1. adathalmaz elemszama

ng — a 2. adathalmaz elemszama

niy S no .
A tablazatok elsd oszlopa tartalmazza az Uy hatérértékeket. A celldkban talédlhato szignifikancia-
értékek alapjan kivalasztva a megfelels Up-t, elvetjiik a Hy hipotézist, ha az U préobastatisztika
értéke kisebb mint Uj.



T /VIIL. Wilcoxon T-eloszlas

egyoldalas ‘ kétoldalas ‘ n=5 n=6 n=7 n=8 n=9 n=10

a=0,06 | a=0,10 1 2 4 6 8 11

a=0,025| a«=0,05 1 2 4 6 8
0 2 3 5

a=0,015| a=0,02

ahol

n — a figyelembevett adatparok szama
A tablazat cellai tartalmazzak az Ty hatarértékeket. Az els két oszlopban talalhato szignifikan-

ciaértékek alapjan kivalasztva a megfelels Ty-t, elvetjiik a Hy hipotézist, ha az T prébastatisztika

értéke kisebb mint Tj.






Ajanlott irodalom

Az érdekléds hallgatoknak az alabbi, tobbé-kevésbé konnyen beszerezhet konyveket javasoljuk:
Kemeény S., Dedk A.: Kisérletek tervezése és értékelése, Miszaki Konyvkiado, Budapest, (2000)

Mendenhall, W.: Introduction to Probability and Statistics, PWS-Kent Publishers, Boston, USA,
(1987)

Prékopa A.: Valdszindségelmélet, Miiszaki Konyvkiado, Budapest, (1974)

Dowdy, S., Wearden, S.: Statistics for Research, John Wiely and Sons, New York, USA, (1983)

Kailath, T.: Linear Systems, Prentice-Hall, Inc., Enlewood Cliffs, USA, (1980)
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