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Bevezetés

« Véletlen jelenseg fogalma
* jelenséget okok bizonyos rendszere hozza létre
* ha mindegyik figyelembe veheté6 — egyertelmda leiras
- altalaban ez
lehetetlen vagy nehezen megoldhato
célszerutlen
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Bevezetés

« Sokasag
- a valamennyi elemet tartalmazo halmaz
* tulajdonsagait akarjuk meghatarozni
* tipusai
veges sokasag
megszamlalhatéan vegtelen sokasag
vegtelen sokasag
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Bevezetés

 Minta

 a teljes sokasag meg veges esetben is nehezen
kezelheto

 helyette mintat veszunk

veges sokasag: selejtek szama adott szamu
termekbOl

megszamlalhatoan vegtelen sokasag: adott szamu
muUuszakban a leallasok szama

vegtelen sokasag: adott szamu merés elvegzese

* minta tulajdonsagai alapjan kovetkeztetunk a teljes
sokasagra
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Mintavetel szabalyai

* a,j0" minta sajatossagai
 véletlenszerd
* reprezentativ
* megfeleléen nagy
 kulso valtozok altal ellenGrzott

Méréselmélet Ml VI BSc Statisztika_bevezetés/ 5



Mintaveétel szabalyai

» veletlenszerd:
* a sokasag barmely eleme minta lehet
« # vaktaban torténo mintavetel
* tévhit: jelenségek el6fordulasi sorrendje véletlenszer(

* reprezentativ

* nehezen teljesitheto
 véletlenszerlség fontosabb
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Mintaveétel szabalyai

elegendoen nagy

- cel: altalanositas

* de nem ,ész nelkul™

 befolyasolo tényezdk
elteres nagysaga
a vizsgalt valtozo dinamikaja
alkalmazott statisztikai modszer
merésnéel lehetseges hibak
koltseg
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Mintaveétel szabalyai

 fuggetlen valtozo altal ellenérzott
* hasonlo egyedek csoportja
Jfehér egerek”
elOzetes vizsgalatok
 kontrol csoport
csoportok homogenitasa

« matematikai kompenzacio mas tenyezok figyelembe
vetelere

kovariancia analizis
« egyforma meretld mintak
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Bevezetés

ValoszinlUségi valtozo
* olyan mennyisegek leirasara, amelyek erteke nem

allandd, de meghatarozhato, hogy mekkora
valoszinlséggel esnek adott hatarok kozeé

* diszkret valdoszinlsegi valtozo

ertéket véges vagy megszamlalhatoan vegtelen
elemu keészletbdl veszi fel

* folytonos valoszinlségi valtozo

értéeket valos szamok folytonos sokasagabdl veszi
fel
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Bevezetés

* Diszkrét valoszinlségi valtozok jellemzese
* egyszerubb eset — két lehetseges kimenetel
* bonyolultabb eset — tobb lehetseéges kimenetel

esemenyek szamanak megjelenitése osztalyokba
sorolassal

egyertelmi es 0sszehasonlithato besorolas

egy adott osztalyba tartozo elemek szama aranyos
az adott intervallumba esés valoszinusegevel —
relativ gyakorisagi index
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Bevezetés

* relativ gyakorisagi index megadasa:

elemszam az i—dik osztalyban

relativ gyakorisag; = ; : 7
5y 51 a minta teljes elemszama

azaz annak valoszinlseége, hogy az eredmény
vagy tetszoOleges kivalasztott mintaelem melyik
osztalyba esik:

p(x) =P(x;,  <x <x; )

ahol p(x) lesz a (diszkret) strlsegfuggvény.
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i Bevezetés

* A p(x) slirlségfuggveny tulajdonsagai:
p(x;) =0 Vx-re
2 p(x;) = 1.

« Kumulalt/osszegzett valoszinlsegek ertelmezése:

FUO = PO<i) = ) p(x)

xi<k

ez lesz a (diszkret) eloszlasfuggveny.
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Folytonos valoszintuseégi valtozok

Folytonos valoszinlsegi valtozok

 diszkrét v.v. esetében tobb mérest vegzunk / tobb
mintat veszunk, akkor az osztalyba sorolas
finomithato az osztalyszélesseg csokkentésével

 hataratmenetben Ax—0

* azaz a diszkrét valoszinlUseégi valtozo a valos szamok
kozul tetszOleges érteket vehet fel, azaz folytonos
valoszinusegi valtozokent ertelmezheto
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Folytonos valoszintusegi valtozok

 folytonos valoszinlségi valtozo
* értelmezeése: b

Pla<x<b)= Jf(x)dx

ahol f(x) a (folytonos) strisegfuggveny.
* tulajdonsagai:
P(x=x,) = 0 ahol x, tetszOleges értek, tovabba az
egyezés nem lehetetlen esemeny

f(x) 20 -co<x <o

j flx)dx =1
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Folytonos valoszintusegi valtozok

* Folytonos eloszlasfuggveny

 a diszkrétrdl a folytonos esetre torténo attérés elve
hasonlo a slriséegfuggvenyhez

* Ax—0 hataratmenetnél a folytonos eloszlas fluggveny
értelmezése:

Flx) = P(x < x) = j F(Odx
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Parameéterek és statisztikak

* Sokasag leirasa a slrlség- és eloszlas- fuggvényekkel

« Sokasag ismerete: a slrlUség- és az eloszlas- fuggveny
alakjanak es parametereinek ismerete

« SUrlseg- es eloszlasfuggvenyek jellemzese
paraméterekkel (konstansok, momentumok)

« Sokasag jellemzése mintavetelezéssel
* Minta jellemzése statisztikaval / jellemzdOkkel

« Parameterek jellemzese statisztikaval

Méréselmélet Ml VI BSc Statisztika_bevezetés/ 16



i Parameéterek és statisztikak

« Varhato értek (paraméter)

oo

e folytonos v.v. E(x) = fxf(x)dx =u

— 00

o diszkrétv.v. Ex)= z x;ip(x;)

i

1
- statisztikaja (mintabeli megfelel6je) x = N )i

i
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i Parameéterek és statisztikak

 varhato ertek tulajdonsagai

E(¢p(x) = f () f (X)dx

E(cx) = cE(x)
E(c)=c
E(etx,t...4+x,) = E(x)+ E(x,y)+...+ E(x)
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Parameéterek és statisztikak

- szamtani atlag tulajdonsagai
varhato ertek

1 1
E(@) =—lECy) + -+ E(x)] = —[nE(x)] = p

n
variancia
Var(x) = % [Var(x,) + .-+ Var(x,)] = % [nVar(x)] = Va:l(x)
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Parameéterek és statisztikak

* Median - 4,

* azaz az ertek, amelynél nagyobbat es kisebbet
egyforma valdszinliséggel vesz fel a valoszinlseqi
valtozo, azaz

F(u,)=0,5

- tapasztalati median a nagysag szerint sorba
rendezett elemek kozul a kozépso (paratlan szamu
elemnéel) vagy a kozepso kettd atlaga (paros szamu
elemnél)

Méréselmélet Ml VI BSc Statisztika_bevezetés/20



Parameéterek és statisztikak

e Mddusz

» a valoszinlUsegi valtozo legnagyobb valészinlségl
ertéke — a surlseégfuggveny maximum helye (tobb
modusz is lehet)

- tapasztalati modusz: a legnagyobb gyakorisagu
osztaly (a legtobb elemet tartalmazo osztaly)
osztalyindexe

Méréselmélet Ml VI BSc Statisztika_bevezetés/ 21



i Parameéterek és statisztikak

« Variancia (parameéter) — elméleti szorasnegyzet
* az adatok ,terbeli” elhelyezkedesének jellemzesére
* megadasa:
folytoncgos V.V.
var() = [ v = EGIPf@dx = Bl = 1)) = 0% = D?(0)

diszkr_éofv.v.

Var(x) = Z[xi — EQ))*p(x;) = E[(x — w)?]
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Parameéterek és statisztikak

* korrigalt tapasztalati szorasnegyzet (statisztika)

1 n
s% = — 1Z:(xi — X)?
i=1

* variancia tulajdonsagai

Var(cx) = c?Var(x)

Var(x,+x,+...+x, ) = Var(x,)+ Var(x,)+...+ Var(x,)
fuggetlen x,, x,, ..., x, valoszinlsegi valtozok esetén
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Diszkrét eloszlasok

« Binomialis eloszlas

 akkor alkalmazzuk, ha a bekovetkezO esemeény
kétféle lehet (pl. binaris dontések)

 sUrUseg fuggveny

p(x) = ( )p"(l -p)"

n — a teljes elemszam
x — a kérdeses esemeny
p — a bekovetkezes valoszinusege

n
X
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Diszkrét eloszlasok

 varhato ertéeke
E(x)=np
* varianciaja
Var(x) = np(1-p)
* a mintavetel visszateveéssel tortenik
 gyakorlati alkalmazasok bizonyos eseteinél nincs
visszateves, ilyenkor kozelitéeskent megfeleld, ha

n << N, azaz a vizsgalt mintaszam sokkal kisebb,
mint a teljes sokasag elemszama
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Diszkrét eloszlasok

* Poisson-eloszlas
* ritka események modellezésere
- alkalmazasi feltetelei

barmely egységben eloforduld esemeény fuggetlen
legyen a tobbi egységbelitdl

az esemény bekovetkezesének valdészinlsege
barmely egysegben azonos és aranyos az egység
meretével

annak valoszinusege, hogy ket vagy tobb
elofordulas kovetkezik be, az egyseg meretének
csokkenesével nullahoz tart
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Diszkrét eloszlasok

» ha a binomialis eloszlasnal a p bekovetkezesi
valoszinlUség igen kicsi, az n elemszam igen nagy, de
np=A konstans értékkel, akkor Poisson- eloszlast

kapunk
 sUrUsegfuggvenye:
e A)*

x!

p(x) =

 varhato erteke, varianciaja:

Ex)=Var(x)= A4
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Folytonos eloszlasok — normalis eloszlas

* Normalis eloszlas

* ha sok, egymastol fuggetlen, egyenkeént kis hatasu
tenyezb osszeadodik (pl. véletlen merési hiba)

* surUsegfuggveny

F@) = e 2ot
X) = e 20
V2o
* eloszlasfuggveny
i ~(-)?
F(xl)zf e 20% dx
2T - O
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Normalis eloszlas

e varhato érték

E(x) = u
* variancia
Var(x) = o?
» szokasos jeloles
Ny, o2)
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Normalis eloszlas

* Normalizalt (standardizalt) normalis eloszlas —
u-eloszlas

* legyen u a kovetkez0l valdészinlUsegi valtozo

X —
u =
0)

* u parameéterei

0

x—u)_E(x)—u_
o B o B

E(u)=E(

1
= FVar(x) =1

=

Var(u) = Var( -
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Normalis eloszlas

* ennek alapjan u sUrdsegfuggvénye

1 -u?

f(u):\/T_ne 2

* azaz nem szerepelnek a paraméterek a slriseg-
fuggvenyben, igy az ertekek megadhatok
tablazatosan

« y-eloszlas tablazata
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Normalis eloszlas

« a normalizalt normalis eloszlas segitségevel annak
valoszinlsége, hogy a N(u, o) eloszlasu x
valoszinlUségi valtozo nem halad meg egy adott a
ertéket:

—(x—p)?
P(x<a) =F(a) = J\/TT Ue 202 dx = j dx—F(ua)

ahol a—u

* példa
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Normalis eloszlas

0

1 :

2

3

4

5/

7

3

0.50000
0.53983
0.57926
0.61791
0.65542
0.69146

0.50399
0.54380
0.58317
0.62172
0.65910
0.69497

0.50798
0.54776
0.58706
0-62552
0.66276
0.69847

0.51197
0551 72
0.59095
0.62930
0.66640
0.70194

0.51595
0.55567
0.59483
0.63307
0.67003
0.70540

0.51994
0.55962
0.59871
0.63683
0.67364
0.70884

0.52790
0.56749
0.60642
0.64431
0.68082
0.71566

0.53188
0.57142
0.61026
0.64803
0.68439
0.71904

0.65173]
0.68793}
0.72240

0.72575
0.75804
0.78314

0.72907
0.76115
0.79103
0.81859
10.84375

0.7323.7
0.76424
0.79389
0.82121
0.84614

0.73565
0.76730
0.79673
0.82381
0.84849

0.73891
0.77035
0.79955
0.82639
0.85083

0.74215
0.77337
0.80234
0.82894
0.85314

0.74857
0.77935
0.80785
0.8339%8
0.85769

0.75175
0.78230
0.81057
0.83646
0.85993

0.75490:
0.78524}
0.81327]
0.83891]
0.862141

7

O 88493
0.90320
0.91924
0.93319

0.86650
0.88686
0.90490
0.92073
0.93443

0.86864
0.88877
0.90658
0.92220
0.93574

0.87076
0.89065
0.90824
0.92364
0.93699

0.87286
0.89251
0.90983
0.92507
0.93822

0.87493
0.89435
0.91149
0.92647
0.93943

0.87900
0.89796
0.91466
0.62922
0.94179

0.88100
0.89973
0.91621
0.93056
0.94295

0.88298}
0.90147]
0.91774%
0.93189f
0.94408}

2.971 23

0.94520
0.95543
0.96407

0.97725

0.94630
0.95637
0.96485

1007193

0.94738
0.95728
0.96562
097257

0.94845
0.95818
0.96638
097320

0.94950
0.95907
0.96712
Q97381

0.95053
0.95994
0.96784

0 07441

0.97778

0.97831

0.97882

0.97932

0.97982

0.95254
0.96164
0.96926
0.97558

O 88077

0.95352
0.96246
0.96995
0.97615
0.98124

0.95449(
0.96327]
0.97062

0.97670]
0.98169;
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i Parameéterek és statisztikak

- szamtani atlag tulajdonsagai

varhato érték
1
E(x) = - [E(xq) +
variancia
_ 1
Var(x) = = [Var(x,) +

pelda
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4 EGe)] = [EG)] = 4

Var(x)
n

-+ Var(x,)] = n—lz [nVar(x)] =
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Centralis hatareloszlas tétele

 Centralis hatareloszlas téetele

* barmilyen eloszlasu sokasagbadl vett mintak szamtani
kozépertéke kozelitdleg normalis eloszlast kovet az
eredeti eloszlas varhato erteke korul, varianciaja

pedig o %/n;
* az x N(u, o*/n) eloszlasu v.v., akkor az
_X—H
YT o/

N(0, 1) eloszlasu.
* ha az eredeti eloszlas szimmetrikus, akkor mar
4 elemU mintara is jO0 a kozelites
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v?-eloszlas

bevezetése

legyen adott egy N(u, o?) eloszlasu sokasag
vegyunk ebbdl » db mintat: x,, ..., x

n
Xi — H
o)
ezek négyzetdsszegét véve y*-eloszlasu v.v.-t
kapunk: n
X2 =uf+us+--+u =Zui2
i=1

ezek mindegyiket normalizaljuk: u; =

az eloszlas szabadsagi foka: v
a fuggetlenség miatt v=rn
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v?-eloszlas

 sUrisegfuggvenye

0.10 |

0.05 |

0.00

20 25

N
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v?-eloszlas

e varhato értéke

E(x?) = E( ulz) = E(uiz) = > E[(y;—0)?] = ) Var(w) =v
2.) 2,50 =2, 2
e varianciaja

Var(x?) = 2v
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Tapasztalati szorasnégyzet eloszlasa

normalis eloszlasu sokasagbol vett mintakra
megadasa

1 n
§% = — 1Z(xl- — X)?
i=1

belathatd (Fisher-Cohran tétel), hogy a ¥ ,(x; — x)*
y*o ?eloszlasu, v=n-1 szabadsagi fokkal

e kifejezés varhato ertéke

E (Z(xi _ x)2> = 62E(x?) = 02(n — 1)

=1
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Tapasztalati szorasnégyzet eloszlasa

* ennek alapjan a tapasztalati szoras varhato értéke

n 2
E(s?) =E<n11;(xi—92)2> =n0_1E()(2) = g?

)(20'2

1%

eloszlasu

S V r _ s ;o
* vagy ——>)( eloszlasu, v=n-1 szabadsagi fokkal

« +2-eloszlas tablazat

* pelda
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i Tapasztalati szérasnéegyzet eloszlasa

<

o
O
o
O

0.950

0.900

0.100

0.050

0.025

0.010

A ANAANALD NN AANT

0.0039
0.1026
0.3518
0.7107

1.145

0.0158
0.2107
0.5844
1.064
1.610

2.706
4.605
16.251
1.779
9.236

3.841
5.991
7.815
9.488

11.070

5.024
1378
0.348
11.143

12.832

6.635

02101 13.815]

11.345
13.277
15.086
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1.635
2,167
2733
3325
3.940

2.204
2.833
3.490
4.168
4.865

10.645
12.017
13.362
14.684
15.987

12.592

15.507
16.919
18.307

14 449

14.067 * 18.475

17.535
19.023
20.483

16.812

20.090
21.666

23.209

415
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v?-eloszlas

v 2 -eloszlas kritikus értékei

0.025

0.025

7 /4,-,—",.,
> ]

> . ]
[:\I.\(S 2,/ folso X_

S ANNNNS
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72 - eloszlas

v ?-eloszlas o valoszinlséghez tartozo felsé kritikus
értéke

o
(o]
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Student- vagy r-eloszlas

* értelmezése

* az u eloszlas nem hasznalhatd, ha a minta
elemszama kicsi, nincs elegendd minta o2
becsléséhez

* ilyenkor alkalmazzuk a ¢ - eloszlast

* legyen £ normalis eloszlasu v.v., ekkor &-bol a
kovetkez0 kifejezéssel kapunk Student-féle #-
eloszlasu v.v.-t:

t

Méréselmélet Ml VI BSc

u _§-E@E) _£-EE)

XZ

n

x°of K

1%
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Student- vagy r-eloszlas

 sUrisegfuggvenye
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Student- vagy r-eloszlas

« egyetlen parametere van, mely a nevezoben szereplo
szOrasnegyzetnek a szabadsagi foka

« varhato erteke E(r) =0

 ha v— oo, akkor a r-eloszlas kozeledik normalis
eloszlashoz (v> 30 esetén mar helyettesithetd)

* a szabadsagi fok alapjan tablazatbol kikereshetok adott
« valoszinlséghez és v szabadsagi fokhoz tartozoé ¢,
kKritikus értékek
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Student- vagy r-eloszlas

legyen ¢ v.v. az n elemu minta kozéperteke alapjan:

X—U X—u
sy s/yn

ekkor megadhato, hogy ¢ v.v. o valoészinlseggel veszi
fel a (-¢,,, t,,) intervallumon kivul esO értekeket

t =

-eloszlas tablazata
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Student- vagy r-eloszlas

e r-eloszlas kritikus értékei

o2 o2

"I o2 0 %
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Student- vagy r-eloszlas

Méréselmélet Ml VI BSc

94
v 0.200 0.100 0.050 0.025 | 0.010 0.005 0.001
i 1] 3.078 6.314 | 12.706 | 25452 | 63.656 | 127.321 | 636.578
NS, 2| 1.886 2.920 4303 6.205 9.925 14.089 | 31.600
[e)) 31 1.638 2.353 3.182 4.177 5.841 7.453 12.924
o 41 1.533 2.132 2.776 3.495 4.604 5.598 3.610
2 51 1.476 2.015 Zed 4 1 3.163 4.032 4.773 6.869
.% 6| 1.440 1.943 2.447 2.969 3.707 4317 3929
N 71 1.415 1.895 2.365 2.841 | 3.499 4.029 5.408
@ 8| 1.397 1.860 06 2.752 3355 3.833 5.041
91 1.383 1.833 @ 2.685 3.250 3.690 4.781
10| 1.372 1.812 220 2.634 3.169 3.581 4.587
11} 1.363 1.796 2.201 2993 3.106 3.497 4.437
12| 1.356 1.782 2.179 2.560 3.055 3428 | 4.318
131 1.350 1.771 2.160 2.533 3.012 3.372 4221
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F-eloszlas

» értelmezése
* legyen y >és y > két egymastdl fuggetlen y -
eloszlasu v.v. v, €s v, szabadsagi fokkal

 a kovetkezd kifejezeés F-eloszlasu

_ Xi/ve

F=—
X5/V2

ahol a szamlal6 szabadsagi foka v,
a nevezoe pedig v,
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F-eloszlas

a tapasztalati szorasnegyzetnel levezetettek alapjan:

iv—)(z g2 2
02 Tz vy
2 2
. st /o
* ebbdl F = 12/12
S5 /05
2 __ 2
* ha 01 = 0y
2
S
akkor F ==
S
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F-eloszlas

 sUrisegfuggvenye

o
o
o

=
N
o
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F-eloszlas

- tablazatbeli megadas a v, és v, szabadsagi fokok
alapjan torténik

- legyen F (v,,v,) @ v, €s v, szabadsagi fokokkal
jellemzett F-eloszlasu v.v.-nak az a kritikus ertéke,
amelyet csak « valoszinlUséggel halad meg. Ekkor

1

Fi_q(vy,vq)

F,(vi,v3) =

azaz a kritikus intervallum hatarai kozul a felsét a
tablazatbal, az als6t szamolassal kapjuk meg.
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F-eloszlas

« F-eloszlas kritikus értéeke

e F-tablazat
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F-eloszlas

[V. tablazat. Az F-eloszlas F, kritikus értékei o= 0.0%

nevezo szabadsagi foka v,

] 2 3 4 5 6 7 8 9 10

161.4518.51 10.13 7.71 6.61 5.99 5.59 5.32 5.12 4.96 -
199.50 19.00 9.55 6.94 5.79 5.14 4.74 4.46 4.26 4.10 .
215.71 19.16 9.28 6.59 5.41C4.76 %.35 4.07 3.86 3.71 .
224.58 19.25 9.12 6.39 5.19 4353 4.12 3:84 3.63 3.48 .
230.16 19.30 9.01 6.26 5.05 4.39 3.97 3.69 3.48 3.33 .

233.9919.33(8.94 %.16 4.95 4.28 3.87 3.58 3.37 3.22 .

236.77 19.35 8.89 6.09 4.88 4.21 3.79 3.50 3.29 3.14 .
238.88 19.37 8.85 6.04 482 4.15 3.73 3.44 3.23 3.07 .
240.54 19.38 8.81 6.00 4.77 4.10 3.68 3.39 3.18 3.02
241.8819.40 8.79 596 4.74 4.06 3.64 3.35 3.14 2.98 .

<

szamlalé szabadsagi foka

ominoedk
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