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( )1
F F

w F Fk w
t x

ϑ ϑ
ϑ ϑ

∂ ∂
= − −

∂ ∂
, (2.89) 

( ) ( )2 3
w

F w G wk k
t

ϑ
ϑ ϑ ϑ ϑ

∂
= − + −

∂
; (2.90) 

ahol Fw  a folyadék áramlási sebessége, 

1
F F

F F pF

Uk
A c

α

ρ
= , 2

G G

w w w

Uk
c A

α

ρ
= , 3

F F

w w w

Uk
c A

α

ρ
= : h�átadási konstansok (s-1). 

 A modell felállítása ezzel lényegében befejez�dött. Az alább bemutatásra kerül� további 
átalakítások – melyeket részletesebben és kicsit más szempont szerint megvilágítva a 3.2. fe-
jezetben is tárgyalunk – pedig inkább már a fent bemutatott probléma matematikai modell-
jének megoldását készítik el�. 
A (2.89) képlet egy parciális differenciálegyenlet, aminek kezelésére a legtöbb szimulációs 
program alapváltozata általában nem alkalmas. Osszuk fel ezért a h�cserél�t n darab x∆
hosszúságú részre (cella) a 2-23/b. ábrán látható módon, és alkalmazzuk a következ� véges-
differencia közelítést: 

F F

x x
ϑ ∆ϑ

∆

∂
≅

∂
,  

ahol x L n∆ =  a cellahossz (m) és , , 1F F i F i∆ϑ ϑ ϑ −= −  az i-edik és az (i-1)-edik cella 

átlagh�mérsékletei közötti különbség. Ezzel a (2.89) PDE helyett n darab ODE írja le a folya-
dék dinamikáját az alábbi módon ( 1...i n= ): 

( ), , , 1
1 , ,

F i F i F i
w i F i F

d
k w

dt x
ϑ ϑ ϑ

ϑ ϑ
∆

−−
= − − (2.89a) 

és ehhez igazítva a cs�fal egyenlete is módosul: 

( ) ( ),
2 . , 3 ,

w i
F i w i G w i

d
k k

dt
ϑ

ϑ ϑ ϑ ϑ= − + − . (2.90a) 

 A cellák száma, tehát a x∆  hossz nem választható tetsz�legesen. A megoldó eljárás 
konvergenciája érdekében a 

Ft x w∆ ∆≤

reláció betartása szükséges (ahol t∆ : id�lépés). A peremeken, azaz a h�cserél� elején és vé-
gén lév� cellák h�mérsékleteihez közelít�leg a be- és kilép� folyadékh�mérsékletek rendel-
het�k, tehát:  

, 1 ,01: F i F Fbi ϑ ϑ ϑ−= = ≅ , 

, ,: F i F n Fki n ϑ ϑ ϑ= = ≅ . 

2.5.4. Gázturbina 

A gázturbina járm�vek, repül�gépek gyakori er�forrása, de elterjedten használják er�m�vek-
ben is villamos energiát fejleszt� generátor hajtására. A 2-24. ábrán látható egy nyitott cik-
lusú gázturbina vázlata és munkafolyamata T-s diagramban.  
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2-24. ábra 
Gázturbina vázlata (a) és munkafolyamata (b) 

A gázturbina f� részei: a kompresszor, az ég�tér és a turbina. A kompresszor szállítja leveg�t 
és p1-r�l p2-re komprimálja, miközben a h�mérséklet is T1-r�l T2-re n�. Az ég�térben leját-
szódó égés során a leveg� keveredik a tüzel�anyaggal, és a gáz h�mérséklete jelent�sen meg-
emelkedik (T2-r�l T3-ra). A forró és nagy nyomású gáz a turbinában expandál, s az így meg-
termelt teljesítmény egyrészt hajtja a kompresszort, másrészt a biztosítja a mindenkor szüksé-
ges hasznos teljesítményt. 

Egy szabályozási vizsgálat céljára tervezett (legyen ez a feladat ilyen) dinamikus 
gázturbina-modell felállításához több egyszer�sít� feltételt lehet bevezetni. Ezek az alábbiak: 
− a közeg fizikai-kémiai tulajdonságai ( , , ,p vc c Rκ ) nem változnak 

− minden f� részhez rendelünk egy-egy koncentrált paraméter� mérlegtérfogatot 
− a tároló kilép� állapota megegyezik a tárolóban lév� állapottal 
− a kinetikus és a potenciális energia elhanyagolható
− a kompresszorban és a turbinában a tömegáram nem változik, azaz a kompresszor és a 

turbina mérlegterében az anyagtárolás elhanyagolható, s így 

Kbe Kki Km m m= =� � �  és Tbe Tki Tm m m= =� � � . 

− az ég�térben a tüzelési hatásfok állandó. 
A mérlegegyenleteket el�ször egy általános tárolóra, tehát a konkrét mérlegtért�l még 
elvonatkoztatva, fogalmazzuk meg a (2.3.1) és a (2.3.3) fejezetek ismeretei alapján, de termé-
szetesen a fenti feltételeket már figyelembe véve. 

 A tömegmérleget lényegében a (2.47) szerint, illetve ideális gázzal kitöltött állandó térfo-
gatra a (2.77) alapján a következ�képpen írjuk fel: 

b k
dp p m dTm m
dt m T dt

� 	
= − + ⋅
 �

� 
� � (2.91) 

ahol p  gáznyomás a tárolóban 
m  tárolt gáztömeg 
T  h�mérséklet a tárolóban 

bm�  belép� tömegáram 

km�  kilép� tömegáram. 

Az energiamérleget a (2.60) képletb�l származtatjuk, s az alábbi lesz: 
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( ) t b b k k
d mu Q W m h m h
dt

= − + −� � � � (2.92) 

ahol u  fajlagos bels� energia 

bh  belép� gáz entalpiája 

kh  kilép� gáz entalpiája 

Q�  bevezetett h�teljesítmény 

tW�  kivezetett mechanikai teljesítmény. 

Ideális gázra a (2.92) egyenlet baloldalát a következ� módon alakíthatjuk át: 

( ) ( ) ( )

Eredeti baloldal Az átalakítások utáni baloldal

,b k v v b k
d du dm du dTmu m u m u m m mc c T m m
dt dt dt dt dt

= + = + − = + −� � � �

������ �����������������

ahol cv az izochor fajh�. A kapott eredményt behelyettesítve a (2.92)-be, rendezés után adódik 
a gázh�mérséklet differenciálegyenlete: 

( )
1

t b b k k v b k
v

dT Q W m h m h c T m m
dt mc

� �= − + − − −� �
� � � � � � . (2.93) 

A fent megadott feltételek értelmében az áramló közegre vonatkozóan tömegmérleget 
csak az ég�térre, energiamérleget pedig minden f� részre (kompresszor, ég�tér, turbina) kell 
megfogalmazni, melyhez a fent megadott (2.91) és (2.93) egyenleteket használjuk kiindulásul. 
A változók mellett alkalmazott számindex a 2-24. ábrán alkalmazott számozásnak felel meg, 
így az egyes f� részeket azonosítja (1 – belépés, 2 – kompresszor, 3 – ég�tér, 4 – turbina). 
Mindezeken túl még a modell része lesz a forgó tömegek energiamérlege is. 

a) Energiamérleg a kompresszorra 

A kompresszorra: 1 20, , , ,t tK b k K b kQ W P m m m h h h h= = − = = = =� � � � � , melyekben tKP  a komp-

resszor hajtásához szükséges tengelyen bevezetett teljesítmény. Ezekkel a (2.93) alapján a 
kompresszorból kilép� leveg� h�mérsékletére az alábbi differenciálegyenlet írható:

( )2
1 2

2 2

1
tK K

v

dT P m h h
dt m c

= + −� �� �� , (2.94) 

ahol: m2 a kompresszor szabad térfogatában tárolt leveg� tömege, 2vc  a leveg� izochor fajh�je 

a  kompresszorban. 
A kompresszor hajtására szolgáló, tengelyen bevezetend� teljesítményt a kompresszorban 
megvalósuló politropikus állapotváltozás alapján határozzuk meg [7, 8]: 

1

2
1

1

1

L

L

n
n

tK K pL
pP m c T
p

−� �
� 	� �= −
 �� �� � �� �

� , (2.95) 
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melyben: 1 2,p p  a leveg� nyomása a kompresszor el�tt és után, Ln  a leveg� politropikus in-

dexe, pLc  a leveg� közepes izobár fajh�je. 

A (2.94)-ben szerepl� entalpiakülönbséget a fajh� segítségével h�mérsékletek különbségeként 
írhatjuk fel: ( ) ( )1 2 1 2pLh h c T T− = − . Figyelembe véve mindezeket, a kompresszor h�mér-

sékletének differenciálegyenlete az alábbi lesz: 

( ) ( )
1

2
1 2 1 1 2

2 2

1
L

L

n
K pL n

v

m cdT T p p T T
dt m c

−� �� �
= − + −� �� �

� �� �

�
. (2.96) 

b) Tömeg- és energiamérleg az ég�térre 

Az ég�térbe két anyagáram lép be, a leveg� és a tüzel�anyag, így b K üm m m= +� � �  és onnan ki-

lép a turbinában áramló gáz, tehát k Tm m=� � . A tüzel�anyag gáz vagy gáz-szer� anyag (por-

lasztott olaj), ami teljes egészében kilép� anyagáram része lesz. A belép� leveg�áram ( Km� ) h2

entalpiájával, a tüzel�anyag-áram ( üm� ) pedig a f�t�értékével ( üH ) képviseli a mérlegtérbe 

konvektív módon bevezetett energiaáramokat.  Mechanikai munka és bevezetett h� nincs, így 
0tW =�  és 0Q =� . Ezekkel a körülményekkel a tömegmérleg a (2.91) alapján 

3 3 3 3

3 3
K ü T

dp p m dTm m m
dt m T dt

� 	
= + − + ⋅
 �

� 
� � � , (2.97) 

az energiamérleg pedig a (2.93) mintájára:

�

( )

( )

3
2 3 3

3 3

1
ü ü tü K T v K ü T

v

ü

k k b k
b b

Q

m h m m
m h

dT m H m h m h c T m m m
dt m c

η

−

� �
� �� 	
� �
 �= + − − + −� �
 �
 �� �
� � �
� �� �

�

� � �

�

����
� � � � � �

���	��

����	���


. (2.98) 

ahol  tüη   tüzelési hatásfok 

3m   az ég�tér térfogatában tárolt gáztömeg. 

Helyettesítsük az el�bbi egyenletben az entalpiákat a ph c T= összefüggéssel, és ezzel az ég�-

tér kilép� h�mérsékletére az alábbi egyenletet nyerjük:

( )3
2 3 3

3 3

1
ü ü tü K pL T pG v K ü T

v

dT m H m c T m c T c T m m m
dt m c

η� �= + − − + −� �� � � � � � . (2.99) 

c) Energiamérleg a turbinára 

A turbinára: 3 40, , , ,t tT b k T b kQ W P m m m h h h h= = = = = =� � � � � , ahol tTP  a turbinából tengelyen 

kivezetett mechanikai hajtóteljesítmény. Ezekkel a (2.93) alapján a turbinából kilép� leveg�
h�mérsékletére az alábbi differenciálegyenletet írhatjuk: 
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( )4
3 4

4 4

1
tT T

v

dT P m h h
dt m c

= − + −� �� �� , (2.100) 

ahol: m4 a turbina szabad térfogatában tárolt gáz tömege, 4vc  a gáz izochor fajh�je a  turbiná-

ban. 
A tengelyen kivezetett teljesítményt a turbinában megvalósuló politropikus állapotváltozás 
alapján határozzuk meg [7, 8]: 

1

4
3

3

1

G

G

n
n

tT T pG
pP m c T
p

−� �
� 	� �= − 
 �� �� � �� �

� , (2.101) 

melyben: 3 4,p p  a gáz nyomása a turbina el�tt és után, Gn  a gáz politropikus indexe, pGc  a 

gáz közepes izobár fajh�je. A (2.100)-ban lév� entalpiakülönbség ( ) ( )3 4 3 4pGh h c T T− = − - 

ként írható fel, s így az el�bbiekkel a turbinah�mérséklet differenciálegyenlete a következ�
lesz: 

( ) ( )
1

4
3 4 3 3 4

4 4

1
G

G

n
T pG n

v

m cdT T p p T T
dt m c

−� �� �
= − − + −� �� �

� �� �

�
. (2.102) 

d) Energiamérleg a forgó tömegekre 

A gázturbina és a villamos generátor a vázolt példában egy tengelyen, azonos ω
szögsebességgel forognak. Az összes forgó tömeg tehetetlenségi nyomatéka Θ (kg m2), amely 
állandó. Így a (2.67) alapján a következ� energiamérleg írható fel: 

m tT tK GP P Pd
dt

ηω
Θ

ω

− −
⋅ = , (2.103) 

ahol  GP  a generátor teljesítménye (villamos terhelés), mη  mechanikai hatásfok. 

 A (2.96), (2.97), (2.99), (2.102) és a (2.103) egyenletek alkotják a gázturbina dinamikus 
matematikai modelljét. Az els� négy egyenlet megoldása a munkafolyamat (2-24/b. ábra) 
egyes pontjainak állapotát (T2, 3 2p p= , T3, T4), az utolsó egyenlet megoldása pedig a forgó-

rész sebességét (ω ), azaz a fordulatszámot (n) szolgáltatja. 
Pontosabban szólva: szolgáltatná, mert a modell így még nem teljes. A mérlegegyenletek jobb 
oldalaiban ugyanis szerepelnek az Km� és az Tm�  tömegáramok, melyeket még nem ismerünk. 

Ezeket az ( )1 1 2, , ,K Km f p T p n=�  és ( )3 3 4, , ,T Tm f p T p n=�  többváltozós függvényeket 

(melyekben éppen az el�bbi egyenletek megoldásai szerepelnek változóként) a kompresszor 
és a turbina mélyebb ismerete (pl. kompresszor karakterisztika, geometriai adatok stb.) alap-
ján lehet konkrétan megfogalmazni (err�l lásd kés�bb a 4.2.4. pont alatt). A belép� leveg�
állapota (p1, T1) természetesen ismert. 
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4-26. ábra. A kazánmodell bels� struktúrája 

Egyensúlyi munkapont, lineáris modell 
Adott munkapont sz�kebb környezetében történ� vizsgálatra esetleg célszer�bb lehet (pl. mert sokkal gyorsabb) 
lineáris modell alapján végezni a szimulációt. Ehhez azonban nem kell külön kidolgozni a lineáris modellt, ha-
nem a Matlab-ban - amint korábbi tanulmányainkból tudjuk – a már meglév� nemlineáris modellb�l a trim uta-
sítással kiszámíthatjuk a jellemz�k egyensúlyi (munkaponti) értékeit, majd a linmod utasítással meghatározhatjuk 
a lineáris modell  {A, B, C, D} együttható-mátrixait (állapottér modell). 
A tárgyalt kazánmodellre (goz_k1), a goz_lin.m fájl – Matlab munkaterületen futtatva – kiszámítja az egyensúlyi 
munkapontot, meghatározza az e munkapontban érvényes lineáris modellt, majd ennek alapján adott bemen�jel 
mellett elvégzi a szimulációt (lsim utasítás) és az eredményeket id�függvények formájában ábrázolja. 

4.2.4. Gázturbina dinamikai modellje 

A gázturbina szabályozásdinamikai modelljének kialakítására általában a 4-27. ábrán látható 
két koncepciót használják. Az ábra a legegyszer�bb, de elterjedten alkalmazott egytengelyes 
nyitott munkafolyamatú gázturbina felépítését (a) és fizikai modelljeit (b és c) mutatja be. 
A két modell-felfogás közös jellemz�je, hogy mindegyik koncentrált paraméter� ún. felépítés-
orientált modell, azaz a releváns jelenségek egyenleteit csak egy-egy f� részre (kompresszor, 
ég�tér, turbina) kell megfogalmazni.
 A b.) alatt mutatott felfogás megfelel a 2.5.4. fejezetben ismertetett gázturbina modellnek: 
a kompresszort és a turbinát egy-egy energiatárolóként, az ég�teret pedig szimultán anyag és 
energiatárolóként kezeli. Ebben a megoldásban tehát mindegyik rész dinamikus. A c.) alatti 
változat csak az ég�teret kezeli dinamikusan (szimultán anyag- és energiatárolás), a komp-
resszor és a turbina modellje statikus. Ez utóbbi felfogás alkalmazása mellett szól az, hogy a 
tárolásból származó késleltet� hatás a turbinánál és a kompresszornál általában igen kicsi 
(század- vagy ezredmásodpercek), és csak az ég�tér id�állandója jelent�sebb. Az ég�tér kés-
lekedésének mértéke nyilván arányos a tároló-térfogattal, ami különösen a siló (ill. csöves) 
kialakítású ég�kamráknál nagyobb, a gy�r�s tüzel�tereknél kisebb. 
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4-27. ábra 
Gázturbina sémája (a) és különböz� koncepciójú fizikai modelljei (b, c) 

A gázturbina modell alapegyenletei – jórészt a 2.5.4. fejezetb�l közvetlenül átvéve – az aláb-
biak lesznek [7, 8]: 

a.) Kompresszor

� Kompresszor kilép�-h�mérséklet 

( ) ( )
1

2
1 2 1 1 2

2 2

1
L

L

n
K pL n

v

m cdT T p p T T
dt m c

−� �� �
= − + −� �� �

� �� �

�
; (4.64) 

 vagy csak statikusan ( 2 0dT dt = ): 
1

2
2 1

1

L

L

n
npT T

p

−

� 	
= 
 �

� 
. (4.64a) 

� Kompresszor teljesítmény-igény 
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1

2
1

1

1

L

L

n
n

K K pL
pP m c T
p

−� �
� 	� �= −
 �� �� � �� �

� (4.65) 

 melyekben 

1 (1 )
L

L pK
L pK

n κ
η

κ η
=

− −
  a leveg� politropikus indexe, (4.66) 

L pL vLc cκ =  a leveg� adiabatikus indexe, (4.67) 

pKη   kompresszor politropikus (fokozati) hatásfok. 

b.) Ég�tér

� Ég�tér nyomása 

3 3 3 3

3 3
K ü T

dp p m dTm m m
dt m T dt

� 	
= + − + ⋅
 �

� 
� � � (4.68) 

� Ég�tér h�mérséklete 

( )3
2 3 3

3 3

1
ü ü tü K pL T pG v K ü T

v

dT m H m c T m c T c T m m m
dt m c

η� �= + − − + −� �� � � � � �  (4.69) 

c.) Turbina

� Turbina kilép�-h�mérséklet 

( ) ( )
1

4
3 4 3 3 4

4 4

1
G

G

n
T pG n

v

m cdT T p p T T
dt m c

−� �� �
= − − + −� �� �

� �� �

�
; (4.70) 

 vagy csak statikusan ( 4 0dT dt = ): 
1

4
4 3

3

G

G

n
npT T

p

−

� 	
= 
 �

� 
(4.70a) 

� Turbina teljesítménye 
1

4
3

3

1

G

G

n
n

tT T pG
pP m c T
p

−� �
� 	� �= − 
 �� �� � �� �

�   (4.71) 

 melyekben 

(1 )
G

G
G pT G

n κ

κ η κ
=

+ −
,  a gáz izotropikus indexe (4.72) 

G pG vGc cκ = , a gáz adiabatikus indexe, (4.73) 

pTη  turbina politropikus (fokozati) hatásfok. 

d.) Forgó tömeg mérlege

m tT tK GP P Pd
dt

ηω
Θ

ω

− −
⋅ = . (4.74) 
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e.) Gázáramok összefüggései

 Mindkét felfogásban fontos nyitott kérdés még a kompresszoron és a turbinán áthaladó 
gázáramok ( Km� , Tm� ) számítása, amint erre már a 2.5.4. fejezetben is utaltunk. Valójában per-

sze a teljességhez a kompresszor és a turbina politropikus (fokozati) hatásfokainak ( pKη , pTη ) 

függvényeit is ismerni kellene, de ezeket legtöbbször (így itt is) állandónak tekintjük. 

Turbina: 
 A turbina gáznyelését a legömbölyített nyílás (fúvóka) - valóságos politropikus expanzi-
óra vonatkozó - kiáramlási összefüggésével (nozzle equation, Zeuner egyenlet) lehet meg-
határozni [7, 8]. Ennek megfelel�en  

12

3 4 4

3 3 3

2
1

G

G G

n
n n

G
T To

G

p p pm A
v p p

κ

κ

+� �
� 	 � 	� �= −
 � 
 �� �− �  � � �� �

� ; (4.75) 

ahol ToA  a turbina kilép� keresztmetszete. Vezessük be a turbina-nyomásviszonyra az 

4

3
T

p
p

ε =

jelölést, majd további célszer� átalakításokkal a következ� jól áttekinthet� átáramlási for-
mulát kapjuk: 

( )3

3

T tu T
pm K f
T

ε=� . (4.76) 

ahol 

max

2
tu ToK A állandó

R
ψ= ≅ ,  (4.76a) 

( ) ( )
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max max
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κ κ
κ ψ

ε ε ε
ψ κ ψ
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,    ha 
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; (4.76b)  

( )

1

1

max

2

2 1

G

G

n
n

G
Tkrit

G

állandóκ
ψ ψ ε

κ

+

−� 	
= = ⋅ ≅
 �

+� 
. (4.76c) 

A (4.76) képlet azt mutatja, hogy a turbina gáznyelését – ha az áramlás kritikus alatti – a 
turbina el�tti gázállapot ( 3 3,p T ) és a nyomásviszony ( ( )Tf ε ) határozzák meg. 

 Ha T Tkritε ε<  (kritikus fölötti áramlás), akkor ( ) 1Tkritf ε =  és így: 

3

3

T tu
pm K
T

=� . (4.77) 

A tuK  turbina-állandó értékét meghatározhatjuk a (4.76a) képlettel, vagy ismert stacionárius 

munkaponti adatok ( 3 3, ,Tm p T� ) alapján a (4.77) képlet segítségével. 
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 A ( )ψ ε  és ( )f ε  függvények jellegét 1, 40n κ= =  esetre (leveg� és izentropikus expan-
zió) szemlélteti a 4-28. ábra.  Természetesen a turbinán áramló gázra (ami leveg� és égés-
termékek keveréke) 1, 40Gκ <  és G Gn κ< , de ez az ábrán látható függvények jellegét és 

meghatározó adatait számottev�en nem befolyásolja. 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

( )ψ ε

( )f ε

maxψ

kritε

4 3p pε =

4-28. ábra.
A turbina gáz-nyelés függvényei ( 0,5283kritε = ; max 0,4842ψ = ) 

Mivel a turbina általában ( )4 3 4 3 kritp p p p<  mellet m�ködik (turbine choking), így a 

gázturbinák szimulációjánál a turbina-gázáram számítására többnyire a (4.77) képletet hasz-
náljuk. Ezt használhatjuk változó fordulatszám esetén is, mert kritikus feletti áramlásnál a 
fordulatszám-változásnak gyakorlatilag nincs befolyása a gáznyelésre.  

Kompresszor: 
 A kompresszor leveg�szállításának megbízhatóan pontos meghatározása – különösen 
szélesebb tartományban változó viszonyokra – csak az * *( , )

KK f m nε = �  kompresszor karakte-

risztika ismeretében lehetséges ( 2 1K p pε = : kompresszor-nyomásviszony, *
1 1K Km m T p=� � : 

korrigált leveg�áram, *
1n n T= : korrigált fordulatszám). A kompresszor karakterisztika 

min�ségi képét mutatja be a 4-29/a. ábra. A karakterisztika alapján bármely ismert 1,T n  és 

2 1K p pε =  adat-együtteshez (bemenethez) kiszámítható az Km� . Ehhez azonban a grafikusan 

adott információkat le kell fordítani a szimulációs nyelv által kezelhet� formára. 
 Az egyik lehet�ség a karakterisztika meghatározott összetartozó adatainak táblázatos meg-
adása (a szimulációs programban: look-up table). Ennek az a problémája, hogy minden a táb-
lázatban nem szerepl� pont esetén lineáris interpolációt kell alkalmazni, ami az ilyenkor fel-
lép� nem-folytonos derivált miatt a dinamikus szimulációt megnehezíti. 


