A gyokhelygorbe azon tulajdonsagai, melyek alapjan a menete felvazolhato

. A példa gyokhelygorbéjének annyi 4ga van, ahanyad foku a visszacsatolt kor eredd atviteli fliggvényének a
nevezdjében szerepld polinom.

. A gyokhelygorbe szimmetrikus a valds tengelyre.
. Legyen a felnyitott kor atviteli fliggvénye alapjan a zérusok szdma Z, a polusoké P ekkor

— ha P> Z, akkor a gyokhelygorbe agai a felnyitott kor polusaibol indulnak ki és Z szamu ag a
felnyitott kor zérushelyeibe tart, P-Z szamu ag pedig a végtelenbe;

— ha P = Z, akkor valamennyi ag a felnyitott kor zérushelyeibe tart;
— a P < Zesettel ebben a félévben nem foglalkozunk.

. A valos tengelyen akkor €s csak akkor lehetnek gyokhelygorbe szakaszok, ha a vizsgalt pontt6l jobbra a
polusok és a zérushelyek egyiittes szdma paratlan, azaz, ha a valos tengelyen -oc-bol kiindulva és a +oc felé
tartva vizsgaljuk a jobbra 1€év6 polusok zérusok egylittes szamat, és ha az paratlan, akkor ott van
gyokhelygorbe szakasz.

. A végtelenbe tartd dgak érintdinek a valos tengellyel bezart szogeit:
[-180°

~P—Z

Osszefiiggések segitségével adhatjuk meg.

a =13 i lngr bnax =2(P—2) — 1

. A végtelenbe tartd dgak érintdi a sulypontba metszik egymast, melynek koordinataja:

_ X Re(p;) — X Re(z)

S
P-Z

Osszefliggés segitségével adhatdo meg.
. A gyokhelygorbe ¢s a képzetes tengely metszéspontja, vagyis a stabilitds hatarahoz tartoz6 pdélusokhoz
tartozo erdsitési érték a korabban ismertetett Hurwitz modszer segitségével hatarozhaté meg.

. A gyokhelygorbe kilépése a valos tengelybdl, vagyis a valds tengelynek az az x pontja, ahol tobbszords
gyokoket kapunk a kdvetkezo egyenlet segitségével hatarozhatd meg:
P

4
1 1
X — DPi j=1x—zj

i=1

. A gydkhelygorbe komplex polusokbol valo kilépésének szoge a szogfeltétel segitségével hatdrozhaté meg,
ugy, hogy felvesziink egy pontot a pélushoz kozel, és arra nézve megoldjuk a szogfeltételt:

VA P
Z yi— Z §=+1-180° 1=13,..lngx  lpax =2(P —2) — 1
i=1 j=1

A gyakorl6 példak targyalasanal mindig az aldbbi visszacsatolt kor fogjuk feltételezni:

+

K Gy(s)

KG,(s)

) =13%6,



ahol a G,(s) atviteli fliggvényt az egyes példakban megadom, K értékét valtoztatjuk 0 €s oc kdzott.
A gyokhelygorbe menetének a meghatarozasa az eldbbi pontokra torténd utalassal végezziik el.

A végén a Matlabbdl kivagott diagramok segitségével lathatjuk a gyokhelygorbe menetét és az atmeneti
fliggvényt, ha K = 1 és ha K valamilyen nagy érték.
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Gyakorl6 példak:

1. a szabalyozott tag atviteli fliggvénye

1
Gp(5) = s+1
az ered¢ atviteli fliggvény:
1
G (S) — KS 4+ 1 — K
¢ 1+ g1 s+1+K
s+1

az 1. szabaly szerint a gyokhelygorbének 1 4ga lesz;

a 3. szabdly szerint P=1, Z=0, p = -1 z nincs, igy az egy ag K=0-nal a p = -1 pontbol indul ki és

K — oc esetén a -oc-be tart;
a 4. szabaly szerint gyokhelygorbe szakasz a (-oc, -1] intervallumon lesz;

az 5 szabaly szerint:
lpax =2(P—-2)—1=2(1-0)-1=1

“TT 0

a 6. szabalyt nem kell alkalmazni, mert csak egy g van;

a 7. szabalyt nem kell alkalmazni, mert a gyokhelygorbe nem metszi a képzetes tengelyt;
a 8. szabalyt nem kell alkalmazni, mert nincs kilépési pont;

a 9. szabalyt nem kell alkalmazni, mert nincs komplex konjugalt gyokpar.

az atmeneti fiiggvény (K =1, K = 10) és a gyokhelygorbe:

Step Response, K=1 Step Response, K=10 Root Locus
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2. aszabalyozott tag atviteli fiiggvénye

s+2
G =
p(9) s+1
az ered¢ atviteli fliggvény:
Ks+2
G.(s) = s+1 _ Ks + 2K
¢ 14gS5SF2 (K+Ds+1+2K
s+1

az 1. szabaly szerint a gyokhelygorbének 1 4ga lesz;

a 3. szabdly szerint P=1, Z=1, p = -1 z = -2; igy az egy ag K=0-nal a p = -1 pontbol indul ki és K — oc
esetén az ag a felnyitott kor zérushelyébe, azaz -2-be tart:

1+ 2K

K+1

a 4. szabaly szerint gyokhelygorbe szakasz a [-2, -1] intervallumon lesz;

p=-

az 5 szabalyt nem kell alkalmazni, mert nincs végtelenbe tart6 ag;

a 6. szabalyt nem kell alkalmazni, mert nincs végtelenbe tartd ag;

a 7. szabalyt nem kell alkalmazni, mert a gyokhelygorbe nem metszi a képzetes tengelyt;
a 8. szabalyt nem kell alkalmazni, mert nincs kilépési pont;

a 9. szabalyt nem kell alkalmazni, mert nincs komplex konjugalt gyokpar.

az atmeneti fiiggvény (K =1, K = 10) és a gyokhelygorbe:

Step Response, K=1 Step Response, K=10 Root Locus
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a szabalyozott tag atviteli fliggvénye

1
Gp(s) = s2+3s+2
az eredo atviteli fliggvény:
1
G(S)z KSZ+3S+2 — K
¢ 14K 1 s2+3s+2+K
s2+3s+2

az 1. szabaly szerint a gyokhelygorbének 2 aga lesz;

a 3. szabaly szerint P=2, Z=0, , p1 = -1, p» = -2, z nincs, igy K=0-nal az egyik 4g a p1 = -1, a masik ag
a p> = -2 pontbdl indul ki és K — o esetén mindkét 4g a végtelenbe tart;

a 4. szabaly szerint gyokhelygorbe szakasz a [-2, -1] intervallumon lesz;

az 5 szabaly szerint:
bpax =2(P—-2)—1=2(2-0)—-1=3

1-180°
3-180°
@ =g = 270°

azaz a végtelenbe tartd dgak érintéi parhuzamosak lesznek a képzetes tengellyel;

a 6. szabaly szerint a két végtelenbe tartd ag érintdje a stlypontba metszi egymast, melynek
koordinataja:

_ZRe(p) —XYRe(z) _(=2)+(=1) _

-15
P-Z 2 ’

S

a 7. szabalyt nem kell alkalmazni, mert a gyokhelygorbe nem metszi a képzetes tengelyt;

a 8. szabaly szerint kilépési pont koordinatdja;
P

21 i1_1+1_ 243 _
X —p; 1x—zj_x+2 x+1 (c+2)(x+1)

i=1 =

innen x = -1,5.

Extra feladatként meghatarozhatjuk, hogy a kilépési pontnal mennyi az erdsités értéke. Ebben a
pontban kétszeres negativ valos gyokiink van, igy a masodfoku egyenlet megoldo képletében a
diszkriminans nulla:

-3+,9-4-(2+K)

P12 = > 9—-4-(24+K)=0 K=0,25

a 9. szabalyt nem kell alkalmazni, mert nincs komplex konjugalt gyokpar.

az atmeneti fiiggvény (K =1, K = 10) és a gyokhelygorbe:

Step Response, K=1 Step Response, K=10 Root Locus.
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A kilépési ponthoz tartozo adatok:

Imaginary Axis (secnnds“)

=
O

04t

Root Locus

System: unlitled1
Gain: 0.25

Pole: -1.5 - 0.00743i
Damping: 1
Overshoot (%): 0
Frequency (rad/s). 1.5

-1.5 -71 0.5
Real Axis (seconds™")

0.5



4. aszabalyozott tag atviteli fliggvénye

G () = s+1
Ry
az eredo atviteli fliggvény:
s+1
G(S)z KSZ+S+1 — K
° 14kt S2+(1+K)s+1+K
s?2+s+1

az 1. szabaly szerint a gyokhelygorbének 2 aga lesz;

a 3. szabdly szerint P=2, Z=1, , p1p, = — % ij\/z—g, z=-1, igy K=0-nal az egyik 4g a p1 = —% +j?, a

masik 4g a pr = —% —j ? pontbdl indul ki, és K — oc esetén egyik a felnyitott kor zérusaba, z = -
1-be, a masik ag a végtelenbe tart;
a 4. szabaly szerint gyokhelygorbe szakasz a (-oc, -1] intervallumon lesz;
az 5 szabaly szerint:
lpax =2P—-2)—1=22-1)-1=1

azaz a végtelenbe tart6 4g a valos tengelyen fut a -oc-be;

a 6. szabaly szabalyt nem kell alkalmazni, mert csak egy ag tart végtelenbe

a 7. szabalyt nem kell alkalmazni, mert a gyokhelygorbe nem metszi a képzetes tengelyt;

a 8. szabaly szerint kilépési pont ezuttal visszatérési pont lesz melynek koordinatéja;

1 1 1
+ =
Zx—Pz Zx—z] x+05+]05\/— x+0,5-j05V3 x+1

= ]:1
(x +0,5 +j0,5\/§) (x+1)+ (x +0,5 —jO,Sﬁ) (x+1)— (x +0,5 +j0,5\/§) (x +0,5 —j0,5\/§) =
x> +2x=0
innen csak az x = -2 megoldas jo, mert az x = 0 nem része a gyokhelygorbének.

Extra feladatként meghatarozhatjuk, hogy a visszatérési pontndl mennyi az erdsités értéke. Ebben a
pontban kétszeres negativ valos gyokiink van, igy a masodfoku egyenlet megoldo képletében a
diszkriminans nulla:

) -1+ K)+JA+K)?2—4-(1+K)
1,2 — 2

(1+K)?—-4-(1+K)=0
K?—2K-3=0
melyet megoldva K-ra 3-t és -1-t kapunk. A negativ megoldas nyilvan nem jo, igy az erdsités értéke
3 lesz a visszatérési pontnal.

9. A tagnak komplex konjugalt gyokpar a pdlusa, a kilépési sz0g meghatarozasa a szogfeltétel
alapjan:

Az alébbi abran felnyitott kor polusai (piros X) és zérusa (piros kor) lathatd. Vegyiink fel egy

pontot az egyik komplex polushoz nagyon kozel (kék pont) és huzzuk be az odamutatd

vektorokat: a zérusbol kiindul6 vektornak a valos tengellyel bezart szoge legyen yi, a masik
komplex polusbol kiinduldé 61, mig a kék ponthoz nagyon kézel 1évo polusbol kiinduldé 6o.



-1 Re

Gyokok alapjan konnyen y; kiszamolhat6 és 81 pedig a szimmetria miatt kb. 90°:

11 =60°, &1 = 90°.

A szogfeltétel:

A keresett y3 sz0g igy:

ahol / értékét ugy hatarozzuk meg, hogy pozitiv értéket kapjunk, példankban / = -1, igy

Z P
z ]/l—z 512i11800
i=1 j=1

60° — (90° + &,) = +1 - 180°

o =150°.

az atmeneti fiiggvény (K =1, K = 10) és a gyokhelygorbe:

Step Response, K=1
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5.

a szabalyozott tag atviteli fliggvénye

1 1
G = =
p(s) (s+1D(s2+s+1) s3+2s2+2s+1
az ered¢ atviteli fliggvény:
K 1
G.(s) = s3+2s2+2s+1  _ K
¢ 1 s34+ 2s2+2s+1+K

1+K

s34+ 2s2+2s+1
az 1. szabaly szerint a gyokhelygorbének 3 4ga lesz;

a 3. szabaly szerint P=3, Z=0, p1 = -1, p23 = —% ij?, z nincs, igy K=0-nal azegy 4gapi =-1,a

masik két ag a pr3 = —% +j g pontokbdl indul ki és K — o esetén mindharom ag a végtelenbe tart;

a 4. szabaly szerint gyokhelygorbe szakasz a (-oc, -1] intervallumon lesz;
az 5 szabaly szerint:
lpax =2(P—-2)—1=2(3-0)—-1=5

1-180°
3-180°
@ = 5 —5 = 180
5-180°
a3 = - = 300

azaz a végtelenbe tart6 dgak érintdi Gigy helyezkednek le, hogy lehetd legtavolabb legyenek
egymastol;
a 6. szabaly szerint a harom végtelenbe tarto ag érintdje a sulypontba metszi egymast, melynek
koordinataja:

_YRe(p)—XRe(z) (-1D)+2-(-05) 2

S P—7Z 3 3

a 7. szabalyt alkalmazva a kritikus erdsités Hurwitz modszerrel torténd meghatarozésara:
az eredd nevezd: s3 + 252 +2s+ 1+ K
az I. feltétel rendben, hiszen K > 0, igy minden egyiitthaté pozitiv;

a 1. feltételben a determinans

a, Qg 0 2 1+K 0
H3><3 = a3 a1 0 = 1 2 O
0 a, ag 0 2 1+K

a determinansok ellen6rzése:
_ |9 Qo| _ |2 1+K|_, _a
A2_|a3 a1|_|1 ’ |=4-(1+K)=3-K>0

az a visszacsatolt kor csak K < 3 esetén lesz stabil.

a 8. szabalyt nem kell alkalmazni, mert nincs kilépési pont;
9. A tagnak komplex konjugélt gyokpar a pdlusa, a kilépési szog meghatarozasa:
A meghatarozas a szogfeltétel alapjan torténik.

Az alébbi abran felnyitott kor pdlusai (piros X) lathatok. Vegylink fel egy pontot az egyik
komplex polushoz nagyon kozel (kék pont) és huzzuk be az odamutatd vektorokat: a -1-ben 1€vo
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pOlusbdl kiinduld vektornak a valds tengellyel bezart szoge legyen 61, a masik komplex p6lusbol
kiindul6é &>, mig a kék ponthoz nagyon kozel 1€vd polusbodl kiinduldé 63:
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Gyokok alapjan 01 kdnnyen kiszdmolhatd €s 6, pedig a szimmetria miatt kb. 90°:
d1 =60°, 62 = 90°.

A szogfeltétel:

VA P
z ]/l—z 512i11800
i=1 j=1

—(60° + 90° + &5) = +1- 180°

A keresett y3 szOg igy:

ahol / értékét tigy hatarozzuk meg, hogy pozitiv értéket kapjunk, példankban / = -1, igy
&3 = 30°.

az atmeneti fiiggvény (K =1, K = 3) és a gyokhelygorbe a kritikus erdsitéssel:
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a szabalyozott tag atviteli fliggvénye

G.(s) = s+0,5 _ s+05
S S (s+D(s2+s+1) s34+2s24+2s5+1
az eredo atviteli fliggvény:
s+0,5
G.(s) = s3+2s2+2s+1 _ Ks + 05K
e s+0,5 s3+2s24+(2+K)s+1+0,5K

1+K

s3+2s2+2s+1
az 1. szabaly szerint a gyokhelygorbének 3 aga lesz;

a 3. szabaly szerint P=3, Z=1, p1 =-1, p23 = —% ij?, z1=-0,5, igy K=0-nal az egy 4gapi=-1,a
masik két ag a pr3 = —% +j g pontokbdl indul ki és K — o esetén egy ag a zérushelybe, két 4g a
végtelenbe tart;

a 4. szabaly szerint gyokhelygorbe szakasz a [-1, -0,5] intervallumon lesz;

az 5 szabaly szerint:

lpax =2(P—2)—1=23-1)—1=3

1-180°
3-180°
@ =5 = 270°

azaz a végtelenbe tartd dgak érintdi a képzetes tengellyel parhuzamosak lesznek;
a 6. szabaly szerint a két végtelenbe tartd ag érintdje a silypontba metszi egymast, melynek

koordinataja:

_ X Re(p) —XRe(z) (-1)+2-(-05)—(-05)
5= P—Z B 3-1 =075

a 7. szabalyt alkalmazva a kritikus erdsités Hurwitz modszerrel torténd meghatarozésara:
az eredd nevezd: s3 + 25> + (2 + K)s + 1 + 0,5K
az I. feltétel rendben, hiszen K > 0, igy minden egyiitthaté pozitiv;

a 1. feltételben a determinans

a, a, 0 2 1+05K 0
H3><3 = a3 a1 0 - 1 2 + K 0
0 a, al lo 2 14 0,5K

a determinansok ellen6rzése:
_ |2 Qo 12 14+ 0,5K| _ B _
A2—|a3 a1|_ 1 o4g |=2@+K)—-(1+05K)=3+15K>0

az a visszacsatolt kor tetszéleges K > 0 esetén stabil lesz.

a 8. szabalyt nem kell alkalmazni, mert nincs kilépési pont;

a 9. szabaly: a tagnak van egy komplex konjugélt gyokpar polusa, az abbdl kilépd ag kilépési szog
meghatarozasa a szogfeltétel alapjan:

Az alabbi abran felnyitott kor polusai (piros X) és zérusa (piros kor) lathatok. Vegylink fel egy
pontot az egyik komplex polushoz nagyon kozel (kék pont) és huzzuk be az odamutatd
vektorokat: a zérusbol kiindul6 vektornak a valos tengellyel bezart szoge legyen yi, a -1-ben 1évé



pOlusbdl kiinduld vektoré 61, a masik komplex polusbol kiinduldé 62, mig a kék ponthoz nagyon

kozel 1évo polusbol kiinduldé 63:

A Im
83 ~ J
| 81 Y1 >
-1 Re
)
-

Gyokok alapjan y1 kb. 90°, 61 konnyen kiszamolhato €s &> pedig a szimmetria miatt kb. 90°:
11 =90°, &1 = 60°, 52 = 90°.

A szogfeltétel:

Z P
Z ]/l—z 6]=il1800
i=1 j=1

A keresett y3 szOg igy:
90° — (60° +90° + 63) = +1-180°
ahol / értékét tigy hatarozzuk meg, hogy pozitiv értéket kapjunk, példankban / = -1, igy
03 =120°.
az atmeneti fiiggvény (K =1, K = 10) és a gyokhelygorbe:

Step Response, K=1 Step Response, K=10
: ! ' ' 1.5 T - : '

o =4 N w & o

Amplitude
%

Amplitude
o 5

Imaginary Axis (seconds" )
&
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A példabol ugy tlinik, hogy a szamlalobeli elséfoku polinom hatasara stabil lesz a rendszer tetszdleges K-ra.

Ez azonban nem igy van, a z€rushely hely¢tdl fiigg a stabilitas. Modositsuk az tag atviteli fliiggvényét:

G () = s+3 _ s+3
S S (s+D(s2+s+1) s34+2s24+2s5+1

azaz a zérushely -3-ban lesz, ekkor a gyokhelygorbe:
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Mint lathato, K > 3 esetén instabil lesz a rendszer. (Javaslat vezess€k le erre a rendszerre is a gyokhelygorbe
tulajdonsagokat!)



