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Jelek és rendszerek - bevezetés

Jelek a miszaki gyakorlatban. Jelek osztalyozasa. Folytonos és diszkrét jelek.
Linearis és nemlinearis jelek. Nemlinearis jelek linearizalasa.

Rendszerek fogalma, tipusai. Folytonos és diszkrét mikodési rendszerek.
Folytonos rendszerek leirasa id6tartomanyban, bemenet-kimenet modellek.
Laplace transzformacio és tulajdonsagai, inverz Laplace transzformacio
Folytonos rendszerek leirasa operatortartommanyban, atviteli fuggveny.
Folytonos rendszerek leirasa frekvenciatartomanyban, Nyquist-, Bode-diagram.
Mintavételezeés tipusai. Mintavételezett jelek leirasanak értelmezese.
z-transzformacio és tulajdonsagai

Inverz z-transzformacio és kiértékelésének modszerei.

Diszkrét rendszerek leirasa idétartomanyban, differencia egyenlet modellek
Diszkrét rendszerek leirasa operator tartomanyban, impulzus atviteli fuggvény.
Fourier transzformacio és tulajdonsagai, Mintavételezési tétel.

Diszkrét Fourier transzformacios és gyors Fourier transzformacio
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Jelek és rendszerek - bevezetés

e elb6adas foliak és példatar:
virt.uni-pannon.hu, Tantargyak, Jelek és rendszerek

e oktato elerhetosége: gerzson@almos.uni-pannon.hu
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:L Jelek és rendszerek - bevezetés

e kurzus alairas kovetelmények:

* nappali tagozat
e 2 zarthelyi dolgozat
 alairas feltétele: zh-k kulon-kilon min. 30%
 alairas potlasa: vizsgaidoszakban egy alkalommal
(a HKR-ben rogzitett idoszakban!)
* megajanlott jegy: min. 75%-0s zh-k esetén
e vizsgan: ,elmeleti” kerdesek
» ertékeles: a zh-k és a vizsga alapjan

* |levelezO tagozat
* vizsgaidoszakban irasbeli és szobeli vizsga
* irasbeli vizsga: elméleti kerdesek es példak
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:L A jel fogalma

e Jelhordozo: minden meéerhetd, meghatarozhato
fizikai/kémiai allapothatarozo

» Jellemzdk: azok a jelhordozok, amelyek az iranyitott
folyamat allapotat, az iranyitas szempontjabdl jellemzik
vagy befolyasoljak

e Jel: valamely allapothatarozé minden olyan érteke vagy
ertékvaltozasa, amely egy egyertelmuen hozzarendelt
informacio szerzéseére, tovabbitasara vagy tarolasara
alkalmas
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A jel fogalma

e pelda

E D
i ‘ informacio:

P A

folyadék szintje

8

—

o D
1 beavatkozas:
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szelep pozicidja

donteés:

)
—

eloirt érték
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A jel fogalma

P A
74
informacio:
folyadék szintje e

e Jelhordozo: =iy
 folyadékszint
» folyadékosszetétel
 mUszer merestartomanya
e processzor tipusa
* A/D konverter tipusa

) T

== | pp—
% %]—H" ddntés:

elGirt érték

beavatkozas:
szelep pozidodja

o « Jel
e Jellemzék: - folyadék szintjenek
« folyadékszint pillanatnyi ertéke vagy
. szeleppozicio ertekenek megvaltozasa
« alapjel * szelep pozicioja pillanatnyi
erteke

« aktualis eldirt értéek
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:L Jelek osztalyozasa

Jelek és re

ertekkeszlet szerint: - folytonos
- diszkrét (szakaszos)

id6beli lefolyas szerint: - folyamatos
- diszkrét (szaggatott)

meghatarozottsag szerint. - determinisztikus
- sztochasztikus

megjelenési forma szerint. - analog
- digitalis
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Jelek osztalyozasa

id6beli lefolyas szerint
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Jelek osztalyozasa

analog aramjel:

z folytonos
2 nyomas: ’
* pelda fg]ytonos, folyamatos érték digitalis aramjel:
folyamatos érték [p 7 diszkrét, folyamatos értek
E D

digitalis aramijel:
\_%ﬂ  diszkrét, mintavételezett érték

folyadék szintje: L~
folytonos, —~_
folyamatos érték

4_

analdég aramjel:

folytonos, > —
\ H folyamatos (!) érték eloirt értek:
diszkrét, folyamatos
szelep pozicidja: < Ut i \ ,
folytonos, . digitalis aramjel:
folyamatos érték 1 fngIIS/tT)isc’).s diszkrét, ,mintavételezett” érték

folyamatos érték
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i Jelek osztalyozasa

Jelek
/ \
Determinisztikus Sztochasztikus
/ \
Periodikus Nem periodikus
SN /N
Szinuszos Altalanos  Kyazi Tranziens

periodikus  periodikus
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i Jelek leirasa

e Determinisztikus: ha a jelet Iétrehozo kolcsonhatasok
kimenetele egyértelmiien meghatarozott(nak tlnik)

e Sztochasztikus: ha a jelet letrenozo kolcsonhatasok
kimenetele véletlenszeri(nek tlnik)
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Jelek leirasa

e pelda

e

folyadék szintje:
sztochasztikus jel

folyadékszint mért értéke:

sztochasztikus jel

P

E

A

D

A

-
D :
> — 4—
elGirt érték:
A determinisztikus jel

szelep tényleges pozicidja:
sztochasztikus jel

Jelek és rendszerek MI, VI BSc

szelep eldirt pozicidja:
determinisztikus jel
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i Jelek leirasa

* Folytonos jel: a kolcsonhatas a vizsgalt térresz
tetszOleges pontjaban egy adott idointervallumon belul
tetszbleges idopontban jellemezhetd

* elony: hatekony matematikai eszkozok
e hatrany: nem illeszkedik a szg-es feldolgozashoz

e Diszkret jel: a kolcsonhatas a vizsgalt terresznek csak
Kitlntetett pontjaiban és az adott idGintervallumnak
csak kitlintetett pillanataiban jellemezheto

e elbny: illeszkedés szg-es feldolgozashoz
e hatrany: informaciovesztés
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Jelek leirasa

* Determinisztikus, periodikus, szinuszos jelek
M_ = {x | x(t) = Re(e*7CH0+9), -0< t <o0, e, [, @ €R}

* aleiras 3 parameéter segitségevel elvegezheto

51 Pl = (&=

" 1.0
3
0
A =5+
! | | | | | !
80 90 10

-1.0
0 10 20 30 40 50 60 70
Time (sec)

0
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Jelek leirasa

e Determinisztikus, periodikus, altalanos periodikus jelek

M(Tp) = {x | x(t+Tp) = x(1), -00< 1 <00}

w , . = ==
2 [ [
| |
1 | |
{} 9
1
aft- | I
I Tp I
_2 | | :< | | >I| | | | |
0 10 20 30 40 sh 60 70 80 90 100
Time (sec)
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:L Jelek leirasa

e Determinisztikus, periodikus, altalanos periodikus jelek
Mp(Tp) = x| x(t+Tp) = x(1), -co< t <00

 gyakorlati kezelésuk Fourier-sorba fejtéssel:

M, (Tp) = {x | x(f) = Ay+ 2 (A cos(n2 z ft)+ B, sin(n2 x ft)),
n=1
-00<C ¢ <00, AO’ An’ Bn ER}

* jellemzes 4, 4, B, Fourier-egyutthatokkal, elvileg
vegtelen szamu kell, gyakorlatban veges szamuval
kozelitunk
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Jelek leirasa

Determinisztikus, nemperiodikus, kvaziperiodikus jelek

Mp= (x| x(1) = A+Y (A cos(n2zf 1)+ B sin(n2zf.0)),
n=1
~0< t <0, Ay, A, B,, [, € R}

* specialis eset: f, = nf,

!
e

Time (sec)

90 100
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Jelek leirasa

* Determinisztikus, nemperiodikus, tranziens jelek
M= {x| [xX(0)dr <ao}
* veges energiaju jelek

* jellemzeés leird paraméterekkel (id6allando, erdsités,
tullendulés, felfutasi ido,...)

* Laplace-transzformacio
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I (0 x|

Jelek leirasa
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Jelek leirasa

e Sztochasztikus jelek
M, ={x|x(t &), teT, e B}

e sztochasztikus folyamatok formajaban: x(z, &)

* leiras egyuttes eloszlas fuggvénnyel,

momentumokkal
(53 71 S
3 . .
3 zajmentes jel
kimeneti zaj
1
Iln"‘.
bemeneti zaj
_1 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time (sec)
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Jelek leirasa

e Diszkret id6tartomany
e mintavételezés
e z-transzformacio

* Altalanos jellemzés
* idGtartomany
e operatortartomany
 frekvenciatartomany

Jelek és rendszerek MI, VI BSc
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Vizsgalodjelek

 alkalmazasuk indoka:
 aktiv kiserlettervezes lehetosége

* ismeretlen modellG rendszernéel a modell tipusanak
meghatarozasa — struktura identifikacio

* ismert modelll rendszer esetéen a paraméterek
meghatarozasa — paraméter identifikacio

e ellenbGrzés
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Egységimpulzus fuggveny

* Dirac delta, &r), unit-impulse function, delta fv.

o) = {o,' t#0

alkalmazas: impulzus jellegl zavarasok
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Egységimpulzus fuggveny

* fizikai jelenségek:
* ket golyo utkozése
e Ut6 és labda utkozése
* kondenzator feltoltése

i(t) 5
Q/&
¢ T c=1
>
; €o t
_ | (
1(t) = j H(m)dr . ¢ <t<eg
0 i(t) =0 pe, =1 €0
\ 0 egyébként

Jelek és rendszerek MI, VI BSc
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i Egységimpulzus fuggveny

e kondenzator toltése:

(
t
: S—OStSeO
t) = | i(t)dt = 0
a0 j}@>r SIS
0
0 <0

* g-t minden hataron tul csokkentve (elméletileg):

i(7)

. t=20 Q(t)
ww=o-aﬂ={“

0O t#+0 0

™~

q@%=Qj5@MT=Q
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$ Egysegugras fuggveny

* 1(¥), unit step function

10 4

1,t>0 —
1(t)={0 t <0 1
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Egysegugras fuggveny

* 1(¥), unit step function

1(0)

1,t>0 1
1(t)={0 t <0

alkalmazas: alapjel-valtas, ugras jellegl zavarasok
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Egyseg-sebessegugras fuggveny

* y(¢), ramp function

(o) 4

t, t >0
”(t):{o £<0

alkalmazas: programozott alapjel-valtas,
novekvo jellegl zavarasok
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Egység-gyorsulas fuggveny

* a(t), acceleration function

200

150
_{t?/2,t=0 /
a(t)_{o, £<0 |-

Jelek és rendszerek MI, VI BSc
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Szinusz fuggveény

° sinwt
sint, t=0, w=1rad/s

smwt={ 0, t <0

] Plot = [& ][]

| o]

jelerték
L
|

| ]

_-D 2 = 6 8 10 12 14 16 18 20

idé (sec)

alkalmazas: periodikus bemeneti halozatok
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(Pszeudo) Random binaris jelsorozat

* Pseudo random binary sequences (PRBS)

+a -

alkalmazas: statisztikus zaj bemenet szimulacioja
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i Négyszogimpulzus fuggveny

* p/(t), rectangle function —
egység négyszogimpulzus fliggvény

L) 4
g pe(?)
0, t<O0
pe(t) =4q1/e, 0<t<ce 1/e
\ 0, t > ¢
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* Négyszogimpulzus fuggveny

* p/(f) szarmaztatasa f:;ji |

L) A

up (8) =1(8)  up(t) = -1 —T)

1

legyen T =1

p1(t) = uy (t) +uy(t) = 1(¢) — 1(¢ —_D_

1
pe(t) = ;(1(t) —1(t —¢))
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Tovabbi nevezetes fuggvenyek

 Haromszog fuggveny
1-Jt] -1<t<1 //“'“ \\
/\(t) = , 7 s
0 egyébként £ Tk
AR I
e Sinc fuggveény
sin 7tt
Sinc(t) = / \\
Tt / \
—0 <t <o T f“\}//\)\ L;-A\'/z/\\-/:‘\ 6

fa W |
L
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i Vizsgalo jelek tulajdonsagai

e Az egysegimpulzus fuggvennyel értelmezhet6
szakadasos fuggveények differencialnanyadosa:

1(¢t)

_ _ 1(t)—1(t—£)_d
6(¢) = limp, (¢) = lim - ==

e Dirac delta differencialnanyadosainak értelmezése:
A

1/e A
5(t) —6(t—¢)

>
€ e
-1/g
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i Vizsgalo jelek tulajdonsagai

e egysegimpulzus fuggvény tulajdonsagai
* mintavételezés

b(t) = 1(t) — 1(t — &)

&

ha u(?) folytonos fuggvény, akkor
im [ £(©pe@de = £(0)

Illetve

Jelek és rendszerek MI, VI BSc

F(0) 8@)dt = £(0) f F(O) (¢ — a)dt = f(a)

Alapfogalmak/37



i Vizsgalo jelek tulajdonsagai

e felhasznalva az altalanositott derivaltat, és ha
1£1(0) létezik:

lim f F(OPD(E) dt = lim j £
£(0) — F(0 — &)
E

5(t) — f(t — &) It —

= -0

= lim
-0

f FOSD (D) de = —FD(0)

e altalanositva, ha ™(0) létezik:

f FOSM (@) dt = (—1)"F™(0)
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i Vizsgalo jelek tulajdonsagai

* vizsgalo jelek kozti idotartomanybeli kapcsolat:

5(t) = d1(t) () = dil(tt) o(6) = dc;it)

fc?(t)dt = 1(t) fl(t)dt = v(t) fv(t)dt = a(t)
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MuUveletek jelekkel

e eltolas
* tukrozés
e atskalazas

torzitas
\
flattb)=flal|lt+—
a eltolas az eldjel
fliggvényében
2 + balra
— - jobb
f(—at+b)=f —a<t+a ] 50T

|

tlikrozés és torzitas
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i MuUveletek jelekkel

* mintavételezés

| roée-wd=f@

e kiszlrés

f)o(t —a) = f(a)d(t —a)
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i MuUveletek jelekkel

» atskalazas, atleptekezes

1 b

e konvolucio

f)*x8(t—a) éj fwdt—u—a)du=f(t—a)
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MuUveletek jelekkel

e Konvolucio — példa
x(t) =n({—-05) y()=n(t-2)

x(0=11(t-0,5)  y(H)= 1(t-2)

1,2

1

0,8

0,6

0,4

0,2

-2,00 -1,50 -1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00

t
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MuUveletek jelekkel

r(0) = x(6) * y(b) f x()y(t — p)dp

x(p) =N (p)

p=t—05 t=p+05
y(p)=N(p+05-2)=n((p-15)

x(p)= 1(p)  y(p) l(p-1,5)

1,2

1

0,8

0,6

0,4

0,2

-3,00 -2,50
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-2,00

-1,50

-1,00

-0,50

0,00

0,50

1,00

1,50

2,00

2,50

3,00

3,50

4,00 P
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MuUveletek jelekkel

r(t) = j x(P)y(t — p)dp
y(t—p)=N{t—-p—-2)=N(-(@-—-({-2))

x(p)= I(p) y(p)= I(t-p) t=0

: konvolucio:

az x(p) es az y(t-p)
= szorzgtat Integraljuk

| p szerint

novekvo t mellett

-3,00 -250 -200 -150 -1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 250 3,00
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MuUveletek jelekkel

* t<15 = p<0
x(p)= I(p)  y(p)=l lit-p) t=1

1,2

1

0,8
0,6
0,4

0,2

Fal

-3,00 -2,50 -2,00 -150 -1,00 -0,50 0,00 050 1,00 150 200 250 3,00

1,5 b
r(t) = f x()y(t — p)dp = 0

— 0O
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MuUveletek jelekkel

* 1,5<t<25 =0<p<t-1,5

x(p)= 1(p)  y(p) l(t-p) t=2,0

1,2

0,8

0,6

0,4

0,2

-3,00 -2,50 -2,00 -1,50 -1,00 -050 0,00 050 1,00 150 2,00 2,50 3,00p

t—1,5

t—1,5
r(t) = j @)y (t — p)dp = j (1D)(A)dp =
0 0

=[ply " =t—15
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MuUveletek jelekkel

e 25<t<35 =t-25<p<l1

x(p)= 1(p) y(p)= I(t-p) t=3,0

1,2

1

0,8

0,6

0,4

0,2

-3,00 -2,50 -2,00 -1,50 -1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00

r(®) = [, x@y(t—p)dp=f_, (1)(1dp = 35—t

e t>35=p>1 r(t)=0

Jelek és rendszerek MI, VI BSc
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MuUveletek jelekkel

[0, hat <15

r()=Jt- L5 hal5<t<25
~ 135—t ha25<t<3,5
\ 0, hat> 3,5

r(t)

1,2

1
0,8
0,6
0,4
0,2

0

-4,0 -3,0 -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0t
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A rendszer fogalma

e A rendszer: kolcsonhatasok és kolcsonos

osszefluggéesek altal 0sszekapcsolt objektumok
halmaza.

* Objektumok: a vizsgalt rendszer egyszerili vagy 0sszetett
részei
e Kolcsonhatasok: anyag-, energia- €s informacio-
atadassal jaro folyamatok
* objektiv torvenyszerlsegek hatarozzak meg
* jellemzesuk: allapot-leiras

A halmaz elemeit, azaz a rendszer hatarait a
figyelembe vett kolcsonhatasok jelolik ki.
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A rendszer fogalma

« Allapot: a rendszerben fellépd kdlcsdnhatasok adott
idépontra vonatkozo6 viszonyait megado informaciok
0sszessege

* megadasahoz:

rendszer belsO szerkezetének, elemek kozotti
kapcsolatoknak ismerete — struktura

osszefuggesek mennyisegi viszonyai —
parameterek
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Rendszerfogalmak altalanos jellemzoi

* A rendszer tagolt egesz

A ,rész — egesz’ viszony a szerkezetben és a
tulajdonsagokban

* A rendszer kolcsonhatasban allé elemek 0sszessege
* kapcsolatok - relaciok
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Rendszerfogalmak altalanos jellemzoi

* A rendszer egyseg
* rendszeralkoto tenyezo lete
e autondm - heteronom

* Hierarchia

e autonomitas — modularitas
* heteronomitas — rendszerparadoxonok
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Az iranyitastechnikai rendszer fogalma

e ceél: a szabalyozasi kor €s az abban talalhato elemek
vizsgalata

= oG {60 T
e eszkoz: A1) e
e hatasvazlat .

e szimulacio

e matematikal modellek

any(”)(t)+ an_ly(”_l)(t)Jr ot aly(l)(t)+ a,y(t)= bmu(m)(t)Jr ..+ byu(r)
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Linearis — nemlinearis rendszerek

* Valos rendszerek altalaban nemlinearisak
* pl. szabalyozo szelepek mukodese
 alapatfolyas jelleggorbe

— 80 4 | - I”,:H: | :
200 [ap 3 ﬁl
; -,

%]

Q=ad |— =K, i
P \

LR

20 1
W aazaiiel sgyanscizasaes (EQU)

] 20 40 60 &0 100
Srelep emeliedes H [%]
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i Linearis — nemlinearis rendszerek

e Linearitas:
uy () > (%)
Uy(1) = ¥,(?)
A, A ER
Ay (O Ay un(8) = Ay (D Ay vy(0)
* aleird egyenletek nem tartalmazhatjak a valtozok
szorzatait vagy hatvanyait
e elméleti rendszerek
* valos rendszerek viselkedese szlk kornyezetben
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Linearis — nemlinearis rendszerek

 Linearis rendszerek viselkedése

Eul(t) ’ li == yl(t) ’rﬂphﬂ Dl_ﬁ_“El‘
5 11
- 1 51
Z:@“’ 05,
- -F |:| | | 1 |
0 2 4 6 g 10
IE P 1 1 51 P Time (sec)
(1) - V(1)
(1) 1
IE b 151
+
IE p 1 : z P :l'ime {sec)
(1) = 30
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Munkaponti linearizalas

* valds rendszerek tobbé-kevesbeé nemlinearisak
* lehetséges kezelés: munkaponti linearizalas
* Legyen

Y=f(U, U, U, ...)

 parcialisan derivalva az egyes valtozok szerint:

dY = aydU+aYdU+ay
Y ou, % au;,

T dUs;+.

Jelek és rendszerek MI, VI BSc
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:L Munkaponti linearizalas

* legyen adott egy tetsz6leges munkapont, aminek
viszonylag szuk kornyezetében vizsgaljuk a rendszer
mukodeset

- jelolje a munkaponti ertékeket , index, igy

[Y]o, [U1]o» [Unlos - -
* a munkapont kornyezetéeben legyen a fuggo valtozo (V)
viselkedese linearis

* jelolje a valtozoknak a munkapont koruli relativ
megvaltozasait:

Vy Uy, Uy, Us, ..
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i Munkaponti linearizalas

* U, a fuggetlen valtozo
munkaponti erteke

* Y, a fuggo valtozo
munkaponti erteke

* U, afuggetlen valtozo
tetszGleges érteke

* Y, afuggo valtozo
tenyleges ertéke U,-re

* Y, afuggetlen valtozo
kozelito ertéeke U,-re

°* U= U1' UO

* Yn=Yo-y

Jelek és rendszerek MI, VI BSc
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Munkaponti linearizalas

* ekkor a linearizalt egyenlet a kovetkez0 alaku lesz:

y = Ciuyt Guyt Cyust
ahol

— C, = =U, —Uj,,...
1 [aulo 2 [aUZO 1 1 10

és a vizsgalt pontban felvett fuggvényértek:

Y,=Y,+ty
ahol a Y, linearizalt osszefuggés szerinti erték
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:L Modellek tipusai

* ranyitastechnikaban alkalmazott matematikai modellek
tipusai:
* bemenet/kimenet modellek

a vizsgalt rendszert utanzo, ,fekete doboz”
modellek

 allapottér modellek

a vizsgalt rendszer belsb 0sszefuggeseit leiro,
Jfehér doboz” modellek
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Bemenet/kimenet modellek

e Linearis, idGinvarians, folytonos idejl
bemenet/kimenet (I/0) modell:

any(n)(t) + an—ly(n_l)(t) + ..o 4 aly(l) (t) + aoy(t) = bmu(m) (t) + -+ bOU(t)

ahol u(t) — a bemeno jel
y(t) — a kKimeno jel

a,...,ay b, ,....b,— parameéterek

m
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Allapottér modellek

e Linearis, id6invarians, folytonos ideju allapottéer modell:

£(6) = Ax(t) + Bu(t)
y(£) = Cx(t) + Du(c)

ahol x — a bels6 allapotok vektora
u — a bemeneti vektor
y — a kimeneti vektor
A — az allapot-atmeneti matrix
B — a bemeneti matrix
C — a kimeneti matrix
D — a segédmatrix
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Bemenet/kimenet modellek

a,y™ + ap 1y + -+ ayW + agy = bpul™ + -+ byu

/O modell jelz6i:
* linearis
* idGinvarians
* folytonos idejl
y(t,), ..., (1) — kezdeti feltételek
* iInhomogeén
* n-ed rendd
n>m — oksagi szabaly
e SISO
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Bemenet/kimenet modellek

an Y™ + an_1y™ Y 4+ o+ a;yW + agy = bpul™ + -+ bjuD + byu

e Szabalyozastechnikaban az altalaban ezt az egyenletet
a kovetkez0 alakra hozzak:

Try®™ + Toly®=D 4 o4 Ty W 4y = K(e2u™ + -+ ru® + 1)

ahol G ,_ b
ap *# 0 Til = — T; — ﬂ
Ao bO
by y(c0) .
K=—-= (stabil rendszer esetén)

Jelek és rendszerek MI, VI BSc Alapfogalmak/66



Bemenet/kimenet modellek

 differencialegyenlet megoldasa:
* arendszer valasza, azaz y(¢) id6beli lefolyasa

a rendszer bemenetere adott jel, azaz az u(r)
bemenet

és adott kezdeti feltételek yi(z)) i=1,..., n-1
eseten
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i Bemenet/kimenet modellek

* inhomogeén differencialegyenlet altalanos megoldasa

WO = Vo) + Yipo (2)
ahol
* y,0(t) —homogen egyenlet altalanos megoldasa
* y.o (f) —Inhomogén egyenlet egy partikularis
megoldasa
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:L Bemenet/kimenet modellek

* legyen az u(r) bemenet allando vagy periodikus
lefolyasu jel, ekkor

* azy,(?) partikularis megoldas adja meg a kimeno
jelet stacionarius vagy kvazistacionarius
(allandosult) allapotban

* az y,,(f) homogen megoldas irja le a tranziens
(atmeneti) allapotbeli viselkedést
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i Bemenet/kimenet modellek

* keressuk a tranziens megoldast a kovetkez0 alakban:

n
Yho(t) = z C;ePit
i=1

* visszahelyettesitve ezt a homogen egyenletbe:
n

(anp]* + -+ ayp; + ag) - C;ePi* =0
=1

l
* innenp=p,i=l1,...,n-re teljesuljon:
Kp) =app" ++ap+ay=0
karakterisztikus egyenlet

Jelek és rendszerek MI, VI BSc Alapfogalmak/70



i Nevezetes valaszfuggvények

e Sulyfuggveny:
e Dirac impulzus bemend jelre adott valaszfuggveny
* jele: h(?)

» Atmeneti figgvény:
e Egységugras bemeno jelre adott valaszfuggveny
* jele: (wy(9))

* ertelmezhet0 a egyseg-sebessegugras és egyseg-
gyorsulas bemenetekre adott valaszfuggveny is
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i Nevezetes valaszfuggvények

e A sulyfuggveény és az atmeneti fuggveny kozotti
osszefugges:

dws(t)
dt

h(t) =

* Megj.: az 0sszefuggeés a linearitas kovetkezménye
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i Valaszfuggveny meghatarozasa idétartomanyban

* |legyen adott
eqgy u(tr) bemeno
jel

* az u(t) bemend
jel elkepzelheto,
mint egymashoz
kepest eltolt
negyszogloke-
sek sorozata

>

%

u(7)

/‘
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i Valaszfuggveny meghatarozasa idétartomanyban

* vizsgaljuk meg,
hogy 7 id6épont-
beli u(7) beme-
no jel ertéknek
milyen hatasa
lesz a kimenet-
re egy tetszoOle-
gest>r
idopontban

Jelek és rendszerek MI, VI BSc
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Valaszfuggveny meghatarozasa idétartomanyban

az u(7) bemenet
hatasara a ¢
idopontban
étrejovo kimeno
jel értek kozelit-
netd a sulyfugg-
veny és a
bemeno jel ertek
alapjan

Jelek és rendszerek MI, VI BSc
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i Valaszfuggveny meghatarozasa idétartomanyban

e termeszetesen a rendszer y(¢r) kimenete valamennyi ¢
id6pillanat el6tti bemeno jel ertektdl fugg:

y(O) ~ ) h(t - )u(T)At
=1

* ha A7— 0, akkor a bemenetek impulzusok lesznek, igy
+ 00

y(t) = j h(t — Du(t)dr

— 00

konvolucios integral
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Laplace-transzformacio

e Intuitiv’ bevezetés

* bevezetés célja: differencialegyenletek megoldasanak
egyszerusitése

e analogia: a logaritmizalas bevezetése egyszerisiti a
szorzasi, osztasi, hatvanyozasi feladatok elvégzéset

e alkalmazasanak menete
e fuggvenyek, modellek Laplace transzformacioja
* muveletek elvégzeése
e az eredmeny visszatranszformalasa
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:L Laplace-transzformacio

* legyen 1(¢) egy fuggveny
* legyen 1 (1) =0, ha r<0; ,bekapcsolasi” fuggveny
* legyen f(¢) értelmezve, hat>0

* legyen s = o+ jow komplex valtozo, az un. Laplace-
operator

* Az f(¢) fuggveny Laplace transzforméltja'

F(s) = LIF(D)] = j () - e~stdt

e konvergencia feltétel: Jlf(t) e‘StIdt—JIf(t) e ?!dt <

o, < Re(s) =0 <0y

Jelek és rendszerek MI, VI BSc Modellek/7 8



Laplace-transzformacio

e Osszefoglalva: a rendszerr6l (modellrdl) valo
iIsmereteinket a 1 = 0 idopontig elhanyagoljuk:

* ez lesz a viszonyitasi pont

e ekkor adunk a bementre jelet, igy a rendszer valasza
sem lehet korabbi — okozati rendszerek

* ,egy oldalas” Laplace transzformacio

szigoruan veve: t = 0" es ¢t = co az integralasi hatar,
(azaz t — 0-hoz balrdl)

lenyeges, ha f(¢)-nek ¢ = 0-ban szakadasa van
vagy impulzus jelet kap
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Laplace-transzformacio

* gyakorlati kivitelezes: tablazatok segitsegéevel
* inverz Laplace-transzformacio:

C+joo
1
f(t) = L7YF(s)] = E f F(s) - eStds
c—joo

e parcialis tortekre bontas utan tablazatok
segitsegével
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i Laplace-transzformacio tetelei

e szorzas konstanssal Llk-f()]=k-F(s)

o O0sszegzés, kivonas  LI1(t) £ f2(t)] = Fi(s) £ F,(s)

e derivalas = %(tt)] = sF(s) — }:i_r)r(}f (t) = sF(s) — £(0)
a"f(t)| _
L[ den |
= s"F(s) —s" 1 f(0) = s"2f(0) — - = sf"72)(0) — fF(*71(0)

ahol  fW(0) = dzt(f)
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Laplace-transzformacio tetelei

[t
* integralas r ff(r)d'r :%F(s)
0

e kezdeti érték %1_r)r(} f () = S!I_)Tg sF(s)

e vegertéek lim £ (t) = lim s F(s)

ha sF(s)-nek nincs nulla vagy
pozitiv valds reszl podlusa

e |ddbeli eltolas LIf(t —=T)1(t —T)] = e TSF(s)
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Laplace-transzformacio

* nevezetes fuggvenyek Laplace-transzformaltjait €s a
Laplace transzformacio tulajdonsagait osszefoglalo
tablazat
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i Vizsgalo jelek Laplace transzformaltjai

e 1(¢) Laplace-transzformaltja:

[ r est|” 1 1
L{l(t)}=j 1(t)e‘5tdt=je‘5tdt= —0)—— = _
—S 0 —S S

0 0
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i Vizsgalo jelek Laplace transzformaltjai

* p.(t) Laplace-transzformaltja:

11 1 1 11-e™*

1
Lpe(®) = - L) ~ 1t =) = - ——e % - = ———

* 0 (t) Laplace-transzformaltja
L5} = £{limpe (1)} = j lim p, ()e~stdt =
0

=1

= lim
-0 S

[1 1 — e‘“] se S¢

-0

_ sty — |
‘lgl_r)rcl)f pe(t)e=Stdt = lim P
0
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i Vizsgalo jelek Laplace transzformaltjai

* Egyseégugras fuggveny, 1(¢) L{1(t)} =%
* Egyseég-sebességugras fuggveny, v(¢) L{v(t)} = Slz
* Egyseég-gyorsulas fuggvény, a(r) L{a(t)} = slS
e Szinuszos bemenet, sinwr L{sinwt} = @

s2 + w?
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:L Atviteli fliggvény

e Az atviteli fuggvény:

by S™ 4+ by s™ L+ -+ by

L(y(t))

G(s) = £(u(®)

a,s" + a,_4s" 1+ +ag
z.k.f.

e ceélja: a rendszer modelljenek megadasa
operator tartomanyban, a kimenet e€s a
bemenet kozti kapcsolat racionalis
tortflggveny formajaban tortén6é megadasaval

Jelek és rendszerek MI, VI BSc Modellek/87



Atviteli fliggvény

* levezetése — I/O modell alapjan
Y™ 4+ a1y + o+ a;yD + apgy = bpu™ + -+ byu
L(any™ + a1y D 4+ +a;y® + agy) = L(bpu™ + - 4 bou)

a,s"Y(s) + a,_1s"Y(s) + -+ a;sY(s) + agY(s) =
= b, s"U(s) + -+ boU(s)

(zérus kezdeti feltételek!)
(a,s™+a,_ s 1+ +as+ag) Y(s) = (b,s™+ -+ by) U(s)
Y(s)  byS™ + bpyqgs™ 1+ + by

U(s) aps"+a,_s" 1+ -+a,
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i Atviteli fliggvény

* levezetése — konvolucios integral alapjan

+ 00

y(t) = J h(t — 1) - u(r)drt

— 00

Y(s) = | y(t)e Stdt = h(t — 1) - u(r)dr - e Stdt

o]

Y(s)=| h(t —D)e S Ddt - | u(r)e S%dr
o]

Y(s) = j h(9)e™® dﬁ-fu(r)e‘s dt, 9=t—r1
0 0

Y(s) =G(s) - U(s)
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i Atviteli fliggvény

e szokasos jeloleseil:

Y(s) _b(s) _z(s)

“O=1® T a® G

b,s™+ b, _1s™ 1+ ..+ b, CK(s—2zm) - (s —2)(s — 2)
anS™ + ap_S" Tt ag (s—pp) o (s —p2)(s —py)

G(s) =
e szamlalo gyokei: zerushelyek, zerusok

(z, 29 -v5 2,)

* nevezO gyokei: polusok (p,, p,, ..., p,)
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Atviteli fliggvény

e tulajdonsagai
e csak linearis, idoinvarians rendszerekre
e operatortartomanybeli kapcsolat

* arendszer jellemzje, fuggetlen a rendszer
bementének nagysagatol, formajatol: a rendszer
tulajdonsagainak hordozoja

* kimenetek-bemenetek kozotti kapcsolat, a rendszer
belsd szerkezetérdl nem ad informaciot — kulonb6zb
rendszereknek lehet azonos az atviteli fuggvenye
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Atviteli fliggvény

* ismert atviteli fuggvény esetén

kulonboz6 bemenetekkel vizsgalhato a rendszer:
Y(s) = G(s)U(s)

az atviteli fuiggvény nevezodje alakilag megegyezik a
karakterisztikus polinommal:

bmSm + bm_lsm_l + ce + bO
a,s"+ a,_1s" 1+ -+ ag
== ~~ — n
Z(anpln + o+ ayp; + ag) - CiePit =
i=1 = ~ —~

rendszer tulajdonsagok meghatarozasa
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:L Atviteli fliggvény

* ha az atviteli fuggvény alakja ismert, de az
egyutthatok ertéke nem, akkor a vizsgalo jelek
segitségevel azok meghatarozhatok — parameter
identifikacio

* ha az atviteli fuiggvény nem ismert, akkor a vizsgalo
jelekre adott kimenetek vizsgalataval
meghatarozhato — struktura identifikacio

Jelek és rendszerek MI, VI BSc Modellek/93



i Atviteli fliggvény

 tobb bemenetl — tobb kimenetl rendszerek:

uy (t) y1 ()
u(t) =1 y@) =1 :
wo| T O
G11(s) .. Gp(S)
G(s) = :
_Gpl(s) Gpr(s)_
_ Yi(s)
ahol G;;(s) = U
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:L Valaszfuggvenyek Laplace transzformaltjai

Jelek és re

legyen G(s) egy jelformalo tag atviteli fuggvenye
ekkor a kimenet operator tartomanyban
Y(s) = G(s)-U(s)

legyen a bemenet u(¢)=0(¢), ekkor a kimenet a
sulyfuggveny lesz:

h(t) = L7HG(s) - U(s)} = L7HG(s)}
mivel L{5(1)}=1
legyen a bemenet u(?)=1(¢), ekkor a kKimenet az

atmeneti fuggveny lesz:
t

w(t) = L7HG(s) - U(s)} = £ {G(s) %} — j h(7)dr

0

ndszerek MI, VI BSc
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Atviteli fliggvény

« Az atviteli fuggveny felhasznalasaval definialhato a
bement/kimenet modell és az allapottér modell
kozotti kapcsolat:

any™ + an_1y™ Y+ + a;yM +agy = x(t) = AT&(t) + bu(t)
= b u™ + ...+ byu™D 4+ byu y(t) = ¢ x(t) + du(t)

Ly (t bo..sM+p s 1. .4p B
_LO) _ bus™ 4 bas™ O (st a4 d
L{u(t)} a,s"+ a,_1s" 1+ --+ag - \"= =/ =

D
~
95}
—
|
|
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