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Bevezetés

Az elmult években szerzett oktatdsi tapasztalataink alapjan ugy latjuk, hogy a hallgatdk jelentds részének
gondot okoz az iranyitastechnika kurzusokon hallgatott elméleti anyag alapjan a szamolasi példak meg-
oldasa. Ennek segitésére késziilt ez a példatar, mely a legfontosabb anyagrészek Gsszefoglalasa mellett
szamos kidolgozott és 6nélléan megoldandé példéat tartalmaz.

A jegyzet els6sorban a Pannon Egyetem Miiszaki Informatikai Karan oktatott alapképzési szakok tan-
tervében szerepld irdnyitastechnikdhoz kapcsolodé bevezetd kurzusok tanmenetét koveti, de remélhetoleg
mas intézmények hallgatdi is hasznalni tudjék. Ennek megfelel6en els6sorban az irdnyitastechnika megértéséhez
és alkalmazdsahoz sziikséges alapokhoz kapcsolédé feladatok szerepelnek a példatdarban. Az dttekintett
témakorok az irdnyitastechnikai rendszerek leirdsa és vizsgdlatanak modszerei, a kiilonb6z6 dinamikus
tagok ismertetése, a stabilitas fogalma és vizsgédlata folytonos és diszkrét idétartomanyban.

A jegyzet a TAMOP—4.1.1.C—12/1/KONV—2012—0002 azonositd szamu Jarmiipari Fels6oktatasi Ku-
tatdsi Egytittmiikodés cimii projekt keretében késziilt, a szerz6 koszoni a jegyzet elkészitéséhez nyujtott
tamogatast. Bar a kézirat leaddsakor a jegyzetiras folyamatanak egy lépése lezarul, de a szerz6 elére is
koszoni a tovabbfejlesztésre vonatkozé javaslatokat és az esetleges hibdkra, elirdsokra vonatkozd vissza-
jelzést.

Veszprém, 2015. januar 31.
Gerzson Miklos

Pannon Egyetem
Miiszaki Informatikai Kar
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1. fejezet

Laplace- és inverz
Laplace-transzformacié alkalmazasa

1.1. Elméleti attekintés

1.1.1. Laplace-transzformaciora vonatkozo fontosabb 6sszefiiggések

Legyen f(t) egy, a valds szdmok halmazdn értelmezett valds értéki fiiggvény. Ekkor az f(t) fiiggvény
Laplace-transzforméltja alatt az aldbbi médon meghatdrozhaté F(s) fiiggvényt értjiik:

F(s) = L{f(8)} = / f(tyestdt (11)
0

ahol az s = o + jw komplex valtozd, az tigynevezett Laplace-operator, az f(t) fliggvényrdl feltételezziik,
hogy f(t) =0 ¢ < 0, azaz igynevezett bekapcsoldsi fiiggvény. Az F(s) Laplace-transzformalt olyan s
komplex értékekre 1étezik, amelyeknél az integral kifejezés konvergens lesz:

If(t)e st dt = [ |f(t)e 7"|dt < oo . (1.2)
o]

E feltételnek megfelelden, egy f(t) fliggvény Laplace-transzforméaltjandl meg kell adni a 01 < Re(s) < o9
konvergenciatartomanyt. A definidl6 kifejezésben szerepld integralds tényleges alsé hatdra 0~, de ennek
csak az impulzus fiiggvény Laplace-transzforméaciojandl van szerepe, ezért kiillon nem jelezziik.

Az inverz Laplace-transzformécio a kovetkezd képlet alapjan értelmezheté:

c+joo
f(t):%j / F(s)etds (1.3)
c—joo

ahol ¢ az F'(s) fiiggvény legnagyobb valds részii pélusdnal nagyobb érték.
A Laplace-transzformdaciéhoz kapcsolddé szabalyokat és tételeket a Melléklet [09.1] tabldzatban foglaltuk
Ossze. A tablazat a gyakoribb vizsgaléjelek és fliggvények Laplace-transzformaltjait tartalmazza.

1.1.2. Vizsgalo jelek, valaszfiiggvények

Irdanyitastechnikai rendszerek vizsgédlatakor szerkezetiik és paramétereik meghatarozasara vizsgalo jeleket
alkalmazhatunk. A leggyakrabban alkalmazott vizsgald jelek a kovetkezOk:

Egységimpulzus fiigguény §(t)
Definiciéja:

h =
5(t) = oo ,hat=0
0 ,hat#0
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Integrélja:

+o0
/ 5(t)dt =1

Laplace-transzformaltja:

ot

L(5(t) = /5(t)e*“dt =1

0-

Egységugrds figgvény 1(t)

Definiciéja:
1 ha t >
1=t hat20
0 ,hat<O
Laplace-transzformaltja:
T 1
L(1(t)) = /1(t)e*5tdt =3
0

Egység sebességugrds figguény v(t)

Definiciéja:
t ,hat>0
oty =4 =
0 ,hat<O
Laplace-transzformaltja:
—st 1
L(v(t)) = [ v(t)e *dt = —
s
0

Egység gyorsuldsugrds figgvény a(t)
Definiciéja:

t2
L Lhat>0
a( t) _J2 > atl =z
0 ,hat<O
Laplace-transzformaltja:

L(a(t)) = /a(t)e_Stdt = %

s
0
Szinuszos bemend jel fliggvény sin(wt)
Definicidja:

. sint ,hat>0éw=1
sinwt =
0 ,hat <0

Laplace-transzformaltja:

— [ g —stgp ¥
Lv(t)) = /smwte Stdt = T2
0

Az egyes vizsgéldjelekre adott valaszfiiggvények a kovetkezok:
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— Az egységimpulzus fliggvényre adott vélasz a sulyfigguvény, jele: h(t).
— Az egységugrésfiiggvényre adott vélasz az dtmeneti fiiggvény.

— Analég médon értelmezhetjiik a sebességugras és gyorsulas bemenetekre adott valaszokat is, de
ezeknek nincs kiilon elnevezésiik.

1.2. Kidolgozott feladatok

LAt =3 Fi(s) =7

Megoldds:

Ertelmezziik az fi(t) fiiggvényt a kovetkezé médon fi(t) = 3 - 1(t) azaz a konstanssal szorzott
egységugrasként. Az 1(t) fiiggvény biztositja, hogy a fiiggvény értéke a t < 0 tartomdnyban 0
legyen. Ekkor az Fi(s):

o] o] gt |00
Fy(s) = /fl(t)e_Stdt = /36_“dt L R S A 2 Re(s) >0
0 0

—S 0 —S

2. fot) =e™%;  Fy(s) =7

Megoldds:
Az eléz6 példanal megadott indoklds szerint: fo(t) = e=3t . 1(¢) vagy kossiik ki, hogy a transz-
formélast ¢ > 0 tartoméanyon végezziik el:

Fy(s) Z/f2(t)e_5tdt= /e_Ste_Stdt = /e_(s+3)tdt =
0 0 0
—(s+3)t |® 1 1
e
“(5+3) |, —(5+3) s+3 e(s)
3. folt) = 3% Fy(s) =2
Megoldds:
F5(s) :/fg(t)e_StdtZ /ejgte_Stdt: /e_(s_?’j)tdt:
0 0 0
_e—(s—3j)t 00_0_ 1 1 s+3j
T —(s=3)jl, = —(s=3j) s-3j s2+9

S

= ] R 0
52+9+j52+9 e(s) >

4. fq(t) =cos3t;  Fy(s)=?
f5(t) =sindt;  Fs(s) =7

Megoldds:
Az el6z6 példa eredménye és komplex szamok kiilonbozd formaban felirt alakjai alapjan a megoldas:

o+ jB = o(cos + jsinp) = ge’?
Fy(s) = L{cos 3t} = Re(L{e?®'}) = 279

F5(s) = L{sin3t} = [m(ﬁ{ej:ﬁ}) =
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d, _
5. fe(t) = %(6 1) Fe(s) =7
Megoldds:
El6szor a derivalast végezziik el:
d
ﬁ(e_‘% (1) = =3¢ 1(t) + e (1) = =3 4 5(t), t>0
mivel az 1(¢) fiiggvény értéke 1, ha t > 0, és a 6(t) fiiggvény csak a t = 0 nem 0, az e~ 3! értéke
viszont ott 1. A Laplace-transzforméciét elvégezve:
3 s
F — _ -3t — _ -3t =" 11= -3.
6(s) L{3e™"}+ L{o(t)} 3L{e™" + L{o(t)} o + Pl Re(s) > -3
4s+5
. F, = t) =7
7(s) st d f2(t)
Megoldds:
Az inverz transzformaécié elvégzéséhez hozzuk az alabbi alakra a kifejezést:
4s+5 0,8(bs+4) 5-—3,2 1,8 0,36
F = = =0,8 =0,8 .
) =5 55+ 4 bstd oV hera T i 0.8

A kapott kifejezésben szerepld tagok inverz Laplace-transzforméacidja a[9.2)tdbldzat alapjan elvégezhetd:

0,36

fr(t) =L£70,8} + £7F {s+0,8} =0,86(t) +0,36e" %8 . 1(t)

= 48—;5 fs(t) =7

S

Megoldds:
Az inverz transzforméciét a 6. példahoz hasonléan végezhetjik el:

4s+5 4 5
=——=—-+

Fg(S) 52 - g 57 )
fs(t)=L"" {i} + L7t {552} =4-1(t)+5-t-1(t) .
s2 425+ 2
- Fols) = (s+1)(s+2)(s+3) fo(t) =
Megoldds:

Az inverz Laplace-transzformécio elvégzéséhez elso 1épésként bontsuk parcidlis tortekre a kifejezést:

s24+2s+2 A B C

(s+1)(s+2)(s+3) sr1tsr2 T3

2425 4+2=A(s+2)(s+3) +B(s+1)(s+3)+C(s+1)(s +2)
A+B+C=1 B5A+4B+30C=2 6A+3B+20=2

A kapott hdrom ismeretlenes egyenletrendszert megoldva az egyiitthatok:
A=0,5 B=-2 (C=2,5
fgy
52+ 2542 0,5 -2 2,5

(s+1)(s+2)(s+3) s11 sv2 st
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A kapott kifejezést mar tagonként visszatranszformélhatjuk idStartomanyra a[0.2)tdbldzat segitségével:

1 1
t)=0,5"" —2L7 e —— b 4+2,5L71 8 —— 4 =0,5e " —2e % +2,5¢7%, t>0
f9<) ’ {S+1} {S+2}+7 S+3 ,0€ € +,6 3 =
552 +3s+1
9. F = t) =7
10(3) (S+2)2(S+4) flO()
Megoldds:

Az inverz Laplace-transzformécié elvégzéséhez el6szor ebben az esetben is végezziik el a kifejezés
parcidlis tortekre bontasat:

552 +3s+1 A B C

(s +2)2(s+4) S+4+S+2+ (s+2)2"°

55> 4+3s+1=A(s+2)>+B(s+2)(s+4) +C(s+4) .

Az egylitthaték meghatarozasat ebben az esetben végezziik el ugy, hogy a kapott egyenletnek
teljestilnie kell s tetsz6leges értékére, igy a polusokra is. Ezt felhasznélva:

5s% +3s+ 1 5-16+3-(—4)+1
— - = :19,75,
(s4+2)2 |,__, (-4 4 2)?
2 . (=
o543 41 5 4+3(2)+1:7’5.
s+4 =—9 —2+4

A B egyiitthato esetében ez a megoldas kozvetlentiil nem hasznélhatd, de ha beirjuk az A-ra és C-re
kapott értékeket:

552 +3s+1 19,75 B 7.5

422 +4) s44 s12 Gt

akkor a kapott egyenletnek tovabbra is tetszéleges s-re igaznak kell lennie, de most legyen s = O:

1 197 B 7,5

16 4 5 Ty

= B =-12

Tehat a felbontas eredményeként a kovetkez6 alakot kapjuk:

5 +3s+1 19,75  —12 7.5

5122514 std stz (st22’

melyet a[0.2] tdbldzat segitségével invertalhatunk:

1 1 1
=197 —— t—1207 M — b7 srtl = Y =19 7he 127247, 5te 72, ¢ > 0.
fro(®) ’ {3—1—4} {s—|—4}+7 (s +2)2 (oe e TAhote ™, 12

1.3. Gyakorlé feladatok a Laplace- és az inverz Laplace-transzformaci6
témakorébol

1.3.1. Feladatok
1. Hatarozza meg a kovetkezd idofiiggvények Laplace-transzformaltjat a definidlé Osszefiggés
alapjan!
(a) fi(t) =5
(b) f2(t) = be~ "
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(©) folt) = 3¢

(d) fa(t) = e

(e) f5(t) = cos2t

(f) fo(t) = sin6t

(8) (1) = - (3¢71(1)
() folt) = 5 (3%

() folt) = S (et — e~

2. Végezze el a kovetkezd id6fiiggvények transzforméldsat a[0.1}9.2] Laplace-transzformécids tdblazatok
segitségével a t > 0 tartomédnyon!

(a) fi(t) =4e 2 2=

() folt) = 3(e* ™)

(c) A Laplace-transzformaltak valamint a kezdeti és végérték tétel segitségével vizsgélja meg az
f1(t) és az f1(t) fiiggvényeket!

(d) f3(t) = (t=3)1(t = 3)
(e) fa(t) =t1(t = 3)
() fs(t) = _Qtl( -3)
(8) folt) =
(h) f7(t) = e tcos2t
(i) fs(t) =e tsin2t
3. Hatarozza meg a kovetkez6 kifejezések idotartomanybeli megfelelGjét!
@) Fils) = -
0) B6) = iy
© 6= 573
(@ Fils) =
(©) Fo(s) = o5z
(0) Fols) = 57
(§) Frls) = 22
() Fy(s) = "
6) Fols) = 5
. s2+4s+4
0 Fols) = e+ 3 +9)
(k) Fii(s) = %
(1) Fia(s) = ——+5+1

(s+1)%(s+3)
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1.3.2. Megoldasok

1. (a) Fi(s) :2 . Re(s) > 0
(0) Fals) = Rels) > —4
(€) Fols) =~ Re(s) > 2
(@) Fals) = 5L Re(s) >0
(¢) Fs(s) = g+ Re(s) >0
() Fols) = 55+ Rels) >0
(@) Frls) = o Re(s)> 5
(h) Fi(s) = _8% . Re(s)> =5
2 (@) Fis) = 5o g
(0) Fals) = oo
(© 10)=6. filoc)=0, f(0)=0. faloc)=0
() Fyls) =™ ,
(©) Fifs) = e 202
@) Pl = ()
(®) Fols) = g5z -
(1) Fils) = b
() Fs(9) = 5y
30 @) Al =0,

(b) fa(t) = 5te1(t) ,

(c) fa(t) =2(e™" —e?)1(t),

1

(d) fa(t) = 51 —e™ 1),

(e) f5(t) = 2sin(5¢)1(¢) ,
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(f) fo(t) = Tcos(3t)1(2) ,

(g) fr(t) =0,538(t) + 0,125~ 2% 1(¢) |
(h) fs(t) = 2(1 +2t)1(¢) ,

(i) fo(t) = 2(cos 4t + sin4t)1(t) ,

0) o) = (e = Je 4 g )10,

(k) fi1(t) = (0.2e7" — 0,2 cos 3t + 0, 73sin 3¢)1(¢) ,

7 3

(1) fia(t) = (46—3t ~ 2t ;te_t) 1) |



2. fejezet

Hatasvazlatok atalakitasa

2.1. Attekintés

A hatasvézlat az iranyitastechnikai rendszer vazlat formajaban torténo megjelenitésre szolgalé grafikus
lefrasi méd. Osszetett rendszerek esetében a hatdsvézlatok egyenértéki atalakitdsdval és az egyes részek
eredo atviteli fliggvényeinek meghatarozasaval a teljes rendszer eredo atviteli fliggvénye meghatdrozhaté.

A kovetkezokben roviden osszefoglaljuk az alapkapcsoldsok eredd atviteli fliggvényeit és a fontosabb
helyettesito kapcsoldsokat.

2.1.1. Alapkapcsolasok eredo atviteli fiiggvénye

Egy tag
u(s) ¥(s)
—» G(s) ————»
G(s) = y(s)

Sorosan kapcsolt tagok

u(s) x(s) y(s)
— EE—

Gi(s) ——» Gals)

Parhuzamosan kapcsolt tagok

x:(s)

= Gy(s)
u(s) o)

17
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Visszacsatolt kor

w(s) + e(s) 6.5) u(s) 6.5) ¥(s) .

T

Gn(s) e ———

2.1.2. Helyettesito kapcsolasok

A helyettesito kapcsolasok alkalmazdsakor az atalakitds elott és utan a médositott tagesoport bemenetein
és kimenetein ugyanazoknak a jeleknek kell megjelenniiik.

Osszegzok felcserélése, 6sszevondsa, szétbontasa

z(s)
+

uis) +_ _ u(sky(s)t  u(s)-y(s)+z(s) - u(s) +  _ u(syz(sH _, u(s)}y(s)+z(s) &5 u(s) + X u(s)-y(s)+z(s)
y(s) z(s) Z(s) ¥(s) ¥s)

Sorosan kapcsolt tagok felcserélése, 6sszevondsa, szétbontdsa

u(s) Gi(s) u(s)Gi(s) Gas) u(8)G1(s)Gz(s)
)
u(s) Gy(s) u(s)Ga(s) - Gys) u(s)G1(s)Ga(s)

u(s) o] Gi(5)Ga(s) u(S)G1(S)Gy(S) "
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Parhuzamosan kapcsolt tagok atalakitasa

u(s) . Gys) u(s)Gs(s) . U(S}(G1(3)+G:2(3£
+
u(s)Gz(s)
L Gz(E)
|}
u(s) ol Gi(s)+Gafs) U(S)(G1(3}+Gﬁ(5)}=
)
u(s) Gi(s) u(s)Gi(s) e U(S)(GI(SJ+GQ(S))=
GQS

s u(s)Ge(s)

Tag és Osszegzo felcserélése

u(s) u(s)G(s) + u(s)G(s)-y(s)

y(s) T
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Tag és elagazas felcserélése

u(s) G(s) u(s)G(s) us) G(s) u(s)G(s)
el
u(s)G(s) &) u(s)G(s)

Elagazas és tag felcserélése

u(s) . Gls) u(s)G(s) uis) Gis) u{s]G(s)__:
el
u(s) 1 u(s)
- G(s)

Osszegzo és elagazas felcserélése

u(s)-y(s) + u(s)-y(s)
u(s) + u(s)-y(s) - u(s) e, u(s)ky(s).
ol y(s) j

Elagazas és Osszegzo felcserélése

u(s)

= U(S)-y(sg_r -
¥(s) ¥(s)

Megjegyezziik, hogy az utolsé két atalakitasi 1épés, azaz az elagazas és 0sszegzo felcserélésének alkal-
mazasa lehetoség szerint keriilendo, mivel jelentosen byonyolitja a hatasvéazlatot.
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2.2. Kidolgozott feladatok

1. Hatédrozza meg az alabbi rendszer ered6 atviteli fiiggvényét!

s)

A feladat megoldasahoz az egymaésba atlapolédé két, Hy és Ho taggokkal vald visszacsatolast és
a G4 taggal torténo elorecsatolast kell szétvalasztani. A harmadik visszacsatolds, melynél nincsen
jelformdlé tag, nem lapolodik at mas kapcsolasokkal, igy csak a legvégén kell figyelembe venni.
A megoldds menete, azaz milyen sorrendben és mely hatdspontok athelyezésével csatoljuk szét a
koroket, tetszoleges. A végeredményként meghatdrozandd eredo atviteli fiiggvénynek a levezetés
menetétol fiiggetleniil ugyanannak kell lennie. Azonban azt a gyakorlati szabalyt, mely szerint
Osszegzot és elagazast nem cseréliink fel, érdemes betartani. Az attekinthetobb jelolés érdekében
az atalakitast magyarazé, piros szinnel jelolt 1épéseknél az s argumentum nem keriilt feltiintetésre.

Legyen az elso 1épés a pirossal bekarikdzott 0sszegzo athelyezése a G tag elé.

Az dtalakitas sordn megvéltoztatandé atviteli fiiggvény meghatarozdsahoz jeloljiik a valtoztatdssal
érintett rész bemend jeleit a-val és b-vel, majd kovetve a jeleket, a rész kimenete aG, —bHy lesz. Az
atalakitas utan ugyanezeket a bemeneteket és kimenetet kell kapnunk ennél a tagcsoportnal. Fel-
hasznélva ezt, és visszafelé kovetkeztetve a kimeneti jelbol, konnyen belathatd, hogy az atalakitds
elott a Hy atviteli fliggvénnyel jellemzett tagot kell Ho/G1-re médositani.

a

Kovetkezo 1épésként cseréljiik neg a masodik és harmadik Osszegzot, mely a helyettesito kap-
csolasoknal levezetetteknek megfeleléen, nem igényel médositést.
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> Ga(s)

.
uls) + A\ Y SN =y -yr) 4 ss)

Ha(s)/Gi(s)

H;(8){Gi(s)

Az atlapoldsok szétcsatolasdnak utolsé 1épéseként bontsuk szét a H; tagot tartalmazd legbelso
visszacsatolast és a G4 tagot tartalmazo elorecsatolast. Ebben az esetben is szabadon megvalaszthato,
hogy melyik hatdspont helyét médositjuk. Helyezziik at a visszacsatolas hatdspontjat az elorecsatolas
hataspontja elé az alabbi dbranak megfeleloen:

Ha(s)/Gi(s) |=

Mint az az abrardl leolvashatd, az dtalakitandé tagcsoport bemenete az a jel, kimenetei pedig az
aGs és az aGoHy jelek. A moédositando atviteli fliggvényt ebben az esetben is a valtozatlanul ma-
radé kimenetekbol vezethetjiik le. Belathatd, hogy a visszacsatolasban 1évo tag atviteli fliggvényét
kell H;Go-re modositani:

> Gu(s)

sl s G |5 e

Az igy kapott hatdsvéazlat mar nem tartalmaz atlapolasokat, igy a visszacsatolasokra és az elorecsatolésra
alkalmazhatjuk az eredojiik meghatérozasara levezetett képleteket. Irjuk fel a legbelso visszacsa-
tolds (piros kor, bal oldalt) és az elorecsatolds (kék kor, jobb oldalt) eredojét:
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Ha(s)/Gi(s)

A visszacsatolds ereddje:

Gl(S)
1 + Gl(S)GQ(S)Hl(S) ’

le(s) =

az elorecsatolas eredoje:
Ge(s) = Ga(s)G3(s) + Gals)

az egyszerusitett hatdsvézlat:

+ + 61 ’—|
= 1+G1(S)§‘i)(8)62(8) [ Guosered [P

Ha(s)Ga(s)

A

Az utolsé két 1épés a két visszacsatolds ereddjének meghatarozasa. Legyen G,o(s) a belso vissza-
csatolds eredgje:

u(s) +

L Ga(5)Gs(s)+Gals) ‘H(S)
T+G1(SH:(3)Ga(5) T PR T

G1(s)(G2(s)Gs(s)+Ga(s))

G _ 1G4 (5)Ga (5) Hi(s) G1(5)G2(s5)G3(s) + G1(s)Ga(s)
v2(8) =

G1(s)(G2(s8)G3(8)+G4(s)) Ha(s
1+ lalglz(i))c23(( ))H1(4)( ) Gfgg) 1+ G1(s)G2(s)Hi(s) + G2(s)G3(s)Ha(s) + Ga(s)Ha(s)

A teljes rendszer eredo dtviteli fliggvénye:

G1(5)G2(5)G3(5)+G1(s)Ga(s)
Ge(s) = 1+G1(5)G2(s)Hi(s)+G2(s)Gs(s) Ha(s)+Ga(s)Ha(s)
€ - 1+ G1(5)G2(5)G3(8)+G1(s)Gals)
1+G1(S)GQ(S)Hl(S)+G2(S)G3(S)H2(S)+G4(S)H2(S)

_ G1(s)G2(s)Gs(s) + G1(s)Ga(s)
14+ G1(s)Ga(s)H1(s) + G1(s)Ga(s) + G1(s)G2(s)G3(s) + G2(s)G3(s)Ha(s) + Ga(s)Ha(s)

A kiindulési abra és a kapott eredo atviteli fiiggvény Gsszehasonlitdsdval leellenorizhetjiik a kapott
eredményt. A szamlaloban az eloremeno agak ereddje szerepel, mig a nevezoben az egyes eloremendo
agak és visszatéro agak eredo atviteli fiiggvényeinek 6sszegei.
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2. Hatarozzuk meg az alabbi tagcsoport eredo atviteli fliggvényét!

"

- G1(S)
+
o |k + o
s) 2(8)
it Hi(s) |
Hal(s) |

Elso 1épésként végezziik el a parhuzamosan visszacsatolt agak Osszegzését:

+ ) H1(S) -
] Ha(s) |

Majd cseréljiik meg az Gsszegzoket:

2

Hi(s)-Ha(s)

Igy megsziintettiik az elorecsatolds és a visszacsatolds atlapoldsdt, és felirhatjuk elobb ezek ereddjét,
majd a teljes tagcsoport eredo atviteli fliggvényét:

u(s)

1+Go(s)(Hi(s)-Ho(s))

Ga(s)(Gi(s)+1)

azaz az eredo atviteli fliggvény:

Hi(s)-Ha(s)

Hs)
—

GQ(S) + GQ(S)Gl(S)

Ge(s)

T 1+ Ga(s)Hi(s) — Ga(s)Ha(s) '

amely konnyen értelmezheto a kiindulasi abra alapjéan.

yis)
— =
o ws)
—
¥(s)
¥(s) : -

- el |y,
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3. Hatarozzuk meg az alabbi tagcsoport eredo atviteli fliggvényét

Ga(s)
M 63(5} Gﬂ.(S) i'(S)
) Gi(s)
Hs(s)
Hi(s) |-
ha
1 2 1 1
Gi(s) =2, Gals)= -, Gals)=3. Cals)

-  m
5541’ 1(5)

s+1’ 2(5) 2541

Végezziik el eloszor a parhuzamosan kapcesolt G és Ga tagok (piros kor, bal oldalt), valamint belso
kor (kék kor, jobb oldalt) eredd atviteli fiiggvényének meghatdrozdsat:

Ga(s) > Gd(s)\ z)

Ha(s)
t y(s)
u(s) Gi(s)+Ga(s) —» 1+§3}$E§;§f}g(gj .
Hi(s)
ahol
1 8s+1
Gyls) = Gr(s) + Cals) = 24 - = ‘I
Gy(s) = Gs(s)Ga(s) _ 3% B 125+ 6
P T T Ga(5)Ga(s) Has) 1432 1

ST T 10824+ 7s+7
Az eredo atviteli fliggvény:

Cule) = — GGl (G (5) + Ga(5)) G () Gas)
N 14+ G,(s)Go(s)Hi(s) 14+ G3(s)Ga(s)Ha(s) + (Gi(s) + G2(s))G3(s)Ga(s)Hi(s)

Behelyettesités utdn az eredo atviteli fiiggvény:

12546 8s+1

12546 8s+1 1
G (S) _ 10s2+7s+7 4s 10s24+7s+7 4s s+1 _
€ - 14 12546  8s+1 1 = 105247547 4s s+1 4 12546  8s+1 1
1082+7s+7 4s s+1 10s24+7s+7 4s s+1 10s24+7s+7 4s s+1
(12546)(8s+1)
B (1052175 +7)4s(s+1) B (125 +6)(8s+ 1)
T (1052+47s+7)4s(s+1) + (125+6)(8s+1) -
(10s2+75+7)4s(s+1) (

2
107 7a ) Ao T) (10s2+7s+T7)4s(s+ 1)+ (125 +6)(8s + 1)
9653 + 15652 + 665 + 6

T 40s% + 6853 + 15252 | 885 1 6
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2.3. Gyakorlé feladatok hatasvazlatok atalakitasa témakorébol

2.3.1. Feladatok

1. Hatarozza meg az eredo atviteli fliggvényt az alabbi esetekben!

(a)
L}

u(s)

u(s)

y(S)=

o

»s).

()

- G](S)
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ok

2. Hatdrozza meg az eredo erositést az alabbi esetben!

() .

u(s)

'+

y(S)=

27

3. Hatéarozza meg, hogy az aldbbi visszacsatolt rendszerekben hogyan fiigg az (a) példandl az y.(s)
kimenet a (b) példéndl az y(s) kimenet a w(s) és u,(s) bemenetektol!

U,(8S)

Gz(s)

z(s)

&{T—A Gi(s)

Gp(s)

y(s)+ X yAs)

—
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) Gys) (HS

WL'—T—L“ o), o) [US£d o Gy [USL
Gn(s)

2.3.2. Megoldasok
1. (a)

Gl(S)GQ(S) + Gl(S)GQ(S)HQ(S)

Gels) = 14 Gi(s) + G1(s)Ga(s)Hi(s) + Ha(s) + G1(s)Ha(s) + G1(s)Ga(s)H1(s)Ha(s) + G1(s)Ga(s)Ha(s)

o Gl(S)GQ(S)Gg(S) + Gg(S)G4(S)
(b) Gels) = 14+ Gs(s)Ha(s) + Ga(s)G5(s)H1(s)

B G (5)Gia(5)G(5)
1+ G4 (S) + Gg(S) + Gl(S)G3(S) + GQ(S)Hl (S)

_ G1(5)G2(5)Gs(s)
1+ G3(s)Ha(s) + G1(s)Ga(s) + G2(s)Gs(s)Hy(s)

_ Gl(S)GQ(S)
1 + Gl(s)GQ(S)HQ(S) + GQ(S) + Gl(S)GQ(S) + Gl(S)GQ(S)Hl(S)

G1 (S)GQ(S) + G1 (S)Gg (S)

(f) Gels) = 1 G1(s)Ga(s)Ha(s) + G1(s)Gs(s)Ha(s) + G1(s)Ga(s)Hi(s) + G1(s)G3(s)Hi(s)
2 () Gulo) = o

(0) Guls) = et 20
3. (&) p:(s) = 5 f éic’;éiw Ty f(()g() «(0)

) yls) = 13 G(jgifé(jfs(;é7,z(5)w(s) 1T GG(S(;C)?ffns;ém(S) ue)



3. fejezet

Dinamikus tagok

3.1. Elméleti attekintés

3.1.1. Bemenet-kimenet modell, atviteli fliggvény

Az irdnyitastechnikai rendszerekben eloforduld elemeket - linedris viselkedést feltételezve - linedris dif-
ferencidlegyenlet formdaji modellekkel irhatjuk le. Amennyiben nincs lehetoség a vizsgélt tag belso
Osszefiiggéseinek megadasara, akkor a bemenetek és a kimenetek kozotti Osszefiiggések segitségével irjuk
le a tag viselkedését.

Az egy-bemeneti, egy-kimeneti, linearis mikodést, holtido mentes tag modellje a kovetkezo alakban
adhaté meg:

any™ (t) + an_ly("_l)(t) NS aly(l)(t) + agy(t) = by (™) (t) + - - - + bou(t)
ahol
y(t) - a kimend jel,
u(t) - a bemend jel,

, diz(t
@ (t) = ;t(z), r=yvagyu, i=1,...,n,

ai,b; - konstans egyiitthatok.

Erre az egyenletre a tovdbbiakban bemenet-kimenet modellként - roviditve I/O modell - fogunk hi-
vatkozni.

Az atviteli fliiggvény a dinamikus tag operator tartoménybeli modellje. Meghatarozasdhoz elso 1épésként
Laplace-transzformaljuk a bemenet-kimenet modell altalanos alakjat zérus kezdeti feltételek mellett, majd
fejezziik ki ebbol a kimenetek és a bemenetek kozotti kapcesolatot.

‘C(y(t)) bys™ + bm_lsmfl + -+ by

G(s) = -
)= Z0®) |.py~ ans® Fansm T Fars b ao

Az atviteli fiiggvény szokdasos jellései:

Gloy = Y5 _ ) _ =()

U(s) als)  p(s)
A felsorolas masodik alakja a bemenet-kimenet modell egyttthatéival felirt raciondlis tortfiiggvényre,
mig a harmadik a szamlélé illetve nevezobeli polinomok gycktényezos alakban torténo megadasara utal.
Irdnyitastechnikdban a nevezo polinomjanak gyokeit pdlusoknak, a szamlélé polinomjanak gyokeit zérushelyeknek
nevezzik.
Belathato, hogy egy dinamikus tag dtviteli fliggvénye (G(s)) és silyfiiggvénye (h(t)) kozott az aldbbi
Osszefiiggés van

h(t) = L7(G(s)) & G(s) = L(h(1))

29
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Belathaté, hogy a bemend jelek kozotti Osszefiiggés kovetkeztében linedris rendszereknél az alabbi
Osszefiiggések adhatok meg az atmeneti fliggvény, a silyfiiggvény és az atviteli fliggvény kozott:

Y(s) = G(s)U(s) = G(s)~ = y(t) = £ {GS)} _ / h(r)dr
0

A megadott Osszefiiggések ismeretében is fontos még egyszer kiemelni, hogy az atviteli fliggvény a tag
operator tartomanybeli modellje, a silyfliggvény és az dtmeneti fliggvény a jelformdlé tagnak, egy-egy
specidlis bemenetre (egységimpulzusra, illetve egységugrasra) adott idotartomdnybeli valaszfiiggvényei.
Azonban az atviteli fiiggvény és a sulyfliggvény kozott, a Laplace- és az inverz Laplace-transzformécié
segitségével értelmezett szoros kapcsolat miatt, szokas a sulyfliggvényt, mint idotartomanybeli modellt
is haszndlni.

3.1.2. Dinamikus tagok

A bemenet-kimenet modell dltaldnos alakjabdl kiindulva, a figyelembe vett derivaltak alapjan kiilonb6zo
viselkedésti dinamikus tagokat hatdrozhatunk meg, melyeket a kovetkezokben foglalunk Gssze.
Legyen a bemenet-kimenet modell az aldbbi egyszerisitett alaku:

any™ (t) + an—1y™ V() + - + a1y (£) + aoy(t) = boul(t)

Tegyiik fel, hogy itt és a kovetkezokben targyalt valamennyi differencidl egyenlet modellel leirhaté tag
esetében a kezdeti feltételek zérussal egyenloek. Ekkor az atviteli fiiggvény a kévetkezo lesz:

bo
ApS™ + Ap_18" " 4 Fa1s +ag

G(s) =

A tagok csoportositasat a viselkedésiik jellege és a nevezo derivélasi fokszamanak, n-nek az értéke alapjan
végezzik el.

Ardnyos viselkedési tagok

Nulladrendii tag

I/0 modell: apy(t) = bou(t)

Legyen ag, by # 0 ekkor y(t) = Ku(t), ahol K = —
Y(s)

Atviteli fiiggvény: G(s) = () =K
s

A tagnak egy paramétere van: az erdsités, K, mely a vélaszfiiggvénynek valamely jellemzojét (pl.
tertiletét, amplitiddjat, meredekségét) hatdrozza meg.

Elsorendu tag

1/0 modell: a;y™ (t) + agy(t) = bou(t).

b
Legyen ay,ag, by # 0 ekkor 7y (t) 4+ y(t) = Ku(t), ahol K = a—o , T = %
0 0
' Y K
Atviteli fiiggvény: G(s) = Ug -

A tagnak két paramétere van: a nulladrendi tagnél bevezetett K erosités, és a tag dinamikai viselkedését
meghatarozo T idodllandd.

Maisodrendi tag

I/0 modell: apy® (t) + a1y (t) + aoy(t) = bou(t).

Legyen as, a1, ag,bg # 0 ekkor
b

T2y (t) + 26Ty (1) + y(t) = Ku(t), ahol K = > | T= /22 2e7=""2,
Qo aon ao
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Y(s) K Kuw?
U(s) T2s2+26Ts+1 52+ 26w,s +w?

A tagnak hirom paramétere van: az erosités (K), az idodllandé (T') és a tag tranziensének jellegét
(simulé vagy lengd) meghatérozé csillapitdsi tényezo, melynek jele €. Az idoallandé helyett gyakran
annak reciprokat haszndljuk, melyet természetes frekvencidnak neveziink és w,-nel jeldlink.

Atviteli fiiggvény: G(s) =

Integrdlé jellegi tagok
Tiszta integral6 tag

(t).

) = Tilu(t), abol 7; = 3+
Ys) 1 K,

U(s) Trs s

,,,,,,

/0 modell: a;y™(t) = bou

Legyen ay, by # 0 ekkor ™) o

Atviteli fiiggvény: G(s) =

1
integrdldsi erositést: Ky = —.
17
Egytarolds integral6 tag
I/0 modell: apy® (t) + ary™(t) = bou(t).

Legyen as, a1, by # 0 ekkor T3y (t) + T1y™M (t) = u(t), ahol T} = $7T2 =4 /%.
0
1

b
Y(s) 1 11
U(s) T3s2+Tis Trs(Ts+1)

Atviteli fiiggvény: G(s) =

T2
ahol Ty =T, T = ?2
1
Az egytarolos integrald tagot tehat egy tiszta integréald és egy elsorendu tag sorbakapcsoldsaval allithatjuk
elo, és ennek megfeleloen értelmezziik a paramétereit.
Az egytarolds integrals tag altalanositasaval értelmezhetjiik a magasabb rendi integral jellegl tago-

kat.

Derivalo jellegi tagok
Tiszta derivald tag

I/0 modell: agy(t) = byuM ().

b
Legyen ag, by # 0 ekkor y(t) = TpuV(t), ahol Tp = -
ao
( Y
Atviteli fiiggvény: G(s) = ngi =Tphs

A tagnak egy paramétere van: a Tp derivaldsi idodllando.
A tag nem felel meg az okségi szabdlynak, igy csak elméleti jellegti vizsgdlatokhoz hasznalhatd.

Egytarolés derivalé tag

1/0 modell: a;y™M(t) + apy(t) = brulV(t).

b
Legyen ay,ag, by # 0 ekkor TyM (¢) 4+ y(t) = TpuM (), ahol Tp = —, T = a
ap Qg
. Y T
Atviteli fiiggvény: G(s) = Ugg = Tslfl

Az egytarolé derivald tagot tehat egy tiszta derivald és egy elsorendil tag sorbakapcsoldsaval allithatjuk
elo, és ennek megfeleloen értelmezziik a paramétereit. Belathatd, hogy a ?D arany novelésével a tag

kozeliti a tiszta derivald tag viselkedését.
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3.2. Kidolgozott feladatok

1. Hatdrozza meg az alabbi bemenet - kimenet modellel jellemzett tag paramétereit és adja meg az
atmeneti fiiggvényét!

6y (¢) + 2y(t) = 4u(t)

A megoldds menete:

Az atviteli fiiggvény:

_Y(s) 42 K
) =06 “sr2 3571 (_ Ts+1)

A tag paraméterei erosités K = 2, idoallandé 7 = 3s.
Atmeneti fiiggyvény esetén a bemend jel u(t) = 1(¢). A kimenet meghatdrozasa:

2 1 2

Y(8)=CGOU) = 3295 = 5@t D)

2 A B

SZS(3S+1) ;+35+1

2=ABs+1)+Bs = A=2 B=-6

1 1 1 1
Y(s)=2=—6 —o(io
() s 3s+1 (s s+1/3>

t

y(t) = L7HY (s)} = 2 (1(t) - e*é) , >0

Az dtmeneti fiiggvény viselkedésének vizsgalata:

4

2. Legyen az elsorendii tag atviteli fliggvénye: G(s) = ok
s

Hatarozza meg a tag paramétereit!
Csatolja vissza negativan a tagot, és adja meg a visszacsatolt rendszer paramétereit és hatarozza
meg a sulyfiiggvényét!

A megoldds menete:
A tag paraméterei:

4 2 K
G = = =
(¥) =573 o,5s+1< Ts+1)

tehdt az erosités, K = 2 és az idoalland6 ™ = 0, 5.
A visszacsatolt tag eredo atviteli fliggvénye:

2
G(s)  OBstT 2

G = = =
(s) 1+ G(s) 1+T§+1 0,55+ 3
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azaz az eredo erosités, vagyis a hurok atviteli tényezo: K. = % = 0,67, a visszacsatolt rendszer
idééllandéja 7. = %2 = 0, 167s.

A visszacsatolt rendszer védlasza Dirac-impulzus bemenetre, vagyis a stlyfiiggvény meghatarozésa:

Y(s) = G(s)U(s) = ﬁ% 1
ht) = L7HY ()} = £ {052;3} Y {iG} B

3. Legyen adott két elsorend tag az alabbi atviteli fiiggvénnyel:

1 2

Gis) =7 0=

Csatolja parhuzamosan a két tagot és adja meg a kapott tagcsoport bemenet - kimenet modelljét,
paramétereit és dtmeneti fliggvényét!

A megoldds menete:
A parhuzamosan csatolt rendszer eredo atviteli fliggvénye:

1 N 2 6s5+3
s+1 4s+1 4s2+5s+1

Ge(5) = G1(s) + Ga(s) =

A tagcsoport eredo bemenet - kimenet modellje:

Y (s) 65+ 3

45%Y (s) + 5sY (s) + Y (s) = 65U (s) 4 3U (s)
4y () + 5y (s) + y(t) = 6uV) (t) + 3u(t)

A parhuzamosan csatolt elsorendii rendszerek eredojeként tehat olyan masodrendi rendszer alakult
ki, melynek a szamlaléjaban elsofoku polinom szerepel. Az eredd tagcesoport paraméterei:

3(2s 4 1)

Gels) = 12 155 1 1

K.=3, T.=2, (=125, T,,=2

A dtmeneti fliggvény:

6s+ 3 1

Y(s) = Ge(s)U(s) = 12 + 55+ 1 s

Parcidlis tortekre bontas az inverz-Laplace transzformécidhoz:

6s + 3 A B C

s(s+1)(4s + 1) PRI o

6s+3=A(s+1)(4s+1)+ Bs(4s+ 1)+ Cs(s+1)

_ 65+ 3
(s +1)(ds + 1) —

Y()—3+ —1+—8 _31 1 1 2 1
s s s+1 4s+1 s 3s+1 3s+4+0,25

— 1 o= %3

_3 p_— 6s + 3
s(s+1)

=— - = _8
s—0 s(4s+1)

s=—0,25

Az dtmeneti fiiggvény:

1 2
y(t) =3 (1(15) - geft - 360’25t) =3—e =270 >0
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uy

= bemend jel

exp(-t)
exp(-0,25t)

atmeneti fliggvény

T T T T T
0 5 10 15 20 tls)

4. Legyen adott két elsorendu tag az aldbbi atviteli fliggvénnyel:

1 2

Cils) = ;7 Gl8) =7

Csatolja sorosan a két tagot és adja meg a kapott tagcsoport bemenet - kimenet modelljét, pa-
ramétereit és a sulyfliggvényét!

A megoldds menete:
A sorosan csatolt rendszer eredd atviteli fliggvénye:

1 2 2
s+1 4s+1 4s2+5s+1

Ge(s) = Gi(s) - Ga(s) =

A tagcsoport eredo bemenet - kimenet modellje:

Y(s) 2

Gels) = T5) ~ 1755 11

45%Y (s) + 5sY (s) + Y (s) = 2U(s)

4y (1) + 5y (s) +y(t) = 2u(t)
A sorosan csatolt elsorendl rendszerek ereddjeként tehdt olyan maéasodrendi rendszer alakult ki,
melynek a szamlaléjaban csak konstans szerepel. Az eredo tagcsoport paraméterei:

2

Gels) = 452 +5s5+1

K.=2 T.=2 ¢=1,25

A silyfiiggvény:

Y (s) = Gu(s)U(s) = m 1

Parcialis tortekre bontas az inverz-Laplace transzformdaciéhoz:

0,5 A B

(s+1)(s+0,25) s+1+3+0,25

0,5=A(s+0,25)+ B(s+ 1)

0,5 2 0,5 2
Cs+0,25|,_ , 3 s+ 1]_ 505 3
2 1 2 1
Y(s)=—= z
) =371 35703
A silyfiiggvény:
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-

o lekrték

: —exp()
04 \ \ exp(-0,25%)
k\\ —siilyfiiggvény
0,2

T
0 2 4 & 8 10 1d5(s)

4

T 0,552+25+1,5
és sebességugras-valasz fliggvényét!

5. Hatédrozza meg a G(s)

tag paramétereit, dtmeneti fiiggvényét, sulyfliggvényét

A megoldds menete:
A paraméterek meghatarozasa az w, természetes frekvencia kifejezésével:

4 8 Kuw,
G(s) = = =
0,582 +2s+ 1,5 s2+4s+3 2+ 2w,s+ w2
innen:
8 2v/3
wp =v3=1,73 K:§:2,67 €= ‘{:1,15
vagy a T idoallandora rendezve:
4 8 K
0,552 +2s+1,5 352+ 3s+1  T2s>+2{Ts+1
innen:
1 8 23
T=-—=0,58 K=-=267 5=i:1,15
V3 3 3

4 1 4 A B C
Y(s) = = )
(s) = G(s)U(s) (0,551 0,5)(5+3)s s 055105  5+3

T 0,552 +25+ 1,5 s

4= A(0,55+0,5)(s +3)+ Bs(s+3)+ Cs(0,5s +0,5)

_ 4 _ 48
© (0,55+0,5)(s+3)|,_, 1,5 3
4 4
B = = = -2
s(s+3) |-y (=D(=1+43)
o 4 - 4 4
©5(0,55+0,5)|__3 (=3)(=1,5+0,5) 3
81 1 4 1 81 1 4 1
Y(s) = + -2

“3s 0,554+0,5 3s+3 3s s+l 3s5+3
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4 4 A B
S) = . = = —+
0,582 +2s+1,5 (0,55s+0,5)(s+3) 0,55+0,5 s+3

4= A(s+3)+ B(0,5s+0,5)

4 4
Cos+3|,_, -143
p—__ 4+ L
0,55 +0,5|,__5 (=1,5+0,5)
1 1 1 1
Y(s)=2 —4 = 4( — )
0,554+ 0,5 s+ 3 s+1 s+3
h(t) =4(e™" —e™3t)
Sebességugras valaszfliggvény:
4 1 4
Y(s) =G(s)U(s) = ==
(5)=GUG) = 55795715 &2 (0,55 +0,5)(s + 352
A B C D
Yis)= =+ 2
(s) 52+5+0,55+0,5+5+3

4 = A(0,55 +0,5)(s + 3) + Bs(0,55 + 0,5)(s + 3) + Cs*(s + 3) + Ds*(0,55 + 0, 5)

_ 4 _ 48
~ (0,55+0,5)(s+3)|,_, 1,5 3
-+ S
s2(s+3)|,_, 1(-1+3)
4 4 4

D - - @ —-_Z
9(-1,5+0,5) 9

- 52(0,55 +0,5) | ,__4

8 4
4= 5(0,53 +0,5)(s +3) + Bs(0,55 4+ 0,5)(s + 3) + 25*(s + 3) — §52(0,55 +0,5)

T 32

legyen s =1
32 4 32
3 + + 9 9
1 21 1 4 1
Y(s)—8 _377_,_2 - =
9 s 0,5s4+0,5 9s+4+3

8 4 1
t)=-(t—=1(t)+1,5e7 " — —e™ 3
y(t) 3< 1) +1,5e7" — e
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3.3. Feladatok az atmeneti fiiggvény és a silyfiiggvény meghatarozasara

3.3.1. Feladatok
1. Legyen adott a 8y (t) + 16y(t) = 4u(t) bemenet-kimenet modellel jellemzett tag.

(a) Hatdrozza meg a tag paramétereit és ezek segitségével vazolja fel az dtmeneti és stlyfliggvényét!
(b) Laplace-transzformécié segitségével hatdrozza meg a tag dtmeneti fiiggvényét!

(c)

(d) Laplace-transzformécié segitségével hatdrozza meg a tag silyfiiggvényét!
(e)

(f)

c) A végértéktétel alapjan mutassa meg, hogy hova tart az dtmeneti fliggvény!
A végértéktétel alapjan mutassa meg, hogy hova tart a silyfiiggvény!

Laplace-transzformacio segitségével hatarozza meg a tag sebességugras-valasz fliggvényét!
2. Legyen adott a 4y(M () — y(t) = 2u(t) bemenet-kimenet modellel jellemzett tag.

(a) Hatdrozza meg a tag paramétereit és ezek segitségével vazolja fel az dtmeneti és stlyfliggvényét!
(b) Laplace-transzformécié segitségével hatdrozza meg a tag dtmeneti fiiggvényét!
(¢) A végértéktétel alapjdn mutassa meg, hogy hova tart az dtmeneti fliggvény!
(d) Laplace-transzformécié segitségével hatdrozza meg a tag silyfiiggvényét!
)

(e) A végértéktétel alapjan mutassa meg, hogy hova tart a silyfiiggvény!
3. Legyen adott a 4y (t) + 2y(t) = —u(t) bemenet-kimenet modellel jellemzett tag.

(a) Hatdrozza meg a tag paramétereit és ezek segitségével vizolja fel az dtmeneti és stilyfliggvényét!
(b) Laplace-transzformécié segitségével hatdrozza meg a tag dtmeneti fliggvényét!
(¢) A végértéktétel alapjdn mutassa meg, hogy hova tart az dtmeneti fliggvény!

)
)
(d) Laplace-transzformécié segitségével hatdrozza meg a tag silyfiiggvényét!
(e) A végértéktétel alapjan mutassa meg, hogy hova tart a silyfiiggvény!

)

(f) Laplace-transzformécié segitségével hatdrozza meg a tag sebességugras-vélasz fliggvényét!

4. Vesse 0ssze az 1.-3. példékban szereplo tagok paramétereit és atmeneti fiiggvényeik menetét! Adjon
magyardzatot a kiilonbségre a paraméterek fizikai értelmezése alapjan!

5. Legyen adott a 4y () + y(t) = 4u™M(t) + 2u(t) bemenet-kimenet modellel jellemzett tag.

(a) Hatédrozza meg a tag paramétereit és ezek segitségével vizolja fel az dtmeneti és silyfiiggvényét!
Laplace-transzformécié segitségével hatdrozza meg a tag dtmeneti fliggvényét!
Adja meg az dtmeneti fiiggvénynek a t = 0 és a t — oo felvett értékeit!

)
(c)
(d) Laplace-transzformécié segitségével hatérozza meg a tag stlyfiiggvényét!
) Adja meg a suilyfiiggvénynek a t = 0 és a t — oo felvett értékeit!

)

Az dtmeneti és a stlyfliggvényre kapott kifejezés alapjan ellenorizze az a) pontban felvdzolt
gorbéket!

(g) Laplace-transzformaci6 segitségével hatarozza meg a tag sebességugras-valasz fliggvényét!
6. Legyen adott az y™M(¢) + 3y(t) = 3uM(t) + 6u(t) bemenet-kimenet modellel jellemzett tag.
(a) Hatdrozza meg a tag paramétereit és ezek segitségével vizolja fel az dtmeneti és stilyfliggvényét!
(b) Laplace-transzformécié segitségével hatdrozza meg a tag dtmeneti fliggvényét!
(c) Laplace-transzforméci6 segitségével hatérozza meg a tag stlyfiiggvényét!
)

(d) Az &tmeneti és a stlyfliggvényre kapott kifejezés alapjan ellenorizze az a) pontban felvdzolt
gorbéket!

(e) Laplace-transzformécié segitségével hatarozza meg a tag sebességugrds-vélasz fiiggvényét!
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7. Legyen adott az 5y (t) + 2y(t) = 9uV) (t) 4 6u(t) bemenet-kimenet modellel jellemzett tag.

gorbéket!
(e) Laplace-transzformdacié segitségével hatarozza meg a tag sebességugréds-vélasz fiiggvényét!

s+2

8. Legyen adott G(s) = 25 5513

atviteli fliggvény.

(a) Hatédrozza meg a tag paramétereit és ezek segitségével vdzolja fel az dtmeneti és silyfiiggvényét!
(b

(c
(d) Az dtmeneti és a stlyfiiggvényre kapott kifejezés alapjan ellenorizze az a) pontban felvdzolt
gorbéket!

Laplace-transzformacio segitségével hatarozza meg a tag atmeneti fliiggvényét!
Laplace-transzformécié segitségével hatarozza meg a tag silyfiiggvényét!

)
)
)
)

(e) Laplace-transzformécié segitségével hatdrozza meg a tag sebességugrds-vélasz fiiggvényét!
9. Legyen adott az y® (t) + 8y (t) + 16y(t) = 4u(t) bemenet-kimenet modellel jellemzett tag!
(a) Hatdrozza meg a tag paramétereit és ezek segitségével vdzolja fel az dtmeneti és stlyfliggvényét!
(b
(c

(d) Az dtmeneti és a stlyfiiggvényre kapott kifejezés alapjan ellenorizze az a) pontban felvazolt
gorbéket!

Laplace-transzformacio segitségével hatarozza meg a tag atmeneti fliiggvényét!
Laplace-transzformécié segitségével hatarozza meg a tag silyfiiggvényét!

)
)
)
)

10. Legyen adott az 2y (t) 4+ 5y (t) + 2y(t) = 9uM(t) + 6u(t) bemenet-kimenet modellel jellemzett
tag.

a) Hatarozza meg a tag paramétereit és ezek segitségével vazolja fel az atmeneti és silyfiiggvényét!

(a)

(b) Laplace-transzformécié segitségével hatdrozza meg a tag dtmeneti fliggvényét!

(c) Laplace-transzforméacié segitségével hatdrozza meg a tag sulyfiiggvényét!
)

(d) Az &tmeneti és a stlyfliggvényre kapott kifejezés alapjan ellendrizze az a) pontban felvazolt
gorbéket!

(e) Laplace-transzformécié segitségével hatarozza meg a tag sebességugrds-vélasz fiiggvényét!

11. Legyen adott G(s) = atviteli fuggvény.

s2 445+ 3

a) Hatarozza meg a tag paramétereit és ezek segitségével vazolja fel az atmeneti és silyfiiggvényét!

(a)
(b) Laplace-transzformécié segitségével hatdrozza meg a tag dtmeneti fliggvényét!
(¢) Laplace-transzformécié segitségével hatdrozza meg a tag sulyfiiggvényét!

)

(d) Az dtmeneti és a stlyfiiggvényre kapott kifejezés alapjan ellendrizze az a) pontban felvdzolt
gorbéket!

(e) Laplace-transzformdcié segitségével hatarozza meg a tag sebességugrds-vélasz fiiggvényét!
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3.3.2. Megoldasok
1. (a) Erosités K = 0,25, idoallandé 7 = 0,5

(b) y(t) =0,25(1(t) =) ¢>0
(c) ltlim y(t) = 0,25 az erdsités értékéhez tart.
—00

(d) h(t) =0,5¢"2" t>0

(e) Jlim h(t) =

(f) y(t) =0,25(t —0,5-1(t) +0,5e %) ¢t >0
2. (a) Erosités K = —2, idoallandé 7 = —4

(b) y(t) = —2(1(t) + e %) t>0

)
)
(c) tlgn y(t) a végértéktétel nem alkalmazhatéd a pozitiv p6lus miatt!
(d) h(t) =0,5¢%%%" >0

) lim h(t) a végértéktétel nem alkalmazhaté a pozitiv pélus miatt!

3. (a) Erosités K = —0,5, idodllandé 7 = 2
(b) y(t) = —0,5(1(t) —e™>™) t>0
(c) 1m y(t) = —0,5 az erosités értékéhez tart.
(d)

(e)

(f)

h(t) = —0,25¢ %% >0
1mh() 0

f) y(t) = —0,5(t —2-1(t) + 2% ¢t >0

4. 1. példa: K =0,25, 7=0,5 az atmeneti fliggvény bedll az erosités értékéhez;

2. példa: K = —2, 7 = —4 a negativ idodllandé miatt nem redlis eset, de hatasara és az ugyancsak
negativ erGsités miatt, az atmeneti fliggvény a —oo tart;
3. példa: K =—0,5, 7=0,5 az dtmeneti fliggvény a negativ erosités érték miatt -0,5-hoz all be.
5. (a) Erosités K = 2, idééllandé 7 = 4, szdmléléhoz tartozé idéallandd T = 2
(b) y(t) = 2(1(¢) - 0 be™") >0
(c) y(0) =1(= ) y(o0) = 2(= K)
(d) h(t) =6(t )+o 25702 >0
(€) h(0) = oo(=4(t), h(c0) =0
(f) (valaszgorbék ellenorzése)
(8) y(t) =2(t = 2- 1(t) +2e7"%") £ >0
6. (a) Erosités K = 2, idoéllandé 7 = 1/3, szdmléléhoz tartozé idoallandé T = 0,5
(b) y(t) =2(1(¢) - 0567‘“) t>0
(c) y(0) =3(= K— ) y(o0) = 2(= K)
(d) R(t) = 3(5(t) — 6_3’&) t>0
(e) h(0) =oo(=4d(t)), h(oco) =0, de negativ értékekkel simul az x tengelyhez
(f) (vélaszgorbék ellenorzése)
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y(t) =20t — = - 1(t) + 6e*i”t) t>0

Erosités K = 3, idoédllandé 7 = 2, 5, szamléléhoz tartozoé idoallandé T'= 1,5

y(t) = 3(1(t) — 0,4e %4) ¢t >0
YO = L8(= K1), y(oo) = 3(= K)

h(t) =1,85(t) — 0,483 >0

h(0) = co(=4(t)), h(oco) =0, de negativ értékekkel simul az x tengelyhez
(valaszgorbék ellendrzése)

y(t) =3t —1(t)+e %) t>0

Erosités K = 0,667, idoallandé T' = 0, 816, csillapitasi tényezo & = 1,02 szamlaléhoz tartozéd
idoallandé T'= 0,5

2 1
y(t) = 3 1(t) —e "t + ge—l’“ t>0

h(t)=e ' —0,5e" 5 t>0
(valaszgorbék ellendrzése)
2 7 2 g5t

)=Zt——-1(t)+e b = Ze
y(t) = St— 5 1(t) + e = So

t>0
Erésités K = 0,25, idoallandé T = 0, 25, természetes frekvencia w,, = 4, csillapitasi tényezo
E=1
y(t) =0,25(1(t) —e * —te™™ >0
h(t) =4te™™ t>0
(valaszgorbék ellendrzése)
2 7

2
y(t) = 35 1(t)+e b — §6_1’5t t>0

Ercsités K = 3, idoallandé T = 1, természetes frekvencia w, = 1, csillapitasi tényezo £ = 1,25
szamlaléhoz tartozé idoallandé T'= 1,5

y(t) =3-1(t) —e "% 4272 >0

h(t) = 0,57 %% —4e™2 ¢t >0

y(t) =3t —3-1(t) + 27" 72 >0

(valaszgorbék ellendrzése)

Erosités K = 4/3, idoallandé T = 0,577, természetes frekvencia w, = 1,732, csillapitdsi
tényezo & = 1,15
4 t, 2 3
y(t)=§~1(t)—26 +§e t>0
h(t) =2e7t =273 >0
(valaszgorbék ellendrzése)

4 16 2
)= —t— —-1(t)+ 2t —Ze 3 ¢>
y(t) =5t = 5 1) 27 = ST 120



4. fejezet

Frekvenciatartomany

4.1. Elméleti attekintés

Az irdnyitastechnikai rendszerek vizsgilatdt ido- és operdtortartomény mellett érdemes frekvenciatar-
tomanyban is elvégezni. Ha ismerjiik egy rendszer bemeno és kimeno jelének frekvenciafiiggvényét, akkor
az idotartoméanyba vald visszatérés nélkiil kovetkeztethetiink a rendszer idobeli viselkedésére.

4.1.1. A frekvenciatviteli fiiggvény
Legyen a bemeno jel egy B amplitaddju, wy frekvenciaju és ¢, = 0 fazisu szinuszos jel:
u(t) = Bsinwgt .

Erre vélaszként a kimeneten egy K amplitudéjd, szintén wy frekvencidju szinuszos jel jelenik meg, aminek
a bemend jelhez képest o faziseltoldsa (késleltetése vagy siettetése) lesz:

y(t) = K sin(wot + ¢r).

Hatarozzuk meg a kimenetet frekvenciatartomanyban a bemenet és a jelformdlé tag tulajdonsagainak
fiiggvénéyben. Irjuk fel ehhez eloszor a frekvenciafiiggvényeket exponencidlis alakban. A bemend jel:

u(t) = Bsinwot = Im(B(wp)e’?* @) et = Im(U (jw)e’™?)
ahol
B(wp) a bemend jel amplitiddja, ami lehet konstans vagy a frekvenciafiiggvényében véltozo;

U(jw) = B(wp)el?«0) az amplitidét és a kezdeti faziseltolds szoget tartalmazé komplex kifejezés, a
bemeno jel t = 0 idopillanathoz tartozé komplex vektora.

A kimeno jel hasonlé médon felirva:

y(t) = K sin(eot + o) = Im(K (0)e? P+ “0ed") = Im(¥ (juo)e?™!)

Operatortartomanyban az atviteli fliggvényt a kovetkezo médon értelmeztiik:
Y(s)
U(S) z.k.f.

Az atviteli fliggvény ismeretében a kimenetet a kovetkezo mddon lehet meghatéarozni:

Y(s) = G(s)U(s)

G(s) =

Analég médon képezziik a szinuszos kimeno jel és bemeno jel exponencialis alakban felirt hanyadosat, és
jeloljiik ezt G(jw)-val:
Y(jw)et Y (jw)

W) = S = A(w)el?@)
GO = Gt =~ UGw) AW

ahol
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Awy) = 9/ a kimend és a bemend jelek amplitudéviszonyat kifejezo abszolut érték;

p(wo) = pr(wo) — pp(wo) a faziseltoldsok killonbségét megadd fazisszog.

Az igy bevezett G(jw)-t a jelformdld tag frekvenciadtviteli figgvényének nevezziik és a frekvenciatar-

tomanyban hasonléan alkalmazhatjuk a jeldtviteli tag jellemzésére, mint az atviteli fliggvényt az operatortartomanyban.
Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

Y(jw) = [V (jw)|£Y (jw)

ahol |Y (jw)| a jel amplitudéja és LY (jw) a jel fazisa.
Legyen G(s) a tag atviteli fliggvénye, ekkor a kimenetet a kovetkezo mdédon tudjuk meghatdrozni:

Y(jw) = G(jw)U (jw)
ahol a kimeno jel amplituddja:

Y (jw)l = 1G] - [U(Gw)]
fazisa:

Y (jw) = £G(jw) + 2U (ju)

Tételezziik fel az alabbi visszacsatolt kort:

Wes) )

G(s)

Az eredo atviteli fiiggvény operdtortartomanyban:

Y(s) Gl
Wi(s) 1+G(s)H(s)

Ge(s) =

Tételezziik fel, hogy a w(t) alapjel bemenet szinuszos jellegii. A frekvenciatartomdnyra val6 &ttéréshez
alkalmazzuk az s = jw behelyettesitést:

Y(jw) _ Gw)

Ge(jw) = W(jw) 1+ G(jw)H(jw)

Alkalmazva az eredo frekvenciadtviteli fliggvényre az elozoekben bevezetett jel6lést:
Ge(jw) = [Ge(jw)|£Ge(jw)
ahol a zart kor eredo frekvenciaatviteli fliggvényének az amplitudéviszont megadd abszolutértéke:

G(jw) _ |G(jw)|
1+ GUw)H(jw) | 1+ G(jw)H(jw)|

Ge(jw)| =

faziseltoldsa:

£G(jw) = @(jw) = £G(jw) — Z(1 + Gljw) H(jw)) -
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4.1.2. Frekvenciaatviteli fliggvények abrazolasa
Nyquist-diagram

Legyen adott egy jelforméls tag G(jw) frekvenciadtviteli figgvénye. Véltoztassuk a bemend jel frekven-
cidjat 0 < w < oo tartoményon, és a kapott kimeno jel alapjan hatdrozzuk meg minden w értékhez a
jelformdlé tag A(w) abszolit értékét és p(w) faziseltoldsat.

G(jw) = |G(jw)| LG (jw) = A(w)e’?) = Re(G(jw)) + jIm(G(jw))

Ha a kapott értékeket abrazoljuk a komplex sikon, akkor megkapjuk a jelformald tag Nyquits-gorbéjét
vagy mas néven az amplitido-fazis gorbéjét. Az origébol a gorbe egy tetszoleges pontjaba mutatd vektor
hossza a kimeno és a bemeno jel amplitiddja ardanydnak, mig az irdnyszoge a faziseltolasnak felel meg
egy adott w frekvencian.

Bode-diagram

Végezziik el a Nyquist-diagram esetében leirt vizsgalatot, de az dbrazolasndl vegytik fel kiilon diagramon
az amplitiddviszony logaritmusat és a faziseltoldst a frekvencia fiiggvényében.

Gjw) = Aw)e’*) = |G(juw)|e?#)

In G(jw) = I |G(jw)| + je(w)

Az igy kapott diagramokat Bode-diagramnak nevezziik. A gyakorlatban az amplitiddviszonyt altaldban
decibelben kifejezett értékként abrazoljuk:

A(w)[dB] = 201g|G(jw)l,

a frekvenciatengelyen pedig logaritmikus léptéket vesziink fel.

A Bode-diagramban torténo abrazoléds elonye, hogy a jelformélé tagok tulajdonsagai alapjdn kénnyen
szerkeszthetoek a jelleggorbéik, masrészt soros kapcsolasnal kapott szorzatfiiggvények abrazolasa a loga-
ritmizalds miatt Osszeaddsra vezethetod vissza:

201g( A%t - Aped?2) = 201g Ay +201g Ay + (1 + @2) - 201ge

4.2. Gyakorlé feladatok frekvenciatartomanybeli abrazolasra

4.2.1. Feladatok
1. Vézolja fel annak az elsorendu tagnak a Nyquist-diagramjat, aminek az erositése 5!

2. Vazolja fel annak a masodrendu tagnak a Nyquist-diagramjat, aminek az erdsitése 3 és a csillapitasi
tényezoje 2!

3. Vazolja fel annak a masodrendu tagnak a Nyquist-diagramjat, aminek az erdsitése 2 és a csillapitasi
tényezoje 0,3!

4. Viézolja fel annak a harmadrendi tagnak a Nyquist-diagramjat, aminek az erdsitése 1, és egy elso
és 0.2 csillapitasi tényezoji masodrendi tagra bonthaté fel!

5. Vazolja fel egy kéttarolds integrald tagnak a Nyquist-diagramjat!
6. Vazolja fel az alabbi tag Bode diagramjat!

2
(s240,1s)(s+ 2)

G(s) =

7. Vazolja fel az aldbbi tag Bode-diagramjat!

0.8s
(s24+s+4)(s+0.2)

G(s) =
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10.

11.

12.

Viézolja fel az alabbi tag Bode-diagramjat!

20
(s24+25)(2s+1)

G(s) =

Viézolja fel az alabbi tag Bode-diagramjat!

8s + 80
G(s) = ———7——
(5) 853 4 452 + 85

Vézolja fel az aldbbi tag Bode-diagramjat!

1

G) = 1279 7 0.0)

Viazolja fel az alabbi tag Bode-diagramjat!

8

G(s) = 5(8s2 + 125+ 8)(s + 10)

Viézolja fel az alabbi tag Bode-diagramjat!

4.2.2. Megoldasok

1.

2.
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5
Legyen az atviteli fiiggvény G(s) = FPSEE azaz K = 5, 7 = 4. Ekkor a tag Nyquist gorbéje az
S

alabbi:

m A

/5 =Re
Legyen az atviteli fiiggvény G(s) = ————, azaz K =3, £ =2, T = 1. Ekkor a tag Nyquist
s2+4s+1

gorbéje az alabbi:

Im A
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3. Legyen az &tviteli fiiggvény G(s) =

Nyquist gorbéje az alabbi:

Im A

4. Legyen az &tviteli fiiggvény G(s) =
Nyquist gorbéje az alabbi:

Im A

2

s240,65s4+1’

1

45

azaz K = 2, £ = 0,3, T = 1. Ekkor a tag

1

(240,45 +1)(s+1)

. Ekk t
s34+ 1,482+ 1,45+ 1 or & tag

1 1
5. Legyen az atviteli fiiggvény G(s) = = . Ekkor a tag Nyquist gorbéje
gyen az atviteli figgvény G(s) S(710.85+1) P 1082%s r a tag Nyquist gorbéj
az alabbi:
lin A
=Re
2 1 1 1
6. G(s) = =10-=. .
(s240,1s)(s +2) s 10s+1 0,5s+1
Amplitado Fazis
100 90
80
z \ 5} —
o \\ 0,001 0,01 o1 ""'1.\__ 10 100 1000
0 x ——integrald T_I=1 s integralé
::3 b ——am r‘:‘\m& —ekfrenddTei0 - els.:endn:w
% z \ = ———eglsfrendd T=0,5 :E ———clsdrendd T=0,5
z 5 \ —_—creds 180 —redd
-100 \\ ———aranyos aranyos
jig N 270
-160 \\
i Frekvenda 1 Frekvencia
0.8s 1 1
7. G(s) = =

(s2+s+4)(s+0.2)

® 5s+1 0,255 +0,2s + 1
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Amplitadé

Amplitidé dB
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derivalo

derivalo

—elsdrendd

Fazis *

—elsdrendd

——maésodrend(

by
B %
\
N

Frekvendia

20
(s2+2s)(2s+1)
Amplitadoé

=10-

8. G(s) =

V)

dé -90

1 1
0,5s+1 2s+1

100 1000

—— masodrendd

—cradd

Frekvencia

Fazis

integrals T_I=1

integralé T_I=1

-elsérendl T=0,5

a
——glsérend( T=2 i

Amplitido dB

-180

erbsités

—credd

-360

Frekvencia

8s+ 80

9. Gls) = 853 + 452 + 85

elsdrendii T=0,5
——elsrend (i T=2
—eridsités

—redd

Frekvencia

Amplitudo

s

——aranyos tag

—— Arényostag

integrald tag

T
)01 0,01

amplitudé dB

100

1000

fizk

——— masodrendd tag

100 1000 — Integralé tag

~—— masodrendi tag

inverz elsrendi

—redi

——inverz elsérendi tag

==

ﬁi
1

Tl
0,1 Nﬂ
\

L

-270

frekvencia

1
(4s2+2s+2)(s+0,1)

10. G(s) =

Amplitado

1 1
10s+1 2s24+s+1

Ll

frekvencia

Fazis

= aranyos tag

— aranyos tag

fizis

amplitide dB

elstrend( tag

——masodrendi tag

= glsdrend( tag
——— masodrendii

eradd

—rredd

A\
Ve

-270

frekvencia

8
 5(8s52 4 125 + 8)(s + 10)

11. G(s)

1 1

1

frekvencia

10 -

s 0,1s+1 s2+1,5s5+1
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Amplitadé Fazis
60 \ 20
49 0
0,001 o,cu‘uj\N 1000
@ 20 = aranyos tag g ardnyos tag
E] s
3 integral6 .w \¥ integrald tag
2o . : ! = o
% —— elsdrendd elsarendii tag
g- 0,001 0,01 01 1 10 100 1000 elsérend( tag .
LI —— misodrendii tag —— masodrendd tag
—credd eredd
-270

-a0 \ \

, -360

= frekvencia frekvencia

1 1
12. = — 4+ 40s=10- = - (45> 1
G(s) 8O+O,ls+ 0s =10 . (4s* 4+ 8s+ 1)

. Fazis
Amplitddé

s G
40 \ / ——arényos tag / aranyos tag

@
]
3 ] ) s
:E integralo tag 2 0 integrald tag
5 20 N A = 001 001 0L 1 10 100 1000 nyerz masodrendii tag
E ~——inverz mésodrendi tag
" £ eredd
- eredd 90
o i T T T 1
0,001 0,01 01 ;\0 100 1000
-20 i

frekvencia Frekvenda
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5. fejezet

Folytonos ideju rendszerek
stabilitasa

5.1. Elméleti attekintés

5.1.1. Stabilitas definiciok
BIBO stabilitas

Egy rendszert korldtos bemenet - korldtos kimenet (roviden BIBO) stabilnak neveziink akkor, ha korldtos
bemendjelet alkalmazva egy tetszoleges vizsgalati idointervallumban:

lu(t)| < My, —oo<ty<t< oo,
a tag kimenetén megjeleno jel is korlatos lesz:
|y(t)‘ < M27 2(:O S t < 0,

ahol My, My < oo tetszoleges pozitiv értékek, és ty a kezdeti idopont. A BIBO stabilitdst szokds gerjesztés
- vélasz stabilitasnak is nevezni.

Aszimptotikus stabilitas

Egy linearis, idoinvaridns rendszert tetszoleges, nem minden esetben zérus kezdeti feltételek esetén aszimp-
totikusan stabilnak neveziink, ha a ty idopontban magdra hagyott, azaz u(t) = 0, t > to bemenettel
jellemezheto rendszer esetében megvalaszthatd a kezdeti értékek fiiggvényében egy olyan M korlat, hogy
a kimenet abszolit értéke ezt ne lépje at:

ElM(y(tO)ayl(tO)a "'aynil(to)) >0 = ‘y(t)| < M < 00, vt > tO
és
tligloy(t) =0

Ha egy aszimptotikusan stabil rendszert zérus kezdeti feltételek mellett egységugras bemenettel ger-
jesztiink, akkor a kimenetének az erositése altal meghatdrozott értékhez kell tartania. Az aszimptotikus
stabiltast rendszereket szokas nulla bementi stabilitasi vagy roviden stabil rendszernek nevezni.

Egy tag vagy tagcsoport stabilitasat a kovetkezo tétel alapjan lehet ellenorizni.

— Ha a tag vagy tagcsoport eredo atviteli fliggvényének csak baloldali pélusai vannak, azaz a pélusok
mindegyikére igaz, hogy Re(p;) < 0, akkor a vizsgalt rendszer aszimptotikusan stabil. A BIBO
stabilitds definicigjabdl kovetkezik, hogy az aszimptotikusan stabil rendszer BIBO stabil is.

— Ha a tag vagy tagcsoport eredo atviteli fliggvényének pélusai kézott van nulla vagy nulla valds részi
poluspér, akkor a vizsgalt rendszer aszimptotikusan nem stabil, de BIBO stabil.

49
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— Ha a tag vagy tagcsoport eredo atviteli fiiggvényének polusai k6zott van pozitiv valés vagy pozitiv
valés részu poluspar, akkor a vizsgalt rendszer sem aszimptotikus, sem BIBO értelemben nem stabil,
tehat instabil vagy labilis.

Megjegyzés: a stabilitasvizsgalatot csak az oksédgi feltételeknek megfelelo atviteli fliggvény esetén
végezzik el. Igy, ha a szamlaloban szereplo polinom fokszama nagyobb, mint a nevezoben 1évoé, akkor
az ilyen tagot nem realizalhaténak tekintjiik, és nem vizsgaljuk a stabilitasat.

5.1.2. Stabilitasvizsgalati moédszerek

Bar a stabilitas definiciokbdl kévetkezoen az atviteli fiiggvény pélusai alapjan egyértelmtien eldontheto
egy tag vagy tagcsoport stabilitdsa, a pélusok meghatarozasa gyakorlatilag csak elso vagy méasodrendi
rendszer, illetve ezek tiszta soros kapcsolata esetén végezheto el kozvetleniil. Magasabb rendii rendszerek
esetében a kovetkezo mddszerek segitségével lehet a stabilitast eldonteni.

Hurwitz kritérium
Az alkalmazas menete:
1. Hatarozzuk meg a vizsgélni kivant tagcsoport eredo atviteli fiiggvényét.

2. Legyen a nevezo valamennyi egyiitthatdja pozitiv. Ha az ellenorzést paraméteresen végezziik, akkor
a fizikai megfontoldsok figyelembe vételével adjuk meg azt a tartomanyt, amelyre ez teljesiil. Ha
valamelyik egytitthaté negativ, vagy nem adhaté meg olyan tartomany, amelyre ez teljesiil, akkor
a rendszer instabil.

3. A nevezo egyiitthatéinak felhasznédlasaval irjuk fel a kovetkezo determindnst:

ap—1 Qp—-3 QAp—5 ... 0
Ap  Qp_2 Gp_yg ... O
0 Ap—1 Ap—3 e 0
0 0 NN ... Qo

A rendszer stabilitdasanak masik feltétele, hogy az igy kapott determindns f6atléjéra tamaszkodé al-
determinansok mindegyikére pozitiv értéket kell kapni. Ha az aldeterminansok valamelyike negativ,
akkor a vizsgdlatot nem kell tovabb végezni, mert a rendszer instabil lesz. Paraméteres vizsgalat
esetén valamennyi részdeterminans esetén meghatarozzuk, hogy a kérdéses paraméter milyen értékei
mellett lesz a vizsgélt rendszer stabil, majd ezeket a tartomanyokat 6sszevetve hatdrozzuk meg azt
a legszikebb tartomanyt, amelyre az aszimptotikus stabilitds teljesiil.

Nyquist-, Bode-féle kritérium

Mindkét moédszer esetében az az alapelv, hogy az alkalmas helyen felvdgott kor frekvenciatartomanybeli
vizsgalata alapjan dontink a visszacsatolt rendszer stabilitdsardl.
Az egyszertsitett Nyquist-kritérium a kovetkezo:

— Ha a felnyitott kor amplitudé-fazis gorbéje - mikézben a frekvencia 0 < w < oo tartomanyban
valtozik - éppen athalad a komplex szamsik valds tengelyének a —1 pontjan, azaz létezik olyan wy
frekvencia, melyre G(jwg) = —1, akkor a visszacsatolt kor a stabilitds hatdran van.

— Ha a felnyitott kor amplitiado-fazis gorbéje nem metszi a valds tengelyt, vagy ez a metszéspont a -1
és 0 kozott van, akkor a visszacsatolt kor aszimptotikusan stabil.

— Ha a felnyitott kor amplitudé-fazis gorbéje a valds tengelyt a -1 ponttdl balra metszi, akkor a
visszacsatolt kor instabil.

A Bode-kritérium: Hatdrozzuk meg, hogy az amplitiddviszony lefutdsa milyen frekvenciaértéknél
lesz pontosan 0 dB. Allapitsuk meg, hogy ehhez a frekvenciaértékhez milyen fazisszog tartozik. A kapott
fazisszog értéke alapjan a visszacsatolt rendszer stabilitasardl a kovetkezo megallapitdasokat tehetjiik:
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— ha a fazisszog értéke nagyobb, mint —180°, akkor a visszacsatolt rendszer stabil;
— ha pontosan egyenlo —180°-kal, akkor a stabilitdshataran van;

— ha kisebb, mint —180°, akkor instabil lesz a rendszer viselkedése.

Gyokhelygorbe

A gyo6khelygorbe a zart rendszer pélusainak mértani helye a komplex sikon, mikézben a rendszer valamely
paraméterét nulla és végtelen kozott valtoztatjuk.
A gyokhelygorbe felvazolasat és értelmezését a kdvetkezo tulajdonsagok segitik:

1. A gyokhelygorbének annyi dga van, mint amennyi a zart rendszer pélusainak szdma.
2. A gydkhelygorbe mindig szimmetrikus a valds tengelyre nézve.
3. Legyen a pdlusok szdma n, a zérushelyek szama m a felnyitott korben, ekkor
— han > m, akkor a gyokhelygorbe a felnyitott kor pélusaibol indul ki, és m szdmu 4g a felnyitott

kor zérushelyeibe, n — m szamu 4g a végtelenbe tart;

— ha n = m, akkor valamennyi 4g a felnyitott kor zérushelyeibe tart (a gyokhelygorbe teljesen
véges tartomamyban van);

— ha n < m, akkor zart kor pdlusainak szama m, és m — n szamu ag a végtelenbol indul ki,
és valamennyi dg a felnyitott kor zérushelyeibe tart. (Megjegyzés: az ilyen rendszer fizikailag
nem realizdlhatd, viszont a gyokhelygorbe kiterjesztett alkalmazdsandl felirandé ekvivalens
kifejezések esetében kaphatunk ilyen dtviteli fiiggvényt.)

4. A valés tengelyen akkor és csak akkor lehetnek gyokhelygorbe szakaszok, ha a vizsgalt ponttdl
jobbra a polusok és a zérushelyek egytittes szama paratlan.

5. A gyokhelygorbe aszimptdtdinak iranyszogét a kovetkezo kifejezés segitségével lehet meghatarozni:

+1 - 180°
o= —" 1=1,3,5,...,2(n—m) —1
n—m
6. A gyokhelygorbe aszimptdtai a valds tengelyt az alabbi Gsszefiiggés dltal meghatarozott in. silypontban
metszik. Jelolje p; a felnyitott kor i-edik pélusat, z; a felnyitott kor j-edik zérushelyét. Ekkor a
stulypont értéke:

g i1 Pi — Z;nzl Zj

n—m

7. A gyoOkhelygorbe és a képzetes tengely metszéspontja, vagyis a stabilitds hatarat jelento erdsitési
értékhez tartozd polusok a kordbban ismertetett Hurwitz kritérium segitségével hatarozhatok meg.

8. A gyokhelygorbe kilépése a valds tengelybol - vagyis a valds tengelynek az az x pontja, ahol
tobbszoros gyokoket kapunk - a kovetkezo egyenlet segitségével hatarozhatd meg:

n m

1 1
Zx—pi_;x—zj =0

=1

9. A gyokhelygorbe kilépése a komplex pdlusokbdl a szogfeltétel segitségével hatarozhaté meg. Vegyiink
egy pontot az egyik komplex pélushoz kozel, és oldjuk meg arra nézve a szogfeltételt:

S L= L6 =1-180°, 1=1,3,5,...,2(n —m) — 1
i=1 j=1
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A gyokhelygorbe médszert alapesetben az erdsités értékétol fliiggd stabilidsvizsgalatokra és tranziens
tulajdonsagok ellenorzésére alkalmazzuk. Ahhoz, hogy az eljardst mas paraméterek a stabilitdasra hatasat
ellenotizni tudjuk, sok esetben az atviteli fliggvényt at kell alakitanunk, igy hogy a vizsgalt paraméter
az ugy nevezett ekvivalens tag szamlaléjaban szerepeljen. Erre példaként végezziik el egy PI szabalyozé
irdnyitott kor atalakitasat gy, hogy az integrdld tag paraméterének a hatasat tudjuk vizsgalni.

Legyenek adottak a szabalyoz6 korben szereplo tagok atviteli fliggvényei a kovetkezo alakban:

1
Go(s) = Y a szabdlyozott objektum atviteli fiiggvénye
Gp(s) = Kp a szabdlyoz6 ardnyos (P) tagjdnak atviteli fiiggvénye
K
Gi(s) = =L a szabdlyoz6 integralé (I) tagjdnak atviteli fliggvénye
s

A szabdlyozo6 eredo atviteli fliggvénye a parhuzamos csatolds miatt:

K
=

GC(S) = KP —|—

A visszacsatolt kor eredo atviteli fliggvénye pedig:

Go(s) = —Ge8)Gols) (Kr+ Herorn Kps + Kp
UL GEs)Gols) 1+ (Kp+ Bl S s+ (Kp+1)s+ K

A kapott alakban nem tudjuk az integral6 tag paraméterének, K;-nek a hatdsat kozvetleniil vizsgdlni,
ezért alakitsuk 4t a kovetkezo moédon:

Kps+Kr
G.(s) = Kyps + K = sttt (Kp+D)s
e S+ 82+ (Kp+1s+ K1 1+ srot s

Az igy kapott alak nevezojében szereplo kifejezést nevezziik ekvivalens tagnak, mivel ennek visszacsa-
tolasa esetén kapott kifejezés nevezdje megegyezik az eredeti visszacsatolt tag nevezojével, tehat alkalmas
K7 hatasénak vizsgalatéara:

K

Kp _
Goeriy(3) = s34+ s2+ (Kp+1)s

ekv

A vizsgalathoz természetesen Kp értékét rogziteni kell, ezt jelzi a felso indexben szereplo kifejezés.
A vizsgalat menete a kiterjesztett gyokhelygérbe médszer esetében a kovetkezo:

1. Elso lépésként altalaban az erosités hatasanak vizsgédlatat végezziik el. Ehhez a tobbi vizsgalandé
paraméter hatasat lehetoség szerint ki kell iktatni, vagy egy meghatarozott alapértékre kell allitani.
Példaul, ha PID szabalyozéndl az erosités mellett az integrald és a derivalé tag paraméterének
a hatdsat is vizsgdlni akarjuk, akkor ezeket hagyjuk figyelmen kiviil az eredd atviteli fiiggvény
felirasakor. Ha az szabalyozott objektum valamely paraméterének, példaul idoallandéjanak vagy
csillapitasi tényezojének a hatasat teszteljiik, akkor ezeket allitsuk a technolégia altal meghatarozott
minimum értékre. frj uk fel az eredo atviteli fiiggvényt, majd végezziik el a gyokhelygorbe felvazolasat
a leirt médon.

2. A kapott gyokhelygorbén valasszuk ki azt az erositési értéket, amely a technolégia mikodtetése
szempontjabdl megfelelo. A valasztott erositésnek megfeleld pélusokat jeloljiik meg a gyokhelygorbe
valamennyi dgan. Ezek a pontok lesznek a kovetkezo 1épés kiinduld pontjai.

3. A kovetkezo vizsgalandd paraméter hatasanak figyelembe vételéhez irjuk fel az eredo atviteli fliggvényt
gy, hogy ezt a paramétert is tartalmazo tagot is figyelembe vessziik az eredo atviteli fiiggvény
felirasanal. Végezziik el az atviteli fliggvény ekvivalens alakra torténo atalakitasat a fentiekben
leirt médon. A kapott ekvivalnes tagra végezziik el a gyokhelygorbe vizsgalatot ismét.

4. Ha van tovabbi vizsgalandé paraméter, akkor a 2.-3. pontot megismételjiik.
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5.2. Kidolgozott feladatok

5.2.1. Stabilitas meghatarozasa pdélusok kozvetlen meghatarozasa alapjan

1. Dontse el az aldbbi tagokrdl, hogy stabilak-e aszimptotikus, illetve BIBO értelemben!

(a)

252 —1
Gl =473
A megoldds menete:

Az atviteli fiiggvény nevezoje alapjan a polusok:
pr2=+V2
Miutén az egyik polus nagyobb nullandl, igy a tag instabil.

25 +1
G =———
2(s) 452 + 2546
A megoldds menete:

Az atviteli fiiggvény nevezoje alapjan a polusok:

1 V23

Pio=——-Ftj——
’ 4 4
Miutén a polusok valds része negativ, igy a tag aszimptotikusan stabil és igy BIBO stabil is.

(s+1)3
G = —
3(s) 452 + s+ 2
A megoldds menete:

Miutén az atviteli fliggvény szamldldjanak a fokszama nagyobb, mint a nevezdé, igy a tag nem
realizalhatd, azaz nem felel meg valds fizikai rendszer atviteli fiiggvényének.
4
Gy(s) = ——
A megoldds menete:
Az atviteli fiiggvény nevezoje alapjan a poélusok:
P12 = £J3
Miutan a pélusok valds része 0, igy a tag a stabilitds hataran van, azaz BIBO stabil, de nem
aszimptotikusan stabil.

2. Hatdrozza meg az aldbbi tagcsoportok stabilitasat!

(a) .

MﬁﬁTﬂ, G(s) u(s) Gy(s) y(s)

1
2541

1
G.(s)=1+ 5 G.(s)
A megoldds menete:
A visszacsatolt kor eredo atviteli fliggvénye:

s+1
G =——
(5) 252 +2s+1
Az eredo atviteli fliggvény nevezoje alapjan a polusok:
P12 = ) = 5
Miutéan a pdlusok valds része negativ, igy a visszacsatolt kor aszimptétikusan stabil és igy
BIBO stabil.

w(s) +

A
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A megoldds menete:
A visszacsatolt kor eredo atviteli fliggvénye:

252 +25+1
G = ——
() = a1
Az eredé atviteli fliggvény nevezoje alapjan a polusok:
1
P12 D) J B

Miutéan a pdélusok valds része negativ, igy a visszacsatolt kor aszimptotikusan stabil és igy
BIBO stabil.

5.2.2. Stabilitas meghatarozasa Hurwitz-kritérium alapjan

1. Dontse el az aldbbi tagrél, hogy aszimptotikus stabil-e!

4
s3+2524+3s+4
A megoldds menete:
1. felétel, a nevezoben szereplo egytitthatok elojelének ellenorzése:
Va; >0, i=0,1,2,3 teljestl.
II. feltétel, a Hurwitz determinans ellenorzése:
A Hurwitz determinéns a feladatnak megfelelcen felirva

G(s) =

as Qo 0 2 4 0
Hsxz=laz a1 0|=[1 3 0
0 ags Qg 0 2 4

A f64t16hoz tartozd aldeterminansok ellenorzése:
A1=|a2|=2>0 s

__|az2 ao| _ _
Ag— as  a = as0aq apas
2 4
D=1 3‘_2-3—4~1_2>0 ,
a2 Qo 0
I R B R A
0 as  ag 2 0 0 2

= a2(a1a0 — ClQO) - ao(a3a0 — 0) + O(a3a2 - a10) = ao(&gal — a0a3)
igy
N3 =4(2-3—-4-1)=8>0
Tehat a Hurwitz kritérium mindkét feltétele teljesiilt, azaz minden egyiitthaté pozitiv és a f6atléhoz
tartozé valamennyi aldetermindns (beleértve a teljes métrix determindnsit) pozitiv, igy a tag
aszimptotikusan stabil és ebbdl kovetkezoen BIBO értelemben is stabil. (Megjegyzés: Beldthatd,
hogy 3 x 3 métrix esetében elegendo csak a Az 2 x 2 aldetermindnst ellenorizni.)

. Csatolja vissza negativan az alabbi tagot és dontse el, hogy a kapott rendszer aszimptotikus stabil-e!

Gls) = s3+ 2524 3s+4
A megoldds menete:
A visszacsatolds utdn kapott zart kor eredo dtviteli fliggvénye:
Guls) = Gs) _ v _ 4
1+ G(s) 1+m s3+2s2+35s+8
Hurwitz kritérium alapjan:
I. feltétel: a nevezd minden egyiitthatdja pozitiv, Va; > 0, i=0,1,2,3 teljesiil.
II. feltétel, a Hurwitz determindns ellenorzése: A Hurwitz determinans:

as ag 0 2
H3><3 = |a3 a1 0l=11
0 asz Qg 0

N o 0o

0
0
8
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A f64tléhoz tartozd 2. aldetermindns ellenorzése (az elozo feladat végén tett megjegyzésének meg-

felelGen):
Ag = a2 @o = a201 — Apas
as
AQ:F 8’:2.3—8-1:—2>0

1 3

Miutdn a /s aldetermindnsra nem teljesiil az eloirt feltétel, ezért a visszacsatolt kor nem lesz
aszimptotikusan stabil.

3. Csatolja vissza negativan az alabbi tagot K erositéssel, és dontse el, hogy a kapott rendszer milyen
K erdsités mellett lesz aszimptotikus stabil!

G(s) =

(5) 3+ 2524 3s5+4

A megoldds menete:

A visszacsatolds utdn kapott zart kor eredo atviteli fiiggvénye:

4
G (s) _ KG(S) _ K53+252+35+4 _ 4
€ 1+KG(3) 1+Km 83+232+3S+4+4K

Hurwitz kritérium alapjan:
I. feltétel: a nevezo as, ag, a1 egylitthatdja pozitiv, az ag egylitthatd esetén 4+4K > 0 azaz K > —1
feltételt kell eloirni. Azonban a negativ erdsitést mellozve, a feltétel legyen K > 0.

II. feltétel, a Hurwitz determinéns ellenorzése: A Hurwitz determinans:
as Qg 0 2 4 + 4K 0
Hixz =|az a1 0] =|1 3 0
0 as ag 0 2 444K

A 164tl6hoz tartozd 2. aldeterminéns ellenorzése:

a
Azz az a(l) = asa1 — apas
Az:ﬁ M =2 wrar) =2 -ar >0

innen K < 0,5. (Beldthatd, hogy ebben az esetben is elhagyhaté a A; és Az aldetermindnsok
ellenorzése.)
Azaz a visszacsatolt rendszer akkor lesz stabil, ha az erosités értéke 0 < K < 0,5 kozott lesz.

5.2.3. Stabilitasvizsgalat gyokhelygorbe segitségével

1. Hatarozza meg az aldbbi visszacsatolt kor gyokhelygorbéjét és ennek alapjan valaszolja meg a
tovabbi kérédéseket!

W(SH T e(s) 4 K u(s) G(s) s)

2
s2+5s5+4

G(s) =

— Hatéarozza meg a kritikus csillapitashoz tartozé K erosités értékét!
— Milyen K értéknél lesz az eredod erosités K, = 17

— Milyen K értéknél lesz az atmeneti fliggvény esetén a kimenet eltérése a bemenettol legfeljebb
5%7?

Hatéarozza meg az €lozo pontban kapott K értéknél a visszacsatolt kor tovabbi paramétereit!



5. FEJEZET. FOLYTONOS IDEJU RENDSZEREK STABILITASA

A megoldds menete:

(a) A visszacsatolt kor gyokhelygorbéje

— A visszacsatolt kor eredo dtviteli fiiggvénye:

2K
s2+5s+4+2K

G.(s) =

— A visszacsatolt kor nevezoje mésodfoki polinom, igy két pélusa van, és a gyokhelygorbének
is két dga lesz.

— Az atviteli fliggvény nevezoje alapjan a felnyitott kor pdlusai:

p1:_17 p2:_4

A gyokhelygorbe két dga a felnyitott kor pdlusaibdl indul ki, és miutédn nincs zérushely,
ezért mindkét ag a végtelenbe tart.

— A valds tengelyen a [—4, —1] intervallumban lesz gyokhelygorbe szakasz.
— A gyokhelygorbe végtelenbe tarté dgaihoz tartozé érintok a valds tengellyel
_1-180° 3-180°

5 = 90°ésag = 5

oy = 270°

szoget zarnak be.
— A végtelenbe tart6 dgak érintoi az
(—4) + (-1)

S=-——>=-25
9 ’

sulypontban metszik egymast.

— Miutén a végtelenbe tarté agak parhuzamosak a képzetes tengellyel, igy a tag tetszoleges
erosités mellett aszimptotikusan stabil marad.

Aim

(b) Hatdrozza meg a kritikus csillapitdshoz tartozé K erdsités értékét!
Kritikus csillapitdsa ott lesz a rendszernek, ahol a visszacsatolt kor &, eredo csillapitasi tényezojének
az értéke 1. A gyokhelygorbén ez a pont ott taldlhatd, ahol a két pdlus egybeesik, azaz
kétszeres gyokot kapunk, vagyis ahol a gyokhelygorbe kilép a valds tengelybol. Ebben a
pontban a pdlusokat meghatarozé képletben a diszkriminans értéke 0 lesz, amibol K értéke
meghatarozhato:

—5+ /25 — 4(4 + 2K)
2

P12 =

25—4(4+2K)=0 = K=1,125
Ekkor a visszacsatolt rendszer eredo erositése, vagyis a hurok atviteli tényezo értéke:

2.1,125
s2+5s+4+2-1,125

Ge(s) = = K.=0,36.
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()

Milyen K értéknél lesz az eredo erosités K, = 17
Ha a visszacsatolt kor eredo erdsitése, azaz hurok atviteli tényezoje 1, akkor az dtmeneti
fliggvényének 1-hez kell tartania. A végértéktétel alapjan:

lim y(¢) = lim sY (s) = lim sG(s)U(s) .
s—0 s—0

t—o00

Kihaszndlva, hogy ha u(t) = 1(t), akkor U(s) = +:

. . 2K
g%G(s)_£%32+55+4+2K '

A gyokhelygorbe vizsgalata soran belattuk, hogy a visszacsatolt rendszer tetszoleges K erosités
esetén stabil, igy a hatarérték meghatarozasa elvégezheto:

— ; 2K K
i =..= = .
Y sS04 hs+4+2K 24K

Az y(t) kimenet csak akkor tart 1-hez, ha a visszacsatolt korben szereplo erosités értéke K —
00.

Milyen K értéknél lesz az dtmeneti fliggvény esetén a kimenet eltérése a bemenettol legfeljebb
5%7?

Ahhoz, hogy egységugras bemenet esetén a kimenet legaldbb 0,95-0s értéket vegyen fel, az
eredo erositésnek az elozo kérdésnél levezetetteknek megfeleloen legalabb 0,95-nek kell lennie.

Igy
2

K,=095=—— K =38.
0,95= % = 38

Hatéarozza meg az €lozo pontban kapott K értéknél a visszacsatolt kor tovabbi paramétereit!
A visszacsatolt kor dtviteli fliggvénye K = 38 esetén

76 Kew;, .
s24+554+80 s24 28eWn e85 + w2 .

Ge(s) =

Innen
Wn,e = 87 947 fe = 07 28 y

tehat a tag a kicsi eredo csillapitasi tényezo miatt jelentos tullendiiléssel, de a nagy természetes
frekvencia miatt viszonylag gyorsan beall az erdsités altal meghatarozott végértékre.

2. Hatarozza meg az alabbi visszacsatolt kor gyokhelygorbéjét!

K = Gis) —= Gis)

1
T 2541

G1(8)21+§ 5 GQ(S)

— Hatdrozza meg a kritikus csillapitashoz tartozé K erosités értékét!

— Milyen K értéknél lesz az eredd erosités K, = 17

A megoldds menete:

(a)

A visszacsatolt kor gyokhelygorbéje
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— A visszacsatolt kor eredo atviteli fliggvénye:

_ K(s+1)
Gels) = 2s2+(K+1)s+ K

— A visszacsatolt kor nevezoje mésodfoki polinom, igy két pélusa van, és a gyokhelygorbének
is két aga lesz.
— Az atviteli fiiggvény nevezoje alapjan a felnyitott kor pdlusai:

1
p1:O7 p2=—3 -

2
A szamlalé polinomja alapjén a visszacsatolt kor zérushelye:
zZ1 = -1

A visszacsatolt kor pélusai K fiiggvényében:

—(K+1)+ /(K +1)2-8K
DPuvi1,2 = 4

A gyo6khelygorbének tehat két aga lesz, melyek a felnyitott kor pélusaibdl indulnak ki. Az
erosités novelésével az egyik 4g a —oo-be, a masik a felnyitott kor zérushelyébe tart.

— A valds tengelyen a | — oo, —1] és [—0,5,0] intervallumokban lesznek gyokhelygorbe sza-
kaszok.

— A gyoOkhelygorbe végtelenbe tarté dgdahoz tartozé érinto a valds tengellyel

~1-180°
1

= 180°

g

szoget zar be, azaz a végtelenbe tartd 4g a valds tengely mentén haladva tart a —oo-be.
— Az egy végtelenbe tart6é 4g miatt nem lesz silypont.

— A visszacsatolt pélusokat meghatérozo képlet alapjdn belathatd, hogy tetszoleges pozitiv
K erosités esetén a visszacsatolt kornek negativ valés vagy negativ valds részii gyokei
vannak, igy a visszacsatolt rendszer aszimptotikusan stabil.

— A gyoOkhelygorbe ott kilép a valés tengelybol, ahol a pélusokat meghatarozé képlet diszk-
riminansa zérus:

K?—-6K+1=0 = K;=0,17 és K,=25,83

. A valos tengelyen meghatarozott gyokhelygorbe szakaszok alapjan K kilépési pont lesz,
mig a Ko visszatérési pont. A pontok koordinatai:

s1=-—0,29 és so=—1,71.

L Im

(b) Hatdrozza meg a kritikus csillapitdshoz tartozé K erosités értékét!
Kritikus csillapitdsa ott lesz a rendszernek, ahol a visszacsatolt kor &, eredo csillapitasi tényezojének
az értéke 1. A gyokhelygorbén ez a pont ott taldlhatd, ahol a két polus egybeesik, azaz
kétszeres gyokot kapunk, vagyis ahol a gyokhelygorbe kilép a valés tengelybol. Ezek pon-
tok a gyokhelygorbe tulajdonsigaindl levezetetteknek megfeleloen K7 = 0,17 erdsitésnél az
s1 = —0,2 pont és a Ky = 5,83 erositésnél a s; = —1,71 pont.
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(¢) Milyen K értéknél lesz az eredo erosités K, = 17
A visszacsatolt kor eredo atviteli fliggvény alapjan belathatd, hogy tetszoleg K > 0 értéknél
a hurok atviteli tényezo, vagyis az eredo erosités értéke 1.

3. Végezze el a kiterjesztett gyokhelygorbe vizsgalatot az aldbbi szabalyozd korre!

GP(S) = Kp
K
Gi(s) = ?I
1
Gols) = s2+354+2

Az integrald tag vizsgalatahoz valasszon olyan erositést, ahol a visszacsatolt kor csillapitési tényezoje

0,5!

A megoldds menete:

(a) Elso 1épésként hatdrozzuk meg a szabélyozott objektum paramétereit:

1 B 0,5
s2435s+2 0,552+ 1,55+1

Go(s) =

azaz az objektum erdsitése K, = 0,5, idodllanddja T, = /0,5 = 0,707 és csillapitési tényezoje
&, =1,06.

Ha csak a szabalyozé erosito tagjanak a hatdsat kivanjuk vizsgdlni, akkor irjuk fel az eredo
atviteli fliggvényt az integrdld tag figyelembe vétele nélkiil:

Gl (8) _ GP(S)GO(S) _ Kp
© 14+ Gp(s)Go(s) s24+3s+2+4+Kp

A gyokhelygorbe felvazolasat végezziik el a tulajdonsdgai alapjan:

i.
ii.

iii.

iv.

vi.

A gybkhelygorbének két dga lesz, mivel a visszacsatolt rendszer nevezdjében mésodfoku
polinom szerepel.

(szimmetria a valds tengelyre)

A felnyitott kor pélusainak szama n = 2; melyek a p; = —1 és ps = —2 pontokban
taldlhatok, és nincs zérusa, azaz m = 0. Ennek megfeleloen gyokhelygérbe mindkét dga a
felnyitott kor pélusaibdl fog kiindulni és a végtelenbe fognak tartani.

A valds tengelyen csak a [—2, —1] intervallumban lesz gyokhelygorbe szakasz, mivel csak
itt teljestil, hogy a valds tengely egy adott pontjatol jobbra a pdlusok és zérusok egytittes
szadma, paratlan.

A végtelenbe tarté dgak irdnytangenseinek meghatarozdsa:

[ -180°
o; = , aholl=1,3,...,2(n—m) -1

n—m

altalanos képlet alapjan:

1-180° .
o = 9 = 90

3 - 180°
ay = 5 =270°

azaz a gyOkhelygorbe két aga parhuzamos lesz a képzetes tengellyel.

A végtelenbe tarté agak érintoi a sulypontban metszik egyméast. Ennek meghatarozas az
altalanos képlet alapjan:

_ > Rep; — > Rez; _ (-1)+(-2)

n—m 2

S

=-1,5
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vii. A gyoOkhelygorbe dgak és a képzetes tengely metszéspontjanak meghatdrozdsara, azaz
Hurwitz-kritériummal torténo stabilitasvizsgalatra ebben a rendszerben nincs sziikség.

viii. A gyOkhelygorbe valds tengelybdl vald kilépési pontjanak meghatarozasa:

n m

1 1
e Dty
i=1 pi i J

1 n r
r4+1 x+2
2z 43 1

+ =0, =z=1,5.
(x+1)(x+2) x+3

A tag masodrendi jellege miatt a sulypont és a kilépési pont megegyezik, és ehhez a pont-
hoz tartozik a kritikus csillapitasi tényezo is, azaz itt lesz az visszacsatolt kor csillapitéasi

SN EpY

tényezojének értéke £, = 1. Az ehhez tartozé erdsitési érték meghatarozasa:
— A visszacsatolt kor karakterisztikus egyenlete:

$?+3s+2+Kp=0

— A Kkilépési pontban kétszeres valés gyokoket kapunk, ezért a gyokokre felirt megoldd
képlet diszkrimindansanak zérusnak kell lennie:

—3+,/9—4(2+ Kp)
2
9—402+Kp)=0 = Kp=0,25

P12 =

— Ugyanezt az értéket kapjuk, ha a visszacsatolt kor paramétereinek a meghatérozasabol
indulunk ki:

K
() = g Lk

C 2435+ 2+ Kp s gr—s 4 1

Innen az eredo csillapitasi tényezo:

3

2T = ————
ege 2+ Kp
Behelyettesitve az idodllandot és €, = 1 értéket:

13
2+Kp 2+Kp

V2+Kp=1,5 = Kp=0,25

ix. A kiindulési polusok kozott nincs komplex, igy a kilépési szdget nem kell meghatdrozni.

(b) Hatdrozzuk meg azt az erositést, amelynék a visszacsatolt kor csillapitds & = 0,5! A megoldés
megegyezik az elozoekkben bemutatott £, = 1 értékhez tartozd erosités meghatarozasanak

menetével:
K
(S) _ KP — 2+I};P
¢ s2 435+ 2+ Kp  5r—s?+ g+ 1

Innen az eredo csillapitasi tényezo:

3

2T e = ———
¢ 2+ Kp
Behelyettesitve az idodllanddt és €. = 0,5 értéket:

1 3
V2+Kp 2+ Kp
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V2+Kp=3 = Kp=T

12 2

Kp = 7 esetén:

3
?+35+24+Kp=5>+3s+7=0 = mg:—LSiﬂj%;

Az integralé tag paraméterének vizsgdlatdhoz irjuk fel a visszacsatolt szabdalyozasi kor eredo
atviteli fliggvényét valamennyi tag figyelembe vételével:

(Gr(s) +Gi(s)Co(s) _ (Kp+ 7L Kps+ K;

Ge == = =
(5) 1+ (Gp(s)+ Gi1(5))Go(s) L ras $3+3s2+ 2+ Kp)s+ K;

Behelyettesitve az elozo pontban kiszamolt Kp = 7 értéket, a gyckhelygdrbe vizsgilatot az
alabbi atviteli fiiggvényre kell elvégezni:

7S+K[

Ge(s) =
(s) s34+ 352 4+9s+ K

Rendezziik at ezt az atviteli fiiggvényt az Gsszefoglald részben leirt médon ekvivalens alakra
K vizsgélatdhoz:
i
_ $34352+49s
GC(S) - 1+ KI
$34+35249s

innen az ekvivalens tag:

GEP=T _ K
ckv s(s2+3s+9)

Az ekvivalens tag meghatarozdsa utan kovetkezhet a gyokhelygorbe felvédzolasa tulajdonsagai
segitségével:

i. A Kkiterjesztett gyokhelygorbének harom aga lesz, mivel az integralé tag hatdséra egy, az
origbban elhelyezkedd pdlus jelenik meg visszacsatolt rendszer nevezojében.

—-

i. (szZimmetria a valés tengelyre)

iii. A felnyitott kor pélusainak szama n = 3; melyek a p; = 0és po 3 = —1,5+32, 6 pontokban
talalhatok, po 3 az erosités alapjan felvett gyokhelygorbe dgain. Zérus nincs, azaz m = 0.
Ennek megfeleloen gyokhelygorbe mindharom aga a felnyitott kor pdlusaibdl fog kiindulni
és a végtelenbe fognak tartani.

iv. A valds tengelyen a | — oo, 0] intervallumban lesz gyokhelygorbe szakasz, mivel csak itt

teljestl, hogy a valds tengely egy adott pontjatol jobbra a pdlusok és zérusok egytittes

szama paratlan.

v. A végtelenbe tarté dgak irdnytangenseinek meghatéarozasa:
[-180°
o = , aholl=1,3,...,2(n—m)—1

n—m

altalanos képlet alapjan:

1-180° .

a7 = 3 =60
3-180° .

ay = 3 = 180
. 180°

o3 = > 380 = 300°

azaz a gyokhelygorbe masodik aga a valds tengely mentén tart a —oo-be, mig a masik két
a képzetes tengelyt metszve tart szintén a végtelenbe.



62 5. FEJEZET. FOLYTONOS IDEJU RENDSZEREK STABILITASA

vi. A végtelenbe tarté agak érintéi a silypontban metszik egymést. Ennek meghatarozas az
altalanos képlet alapjan:

_ > Rep; — > Rez; _ 0+ (-1)+ (-2) _
n—m 3

S

vii. A stabilitdsvizsgdlathoz induljunk ki az eredeti, tehdt az ekvivalens dtalakités elotti atviteli
fliggvény nevezojébol.

$2+352+9s+ K; =0

Hurwitz-kritérium elso feltétele, hogy a karakterisztikus polinom minden egyiithatéja le-
gyen pozitiv, itt csak a konstans esetében kell kikotni: Kj; > 0, de figyelembe véve a
gyakorlat adta feltételeket, ez trividlisan teljesiil, hiszen az idodllandé nem lehet negativ
mennyiség. A mésodik feltétel a determindns felirdsa és ellendrzése:

az ap O 3 K;y 0
H3><3 = |a3 aq 0=11 9 0
0 a2 Qo 0 3 KI

A 64tlohoz tartozd 2. aldeterminéns ellenorzése:

a a,
AQZ ai a(l) = a20a1 — apds
_ 3 Kr|_
Az_’l o|=3-1K;>0

Innen K; < 27.

viii. A gyokhelygorbe nem 1ép ki valds tengelybol, igy nincs sziikség a kilépési pontok meg-
hatarozasara.

ix. A kiindulési pélusok kozott van egy konjugélt komplex gyokpar, igy ezek kilépési szogének
meghatdrozas:

01 = 120°, J5 = a keresett kilépési szog, 63 = 90°

—(120° + 05 + 90°) = —3-180° = d, = 330°

Az abra tartalmazza a vizsgalat eredményét: barna szinnel lathatd a csak erosités esetén
felvazolt gyckhelygorbe, mig kék gorbék a kiterjesztett gyokhelygérbe menetét mutatjék.

5.3. Gyakorlé feladatok

5.3.1. Stabilitas meghatarozasa pélusok kozvetlen meghatarozasa alapjan

1. Hatérozza meg az alabbi tagok stabilitdsat mindkét stabilitdsi definiciénak megfelelGen!

2 _
() Gr(s) = g
(b) Gals) =
(c) Ga(s) = 43227—7—25
3
(@) Gis) = g
25 +1

(e) Gs(s) = 152 12
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L

5.1. dbra. Kiterjesztett gyokhelygorbe

3
0 &ole) = o512
2
(g) Grls) = 453 + 352 + 25
6s
(h) Gs(s) = 852 _9

2. Hatdrozza meg a 8y (t) + 10y (t) + 2y (t) = 6u® (t) +4u (t) + 6u(t) bemenet/kimenet modellel
jellemzett rendszer stabilitasét!

3. Hatarozza meg az alabbi tagok stabilitdasat!

1 3

il G —

2 =577

Csatolja sorba a két tagot, majd a kapott tagcsoportot csatolja vissza negativan, és hatdrozza meg
a zart kor stabilitasét!

Gl(S) =

4. Hatédrozza meg a 4y (t) + 16y + y(t) = u + 5u(t) bemenet/kiemenet modellel jellemzett
rendszer stabiltdsat! Hatarozza meg ercsitését, csillapitasi tényezojét, természetes frekvenciajat, és
véazolja fel a stlyfiiggvényét!

5. Hatdrozza meg a 2y (t) 4+ 8y(M) 4+ 32y(t) = 6, 4u(t) bemenet/kiemenet modellel jellemzett rendszer
stabiltasat! Hatdrozza meg erositését, csillapitdsi tényezojét, természetes frekvencidjat, és vazolja
fel az atmeneti fliggvényét!

5.3.2. Stabilitds meghatarozasa Hurwitz kritérium alkalmazasaval

Hatdrozza meg az alabbi tagok stabilitdsiat a Hurwitz kritérium segitségével!

1. (a) Hatérozza meg az aldbbi tag stabilitdsat!

4
T 4834+ 352425+ 1

Gl (S)



64

5. FEJEZET. FOLYTONOS IDEJU RENDSZEREK STABILITASA

Csatolja vissza negativan a tagot, és hatarozza meg igy is a stabilitast!

Csatolja vissza a tagot K erositéssel az alabbi abranak megfeleloen, és hatarozza meg, hogy
milyen erositési tartoméanyban lesz stabil a visszacsatolt kor!

w(s)+ e(s) K u(s) Gi(s) y(s)

Hatarozza meg az alabbi tag stabilitasat:

_ 4s +1
T 4343524+ 2s5+1

G2(S)

Csatolja vissza negativan a tagot, és hatdrozza meg igy is a stabilitdst!

) Csatolja vissza a tagot K erositéssel az 1. példabeli dbranak megfeleloen, és hatdrozza meg,

hogy milyen erdsitési tartomédnyban lesz stabil a visszacsatolt kor!
Hatarozza meg az alabbi tag stabilitasat:

- 4s + 2
2544+ 4834+ 3s2 425+ 1

G3(s)

Csatolja vissza negativan a tagot, és hatarozza meg igy is a stabilitast!

) Csatolja vissza a tagot K erositéssel az 1. példabeli dbranak megfeleloen, és hatdrozza meg,

hogy milyen —oco < K < oo erdsitési tartomédnyban lesz stabil a visszacsatolt kor!

Hatérozza meg az alabbi tagok stabilitdsét!

3 3

Gils) = 65’ Gals) = 452 + 25+ 1

Csatolja sorba a két tagot, majd a kapott tagcsoportot csatolja vissza negativan, és hatarozza
meg a zart kor stabilitdsat!

Legyen a (1 tag atviteli fiiggvénye:
1

Gi(s) = 75

és hatarozza meg milyen T értékre lesz stabil a rendszer!

Csatolja pdrhuzamosan a két tagot, majd a kapott tagcsoportot csatolja vissza negativan, és
hatarozza meg a zart kor stabilitasét!

3 3

G1(3)=&, GQ(S):7452+23+1

Tegyen a visszacsatolt kor eloremeno dgaba egy K erosito tagot, és hatarozza meg, hogy milyen
értékeire lesz a rendszer stabil!

6. Mekkora lesz az aldbbi tagnél a stabilitds hatdran a k értéke?

4
T 4534352+ 2s+ k

Gl(S)

7. Tekintse az alabbi rendszert:

w(t) + e(t

i+ = KW MO o = O

Adja meg, hogy milyen K értékre lesz a rendszer aszimptotikusan stabil!
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8. Adja meg, hogy az aldbbi kor milyen erosités érték esetén lesz a csillapitas hataran!

u(s) + | K(s-1) y(s)
s +2s+1

s+1

5.3.3. Stabilitas meghatarozasa gyokhelygorbe alapjan

1. Viézolja fel a 8y (t) + 10y (t) + 2y(t) = 6u(t) bemenet/kiemenet modellel jellemzett rendszer
atmeneti fliggvényét és gyokhelygorbéjét!

2. Rajzolja fel annak a tagnak a gyokhelygorbéjét, amelynek a felnyitott kor pélusai —1 és —3-ban,
zérushelye pedig —2-ben van! Adja meg az atviteli fliggvényt is!

3. Vézolja fel az aldbbi tag gytkhelygorbéjét!

(s+1)
(s+2)(s2+s+1)

G(s) =

Mit tud mondani a visszacsatolt tag stabilitasardél?

4. Vazolja fel az aldbbi tag gyokhelygorbéjét! Mit tud megallapitani a zart kor stabilitdsardl?

0.8s

G = 106109

ot

(a) Adja meg annak a tagnak az I/O modelljét, amelyiknek a pélusai —2 =+ j-ben, zérushelyei pedig
—1-ben és —2-ben vannak!

(b) Rajzolja fel a tag gyokhelygorbéjét!

(¢) Adja meg a kritikus csillapitasnél az erosités és a pélusok értékét!

6. Tekintse az aldbbi rendszert!

wit) + . e(f)

K u(t) 1 w(t)
i T $°+25+1

(a) Rajzolja fel a rendszer gyokhelygorbéjét!

(b) Mennyi K értéke, ha a zart kor pdlusai —1 + 527

7. Vézolja fel annak a rendszernek a gyokhelygdrbéjét, amelynél a felnyitott kor pélusai —4 + j-ben,
zérushelye pedig —2-ben van! Adja meg a tag I/O modelljét!

8. Vézolja fel az aldbbi tag gytkhelygorbéjét! Mit tud megédllapitani a zart kor stabilitdsarol?

1
(s+1)(s+3)(s+5)

G(s) =
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5.3.4. Megoldasok

Stabilitas meghatarozasa pélusok kozvetlen meghatarozasa alapjan

1. (a) p12 =242 — egyik gyok pozitiv valds, a tag instabil.

V10

(b) p12=—-2+j—— — negativ valds részi komplex gyokpér, a tag aszimptotikusan stabil, és
igy BIBO stabil is.

1
(¢c) pr2= —5 — negativ valds gyok, a tag aszimptotikusan stabil, és igy BIBO stabil is.

(d) A szamlalé fokszdma nagyobb, mint a nevezoé, ezért a tag nem realizélhatd.

2
(e) p12 = £j—— — nulla valdés részit komplex gydkpdr, a tag aszimptotikusan nem stabil, de
BIBO stabil.
1 V28

(f) p12= 1 + jT — pozitiv valds részi komplex gyokpér, a tag instabil.

3 V23

(g) pr2=—=xj—— — negativ valés részli komplex gySkpér, a tag aszimptotikusan stabil,
és igy BIBO stabil is.

1
(h) p1o= i§ — egyik gyok pozitiv valds, a tag instabil.

3
2. p1 = 5 P2=—7 — két negativ valés gyok, a tag aszimptotikusan stabil, és igy BIBO stabil

is.
3. pg, =0 — 0 gyok, a tag BIBO stabil, de aszimptotikusan nem stabil.

1
PGy = —5 — negativ valds gyok, a tag aszimptotikusan stabil, és igy BIBO stabil is.
G1(s)G 3
Ge(S) _ 1(8) 2(8) _
1+ G1(s)Ga(s) 482 +2s+3

1 V11

Dereds, 1,2 = —— £ j—=— — negativ valés részii komplex gyokpér, a visszacsatolt rendszer aszimp-
totikusan stabil, és igy BIBO stabil is.

s+5 1
4. = K= T=2 n = = , =4, T,,=0,2
G(s) 452 +16s+1° 5, / wn 2 3 sz =0

Pélusok: p; = —3,936; ps = —0,064 — két negativ valés polus, a tag aszimptotikusan stabil, és
igy BIBO stabil is.
A silyfiiggvény lefutdsa az elsorendi tagokéhoz hasonlé a szamlalé zérusa miatt.

6,4 3,2 1
5. G(s) = . = . K=0,5 T=- =4 =0,5
) = i 85182 P s+ 16 ' g/ en=4, £=0
Poélusok: p1 g = —2+j 2v/3; — negativ valds részii komplex gyokpér a pélus, a tag aszimptotikusan

stabil, és igy BIBO stabil is.
Az atmeneti fliggvény lefutdsa: felfutdsi szakaszon van inflexiés pont, és tullendiiléssel &ll be az
erOsités altal meghatarozott értékhez.

Stabilitas meghatarozasa Hurwitz kritérium alkalmazasaval

1. (a) A tag aszimptotikusan stabil.
(b) A visszacsatolt kor instabil.

c) 0< K< % értékekre lesz a visszacsatolt kor szimptotikusan stabil.

b

(¢) 0 < K < 2 értékekre lesz a visszacsatolt kor szimptotikusan stabil.

)
()
2. (a) A tag aszimptotikusan stabil.
(b) A visszacsatolt kor aszimptotikusan stabil.
)
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3. (a) A tag BIBO stabil.
(b) A visszacsatolt kor instabil.

(c¢) Nincs olyan K > 0 érték, amire a visszacsatolt kor stabil lenne, de —0,5 < K < 0O-ra igen.

4. (a) A G tag BIBO stabil, a G5 tag aszimptotikusan stabil.
(b) A visszacsatolt kor instabil.

(¢) Tr > 6 értékekre lesz a visszacsatolt kor aszimptotikusan stabil.

5. (a) A visszacsatolt kor stabil.

(b) Tetszoleges K > 0 értékre a visszacsatolt kor aszimptotikusan stabil.

[=p}

. Atag 0 < k < 1,5 értékek esetén stabil.

7. A visszacsatolt kor eredo atviteli fliggvénye:

Ks

Gels) = $3+2824+ 2+ K)s+1

A kor tetszoleges K érték esetén stabil.

8. A visszacsatolt kor eredo atviteli fliggvénye:

Ks+ K

Ge(s) =
() $3+32+ B3+ K)s+1+ K

A kor tetszoleges K érték esetén stabil.

Stabilitas meghatarozasa gyokhelygorbe alapjan
1. Az dbrazolandé atviteli fiiggvény:

3

)= G e

A tag paraméterei K = 3, T' =2, £ = 1,25, pdlusai p; = —0,25, po = —1. Az dtmeneti fiiggvény
és a gyokhelygorbe:

B Plot = |E||E| 1] Root Locus-1 =g |E||E|
3 3
—real
e N ——Closed loop poles
1+ E -1
0 1 1 1 _3 | | 1
0 5 10 15 20 2 15 -1 _5 0
Time (sec) real

2. Az dbrazolando atviteli fliggvény:

s+ 2

GO = TG+

A tag gyokhelygorbéje:
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Am

Re

|
ru|—l

|
'L.,.il_\.

— A tag zérusa: z = —1, pélusai: p; = —2,pa3 = —% :I:j?.

— A gyokhelygorbe a felnyitott kor pélusaibdl indul ki, és egy dg a zérusba, két 4g a végtelenbe
tart.

— A valds tengelyen csak a [—2, —1] tartomanyban van gyokhelygorbe szakasz.
— A végtelenbe tarté dgak érintdinek meredeksége 90° és 270°.
— A gyokhelygorbe stlypontja (a végtelenbe tarté dgak érintdinek metszéspontja): -1.
— A gyokhelygorbe nem metszi a képzetes tengelyt, igy nincs kritikus erosités.
— A gyokhelygorbének nincs kilépési pontja.
— A komplex p6lusokbdl kiinduld agak kilépési szoge: 120°, illetve 240°.
A tag gyokhelygorbéje:

.
5] Rootlo..| o |:I_EI:|r§i_§:i

P
3
“2

| —Cloded logp

L=

Imaginary
[l
I

A visszacsatolt rendszer tetszoleges pozitiv erosités érték mellett stabil marad.

A tag zérusa: z = 0, pélusai: p; = —0,2,p23 = —% :I:j@.

A gyokhelygorbe a felnyitott kor pdlusaibdl indul ki, és egy dg a zérusba, két 4g a végtelenbe
tart.

A valés tengelyen csak a [—0,2, 0] tartoményban van gyokhelygorbe szakasz.

A végtelenbe tarté dgak érintdinek meredeksége 90° és 270°.
— A gyokhelygorbe siilypontja (a végtelenbe tarté dgak érintdinek metszéspontja): -0,6.
— A gyoOkhelygdérbe nem metszi a képzetes tengelyt, gy nincs kritikus erosités.
— A gyoOkhelygorbének nincs kilépési pontja.
— A komplex pdlusokbdl kiindulé dgak kilépési szoge: 96°, illetve 264°.
A tag gyokhelygorbéje:
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I

5 Root Locus-3 = |E|_SS_|
5
4+  ——Closed loop poles
) =
g 1
E;. 0 e
B L
5
e
s
=5 1
-25 -1 0
real

A visszacsatolt rendszer K — oo esetén BIBO stabil lesz, egyébként aszimptdtikusan stabil.
5. A vizsgdlandé tag atviteli fliggvénye és I/O modellje:

(s+1)(s+2) 24+ 3s+2
(s+2+5)(s+2—7) s2+4s+5

G(s) =

y @ () 4+ 4yV(t) + 5y (t) = uPD () + 3uD () + 2u(t)
A tag zérusai: z; = —1, 29 = —2, pblusai: p1 o= —2+£7.

— A gyokhelygorbe a felnyitott kor pélusaibdl indul ki, és mind a két ag a felnyitott kor zérusaiba
tart.

— A val6s tengelyen csak a [—2, —1] tartomdnyban van gyokhelygorbe szakasz.
— A végtelenbe tarté dgak érintoinek meredeksége: nincs végtelenbe tarté 4g.

— A gyokhelygorbének nincs silypontja.

A gyokhelygérbe nem metszi a képzetes tengelyt, {gy nincs kritikus erosités.

— A gyokhelygorbének kilépési pontja visszatérési pont, K > 4,82 esetén negativ valds gyokoket
kapunk, azaz a csillapitasi tényezo értéke nagyobb lesz 1-nél. A poélusok értéke itt -1,6.

A komplex pélusokbdl kiindulé agak kilépési szoge: 297°, illetve 63°.
A tag gyokhelygorbéje:

B Root Locus-4 = I_El___!_i_fi_|
¢

——Closed loop poles

Imaginary
=
I

'
[ =)

6. A tag gyokhelygorbéje:
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-

B] Root Locus-5 = iE||_E|
3
2. —Closed loop poles
Sl
% ok
— _1 B
|
ki 1 1 1
-2 -1.5 -1 -5 0
real

A megadott pélusnal az erosités értéke: K = 4
7. A vizsgdlandé tag atviteli fliggvénye és 1/0O modellje:

Gls) = s+ 2 B s+ 2
C(sH+4+g)(s+4—j)  s2+8s+17

y @) + 8y () + 17y(t) = uV (t) + 2u(t)

A tag zérusa: z = —2, pélusai: p1 2 = —4 £ .

A gyokhelygorbe a felnyitott koér pélusaibol indul ki, és az egyik dg a felnyitott kor zérusédba,
a masik a végtelenbe tart.

— A valds tengelyen a | — oo, —2] tartoményban van gyokhelygorbe szakasz.

— A végtelenbe tart6 ag érintdjének meredeksége: 180°.

— A gyokhelygorbének nincs stlypontja.

— A gyoOkhelygorbe nem metszi a képzetes tengelyt, igy nincs kritikus erosités.

— A gyokhelygorbének kilépési pontja visszatérési pont, K > 0,47 esetén negativ valds gyokoket
kapunk, azaz a csillapitasi tényezd értéke nagyobb lesz 1-nél. A pdlusok értéke itt -4,2.

— A komplex pdlusokbdl kiindulé dgak kilépési szoge: 243,5°, illetve 116, 5°.
A tag gyokhelygorbéje:

-
8] Root Locus-6 = |_IET_||§§_|
7

—Closed loop poles

L

IImaginary
L =)
I
G

— A tagnak nincs zérusa, pdlusai: p; = —1,ps = —2,p3 = —3.

— A gyoOkhelygorbe a felnyitott kor pélusaibdl indul ki, és min a harom ag a végtelenbe tart.

— A valds tengelyen a | — oo, —5] és a [—3, —1] intervallumokban vannak gyokhelygorbe szakaszok.
— A végtelenbe tarté dgak érintdinek meredeksége 60°, 180° és 300°.

— A gyokhelygorbe stlypontja (a végtelenbe tarté dgak érintdinek metszéspontja): -3.
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— A gyokhelygorbe metszi a képzetes tengelyt, a kritikus erosités értéke, vagyis ahol a visszacsa-
tolt kor a stabilitas hataran van: K = 192.

— A gyokhelygorbének egy kilépési pontja van, melynek koordindtdja x = —1,84.
— A gyokhelygorbének nincs komplex pdlusa.
A tag gyokhelygorbéje:

-

1] Root Locus-7 = |E||£|
15
10l ——Closed loop poles
5l
oy
EJ_, 0 ——
=10
15 I I 1 I
-15 10 -5 0 5 10
real
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6. fejezet

A z-transzformacio és a diszkrét
bemenet-kimenet modell

6.1. Elméleti attekintés

6.1.1. A z-transzformaciora vonatkozo fontosabb Gsszefiiggések

Tekintsiik az aldbbi abran lathaté mintavételezési eljarast.

i*(t)

A0 JH)

t o
—— = mintavételezd egység -

JHO) = A0i¥ ()

A mintavételez8 egység egyik bemenete a mintavételezendd f(t) folytonos-folyamatos jel:
f@), f(t)=0,hat<O0,
mig a mdsik a mintavételezést végz8 i*(t) egységimpulzus sorozat:
o0
()= 8(t—nTyp) .
n=0

A mintavételez6 egység kimenetén a mintavételezett jel, f*(¢), mint moduldlt impulzussorozat jelenik
meg:

Fr(8) = f(t) Y 6(t = nTp) -
n=0

Atalakitva, majd Laplace-transzformélva ezt a kifejezést megkapjuk az f(t) fliggvény diszkrét Laplace-
transzformdltjat definialé alakot:

F*(s) =Y f(nTp)e "o .

n=0

73
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A z = e70 kifejezést bevezetve megkapjuk a mintavételezett fiiggvény z-transzformaltjat:
[ee]
F(z) = Z f(nTo)z"" .
n=0

A fenti levezetés eredményeként kapott képlet végtelen sort tartalmaz, és az Osszegképlet felirdsa nem
minden esetben egyszeri. A szakirodalomban megtaldlhaté a z-transzformdacié definicigjanak altalanos
esetre alkalmazhato képlete. Itt csak az aldbbi, csak egyszeres pdlusok esetén alkalmazhato6 képletet adjuk
meg;:

i=1 Z;(pl) . zZ — ep’iTD )
ahol

- F(s) = ?;gi; a jel Laplace-transzforméltja racionlis tort alakban;

— P a polusok szama;
— p; az i-dik pélus (1 = 1,2,..., P);

— F,(pi) = F.(s)|s=p; a szamlal6 polinomjanak értéke az s = p; helyen;

~ Fl(p) = d%is) |s=p, & nevezd polinom s-szerinti derivéltjanak értéke az s = p; helyen.

Fontos megjegyezni, hogy a z-transzformécié elvégzéséhez felhasznalt definidld képlettdl fliggetleniil,
a kapott Osszefiiggés csak a mintavételezési idopontokban van kapcsolatban az idétartomanyban felirt
fliggvénnyel. Ennek kovetkezményeként egyrészt a mintavételezési idopontokban azonos értéket felvevé
fiiggvényeknek azonos lesz a z-transzformaltja, mésrészt az inverz z-transzformécié csak a mintavételezési
iddpontokhoz tartozo értékeket adja vissza.

Az id6tartomanyba vald visszatéréshez tehdt az inverz z-transzformaciét alkalmazhaté. Ennek altaldnos
képlete:

1

nTy) = — ¢ F(2)2" 1dz

f0T) = 5= § P2
r

azaz az inverz transzforméicié csak a mintavételezési idépontokbeli jelértékeket adja vissza. A

gyakorlatban az invertalast a kovetkez6 moédokon hajthatjuk végre:

— Az invertalandé fiiggvényt olyan egyszer(i alakokra, részlettortekre bontjuk fel, amelyeknek az in-
verzét mar megtalaljuk tablazatban. A mddszer elénye, hogy zart alakd képletet szolgaltat, igy
tetszOleges mintavételezési idéponthoz tartozd érték azonnal meghatarozhaté. Hatranya, hogy a
megfelel§ parcidlis tortfiiggvény alakra hozas nem mindig végezhet6 el.

— A jel z-transzformaltjaként kapott raciondlis tortfiiggvény negativ kitevés hatvénysorba fejtése po-
linomosztassal. Ha felirjuk a mintavételezd egység kimenetén megjelend impulzussorozatot:

f*(t> = f(OT())(S(t — OT()) + f(lTo)(S(t — 1T0) + f(QTo)é(t - 2T0) +...+ f(nTo)(S(t — nTo) +...
és a jel negativ kitevOs hatvanysorba fejtett z-transzformaltjat:
F(z)= ap’ a1z Y rasz i+ Fanz V.,

akkor a Dirac ¢ id6beli eltolasara vonatkoz6 z-transzformélt alapjan belathatd, hogy a hatvanysor
egyitthatéi az f fliggvény mintavételezési idépontokban felvett értékeit szolgaltatjak, a kitevd
pedig a mintavételezés idépont sorszaméat adja meg. A mddszer elénye az egyszerii elvégezhetség,
hatranya, hogy a kérdéses idépont el6tti valamennyi értéket ki kell szamolni.

A z-transzformacié elvégzése sordan, a Laplace-transzformdaciéhoz hasonléan, kiilonb6z6 tételeket kell
figyelembe venni. Ezeket a szabdlyokat, valamint a z-transzformdcié soran alkalmazhatd képleteket a|9.3
tablazatban foglaltuk ossze. A tablazat a fontosabb fiiggvények folytonos és diszkrét idejii alakjait,
illetve Laplace- és z-transzforméltjait tartalmazza. A tdbldzat alkalmazédsa kapcsan felhivjuk a figyel-
met, hogy a folytonos idejii alakhoz meghatarozhatjuk a megfelel6 z-transzformadlt alakot, viszont a
z-transzformalt alakbdl kiindulva csak a diszkrét idejl fiiggvény irhaté fel az inverz z-transzforméciénal
lefrtak miatt.
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6.1.2. Diszkrét bemenet-kimenet modell
A folytonos idejii rendszerek esetében alkalmazott linedris differencidlegyenlet alaki bemenet-kimenet
modellt:

any ™ (1) + a1y ™V (0) 4 -+ ary D () + aoy(t) = b u™ () + -+ bou(?)

a diszkrét idétartoményban valé alkalmazashoz differenciaegyenlet forméara kell hozni. Ezért a differen-
cidlhdnyadost differenciahanyadossal, vagyis a derivaltak értékeit a mintavételezési idépontokban mért
értékek kiilonbségével kell kozeliteni:

dz N Az
dt Ty
frjuk fel a differencidlhdanyados definiciéjat a kovetkezé moédokon:

de . wx(t+At) —x(t) . x(t) —x(t — At)
dt A, At = Am, At '

Az els6 definidlé képletet alkalmazva az tgynevezett eldrefelé vett differencidkat kapjuk:

dr _a(t+Ty) —z(t)  z((k+1)Tp) — x(kTp) .

dt = To To
A differencidlhdanyados Laplace-transzformalt alakjabol és a kapott diszkrét idejli, kozelité képlet z-

transzformalt alakjabodl levezethetd, hogy a két operdtortartomény kozotti attérés a kovetkezd képletekkel
végezhetd el:

z—1

s —
Ty

(z = 1+Tps) .

Megjegyzés: z-sikrdl s-sikra vald attérés csak algebrailag igaz, a kordbban elmondottak miatt nem lehet a
mintavételezési idopontokhoz tartozé jelértékekbdl a jelet a teljes folytonos idétartomanyra rekonstrudlni.

Ha a kozelitést a differencidlhdanyados mésik definidlé képletével végezziik el, akkor az Gn. visszafelé
vett differencidkat kapjuk meg:

dr _ x(t) —z(t — To) _ x(kTp) — z((k — 1)Tp)

dt Ty T, ’

és az operatortartomanyok kozotti attérés az alabbi képletekkel végezhetd el kozelité modon:

z—1 1

— —
s Toz (Z 1-— T()S

).

Egy harmadik lehetOséget jelent a diszkretizdlasra a numerikus integralas trapéz mddszerén alapulé
Tustin-modszer alkalmazasa. Ebben az esetben az alabbi kozelito képletek alkalmazhatdk a tartomanyok
kozotti attérésre:

L 221 (%1+%%
S —_— z .
Toz+1"’ 1— Tgs

Az atalakitds utdn kapott differenciaegyenlet alakd modellt kétféle alakban adhatjuk meg. A két
feliras kozti kiilonbség a jelent szimbolizalé kT, mintavételezési idépont és a tovabbi idépontok viszonyan
alapul. Ha a tobbi jelérték a jelenhez képest késébbi mintavételezési idépontokbdl szarmazik, akkor az
un. eldrefelé vett differenciaegyenletet kapjuk:

any((k +n)To) + an—1y((k +n —1)To) + - - + ary((k + 1)To) + aoy(kTo) =
= bu((k +m)To) + - + bou(kTp)

Az ilyen tipusu egyenlet a mérnoki gyakorlatban csak a megfigyelések elvégzése utan, vagyis a mért kime-
neti és bementi értékek ismeretében alkalmazhato példaul az egyenlet egyiitthatéinak a meghatarozasara.
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Ha a tobbi jelérték a jelenhez képest kordbbi mintavételezési idépontokbdl szarmazik, akkor az Gn. vissza-
felé vett differenciaegyenletet kapjuk:

aoy(kTo) + ary((k = 1)To) + -+ + an—1y((k — n + 1)To) + any((k —n)Tp) =
= bou((k — d)To) + - - - + bpu((k — d — m)Tp)

Ez az egyenlet, az egyiitthatok ismeretében, méar a modellezett rendszer miikodése soran is alkalmaz-
haté a legfrissebb idéponthoz tartozé kimeneti érték becslésére. Megjegyezziik, hogy az atirds sordn az
egyiitthatok értékei illetve a bemeneti oldal fokszama megvaltozhat. A két egyenlet koziil elsGsorban a
visszafelé vett format lehet a differenciaegyenletek iterativ megolddsandl alkalmazni.

Amennyiben a kapott differenciaegyenlet egy tag vagy rendszer kimend jelének viselkedését irja le a
kezdoallapot és a bemend jel fiiggvényében, akkor a kévetkezd megoldasi lehetdségeket alkalmazhatjuk.

— A differenciaegyenlet analitikus megolddsa. Fzzel a lehet6séggel itt nem foglalkozunk.

— A differenciaegyenlet iterativ megolddsa idGtartoméanyban. Ebben az esetben a visszafelé vett dif-
ferenciaegyenletet y(kTp)-ra rendezziik, majd a bemenet adott mintavételi idépontokban felvett
értékeinek és a kezdeti feltételek ismeretében 1épésrdl 1épésre megoldjuk az egyenletet a keresett
idéponthoz tartozé kimeneti értékig.

— A differenciaegyenlet megoldhaté a z-transzformécio segitségével. Els6 lépésként az idétartomanybeli
modellt a kezdeti feltételek és bemené jel figyelembevételével z-transzformaljuk, majd a kapott
kifejezést Y (z)-re rendezzik. Az igy el6dllé raciondlis tortfliggvényt az inverz z-transzformécio-
nal tanult médon vagy parcidlis tortekre bontds utdn tablazat segitségével visszatranszformaljuk
id6tartoméanyba, vagy polinomosztassal meghatdrozzuk az egyes mintavételi pontokhoz tartozo
értékeket. A téablazat segitségével torténd visszairas elonye, hogy a kapott egyenletbe behelyettesitve
a keresett mintavételezési idopont értékét, a hozzatartozo jelérték egy lépésben meghatarozhaté.
Hétranya azonban, hogy a parcidlis tortekre valo felbontds nem mindig végezhet6 el. Polinomosztés
alkalmazdsa esetén nincs sziikség a felbontas elvégzésére, viszont az osztdst a keresett idéponthoz
tartozo érték eléréséig el kell végezni.

6.2. Kidolgozott feladatok
1. Hatérozza meg a kovetkezo fliggvények z-transzformaltjait!

(a) fi(t) =1(2)

I. megoldds Mivel fi(t) =1, hat > 0, ezért az f*(¢) fiiggvény megegyezik az i*(¢) impulzus-
sorozattal:

o0

fl Z t — TLTO

Igy a diszkrét Laplace transzformalt

Fi(s)=I*(s) = 3 emnTos
n=0
a z-transzformalt:
Fi(z)=1(z)=> z"
n=0

A kapott geometriai sor Gsszegezhet6, ha
le7Tos| =27 <1,

ekkor
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II. megoldas Végezziik el a transzforméciét az egyszeres pélusok esetén alkalmazhato, zart

alaku kifejezést szolgaltato képlet alapjan:

P
Fz i z
RO =S Ee

i=1 v

Az 1(t) fiiggvény Laplace transzformadltja:

Fi(s) = £0(0)} =

A kifejezésnek
— egy pélusa van, P =1, a p; = 0 helyen,;
— a szamlalé polinomja Fi,(s) =1, {gy Fi.(p1) =1,

— a nevezd polinomja Fi,(s) = s, derivéltja %‘;(8) =1, 1gy F1,(p1) =1,
tehat
Fi_(ps) z 1 z z
F = /z : = T - > 1.
1 ;Fp(l%) z—elwi 1 z—elo0 21 i

(b) fa(t) =™

I. megoldas A mintavételezett fiiggvény:
ft) =2 e 5(t —nly) .
n=0

Ebbdl a diszkrét Laplace transzformalt:

o0

FQ*(S) _ Z efanToefnTgs ’

n=0

a z-transzformalt:

oo )
Fy(z) = Ze*“”T‘)z*" = Z(e*“Tozfl)” .
n=0 n=0
A kapott geometriai sor tsszegezhetd, ha
le=To8| = 271 < e~oT0
Ekkor
F6)= i B =ty =

- 1— e—aTgeTos - 1— e—aTOZ—l 2 — e—aTo :
IT. megoldas Az e~ fiiggvény Laplace transzformaltja:

1
s+a

Fy(s) = L{e ™} =

A kifejezésnek
— egy pélusa van, P =1, a p; = —a helyen;
— a szamlalé polinomja Fy,(s) =1, {gy Fb.(p1) = 1;

— a nevezd polinomja Fhy,(s) = s + a, derivéltja Mz%‘;(s) =1, igy Fép(pl) =1,

Elvégezve a transzformaciot az egyszeres polusok esetén alkalmazhatd, zart alaku kifejezést

szolgéltatd képlet alapjan:

= |z] > e
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(c) f3(t) = 42 + 24
Megoldas: Az f3(t) fiiggvény Laplace-transzforméltja:

1 1

F. =4—— +2——
5(s) s—|—2+ s+4

Felhasznélva a z-transzformécié tételeit (6sszeadds, konstanssal vald szorzds) és tablazat
alapjan a z-transzformalt alak:

z z

Fg(z) =4

+2
z—e2To 7z —e 4T
Legyen a mintavételezési id6, Ty = 0, 5s:

z z 622 — 0,64z
F = 4 2 = ?
5(2) z—e 1 + z—e 2  22-0,52+0,05

A folytonos fliggvény diszkretizalt alakja a kovetkezo:

fg (kTo) = 4672kT0 + 2674kTO

(d) fa(t) = bsindt — 4 cos bt
Megoldds:
A Laplace-transzformécios tételek és a tabldzat alapjat az f4(t) fliggvény Laplace-transzforméltja:

4 s

Fu(s) =5 4
) =556 e

A z-transzformdlt Ty ~ 7w esetén:

Fu(z) = 5 zsindTy 22 — zcos 5T, zsindm 22 — zcos b

z) = — = _

4 22 —2zcos 4Ty + 1 22 —2zcosbTp+1 22 —2zcosdmw +1 22 —2zcosbhm +1
4z(z+1)  —4z

2242241 241

(e) fs(n) =0,6"

Megoldds:
Fy(z) = i fs(n)z™" =140,62"" 40,6272 +0,65273+ ... =
n=0
- 1—0%62—1 - 2—20,6 |/ > 0,6
(f) fo(n) =(-5)"
Megoldds:
Fs(z) = i fo(n)z " =14 (=5)2" 4+ (=5)22 2+ (=5)*2 2 +... =
n=0
S 12 > 5

1—(=5z"1) 245
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(8) fr(n) =3+2(-5)"
Megoldds:

Jr(n) =3+ 2(=5)" = 3-1(n) + 2(~5)"

> z z 522 4+ 132
F. = -1 2(=5)")z"" = 2 =
H(2) = Y3 1m) + 2(=5)")s T =3 42— = E

n=0

|z] > 1 ﬂ 2] >5=1z| >5

2. Ertelmezziik az eltolési tételt a differencia egyenletek kezdeti feltételeihez kapcsoldéddan!
Megoldds:

Hatdrozzuk meg az fs(kTp) diszkrét idejli fliggvény z-transzformdltjat, ha a fliggvényt egy min-
tavételezési id6vel balra toljuk el és adott f(—1T}) fliggvényérték!

Z{f((k—1)To)} = f(—1Tp)2° + f(0Tp)z ' + f(1To)z 2 + ...+ f(nTp)z "1 4... =
= f(—1Tp) + 27" (f(0Tp) + f(1To)z~ + ...+ f(nTp)z " +...) =
= f(~1Tp) + 27 F(2)

Altaldnositva:
Z{f((k—n)Tp)} = 2 "F(z) + 2 " f(—1Tp) + 27" P2 f(=2T) + ... + f(—nTy)
3. Oldjuk meg az alabbi differenciaegyenletet z-transzformacioval illetve iterativ médon, ha Ty = 1s!
y(kTo) — 4y((k — 1)To) + 3y((k — 2)To) = 1(KTp)  ha y(-1)=1, y(-2)=2
Megoldds:

z-transzformaciéval :
Figyelembe véve a mintavételezési idot:

y(k) — 4y(k — 1) + 3y(k — 2) = 1(k)

Elvégezve a z-transzformaciot a kezdetei feltételek az el6z6 feladatnak megfeleléen figyelembe

vételével:
Y(z)—4 (zle(z) + y(—l)) +3 (ziZY(z) + 27y (1) + y(—2)) = i :
Végezziik el az egyenlet rendezését!
V(o) 4 (=Y () +1) +3 (¥ () 427 +2) =
Y(2) =427V (2) —4+3272Y(2) + 327 +6 = p, i l
22Y (2) — 42Y (2) — 42% +3Y (2) + 32 + 62° = sz .
(22 =4z +3)Y(2) = sz + 422 — 32 — 622
(22 =42+ 3)Y(2) = w

-3 — 22432

Yo = ooz
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Az inverz z-transzforméaciohoz hatdrozzuk meg a parcidlis tortek egylitthatéit a kovetkezo alak

alapjan:
Y(2) —22—2+43
2z (z2=3)(z—1)2
—22—2+3 A B C
= + +

(z=3)(z—1)2 2z-3 z—-1 (2—1)
—22—243=A(z—1)>+B(z—-1)(z—3)+C(z - 3)

Az A és C egylitthatok:

—22—2+3 -9-3+3
A= — = —5 = 2,25

(z—=1)2 |, _4 3-1)

—z2 — -1-1
0:272“’ :7"_3:,075

z2=3 |, 1-3

A B egyiitthaté meghatdrozasdhoz irjuk be az A és C' egyiitthatok értékét, és helyettesitsiink
be z = 0-t:
—2?2 —243=-2,25(z—-1)>4+B(z—1)(z — 3) — 0,5(z — 3)
3=-2,25+3B+1,5
B=1,25

fgy a parcidlis tortekre bontott kifejezés:

z z
-1

z
Y(z) = —-2,25—— +1,25
(Z) ’ zf3+ T2

Elvégezve az inverz z-transzformaciot:
y(k) = —2,25-3% - 1(k) +1,25 - 1(k) — 0,5 - k - 1(k)
Hatéarozzuk meg y(k) értékét az els6 harom mintavételezési pontban:
k=0 y(0)=-2,25-3°-1(0)4+1,25-1(0) —0,5-0-1(0) =
=-2,254+1,25—-0=—1
E=1 y(1)=-2,25-3"-1(1) +1,25-1(1) = 0,5-1-1(1) =
=-2,25-34+1,25—-0,5=—6
E=2 y(2)=-2,25-32-1(2) +1,25-1(2) - 0,5-2-1(2) =
=-2,256-94+1,25-0,5-2=-20

k=10 y(10) = —2,25-3'0-1(2) +1,25-1(2) = 0,5-2-1(2) =
=—2,25-59049 + 1,25 - 0,5 -2 = —132860, 5
iterativ megolddas : A megoldandé egyenlet:
y(kTo) —4y((k —1)To) +3y((k —2)To) = 1(kTp) ha y(-1) =1, y(=2)=2, To=1s
Behelyettesitve a megfelel6 értékeket a kovetkez6 megoldasokat kapjuk a kérdéses idépontokban:

k=0 y(0)=4y(—1)—3y(-2)+1(0)=4-1-3-2+41=—1
k=1 y(1)=4y(0) —3y(-1)+1(1) =4-(-1)—3-14+1=—6
k=2 y(2)=4y(1) —3y(0) +1(2) =4-(=6) — 3 (1) + 1 = —20

k=10 y(10) = 4y(9) — 3y(8) + 1(10) =4 (777) — 3 - (777) + 1 =
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Mint lathaté, ebben az esetben a megoldas 1ényeges egyszeriibb, de mig az egy adott idéponthoz
tartozé érték meghatdrozasa a z-transzformécié alkalmazédsaval kapott megoldas esetén egy-
szerl behelyettesitéssel elvégezhetd, addig az iterativ megoldasnal csak valamennyi korabbi
idéponthoz tartozo érték meghatarozasa utan kaphaté meg.

6.3. Gyakorlé feladatok

6.3.1. Feladatok a z- és inverz z-transzformaci6é témakorébol

1. Hatéarozza meg a kovetkezo6 fliggvények z-transzformaltjat!

(a) fi(t) =5-1(¢)

(b) fa(t)=3-e7*

(c) fs(t)=2-(1—¢€*)

(d) fa(t) = 0,5(t = 1(£))
(t)=2¢

(e) f5

2. Hatdrozza meg a kovetkez6 fiiggvények z-transzformaltjdt! (Ahol Ty nincs megadva, ott maradjon
paraméter!)

(@) Fi(9) = 5

(0) Fals) = 3

© B = et

(d) Fi(s) = ﬁ Ty =10
(©) Fs() = 3

() Fo(s) = m Ty = 1,05
(@) Frl(s) = 50y To=0.1

3. Hatérozza meg a kovetkezd fiiggvények z-transzformaltjdt!

4. Feladatok z-transzformacio a kozelité modszerekkel torténo elvégzésére.

s+2
s2+3s+4
i. Hatdrozza meg, hogy hova tart a fliggvény ¢ — oco-ben!

(a) Legyen Fi(s) = az f1(t) Laplace-transzformaltjal

ii. Hatdrozza meg a fliggvény z-transzformaltjanak kozelité alakjat az elérefelé vett differen-
cidk maédszerével, és vizsgalja meg a kapott fliggvény hatarértékét!

iii. Végezze el a kozelitést a visszafelé vett differencidk mddszerével, és vizsgalja meg ebben
az esetben is a kapott fliggvény ¢ — oco-ben felvett értékét!
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iv. Alkalmazza a Tustin-mddszert a kozelité alak meghatdrozésara, és hatarozza meg a hatarértéket
ebben az esetben is!

Megjegyzés: a mintavételezési id6 Ty = 0, 5s mindharom esetben!

_ 25+ 1

0,552 —2s+2,5

i. Hatarozza meg, hogy hova tart a fliggvény ¢ — oco-ben!

(b) Legyen Fy(s) az f2(t) Laplace-transzforméltjal

ii. Hatdrozza meg a fliggvény z-transzformaltjanak kozelité alakjat az elérefelé vett differen-
cidk mdédszerével, és vizsgalja meg a kapott fiiggvény hatarértékét!

iii. Végezze el a kozelitést a visszafelé vett differencidk mddszerével, és vizsgilja meg ebben
az esetben is a kapott fiiggvény t — oo-ben felvett értékét!

iv. Alkalmazza a Tustin-mddszert a kozelité alak meghatdrozdsara, és hatarozza meg a hatarértéket
ebben az esetben is!

Megjegyzés: a mintavételezési id6 Ty = 1s mindhdrom esetben!

5. Hatarozza meg a kovetkezd fiiggvények inverz z-transzformaltjat a tablazat segitségével!

@ AG) = 35

() Fa(e) = 5

© Fis) = g5

@ R =522

(&) Fy(z) = 222+ 2

22+0,752+ 0,125

6. Hatarozza meg polinomosztas segitségével a fliggvények értékeit a megadott mintavételezési idépontban!

2z

= )

@) () = 55 5a 9,205 N0~
222 4+ 42

= :?

) B2) = g5 2o, 53 20T =
224241

(c) F3(z) = f3(4Ty) =?

23 40,222+ 0,252 + 0,05

6.3.2. Megoldasok

1. (a) Fi(z) = 25_21
) Fals) = — 2
© Poe) = G
(d) Fy(z) = 0,528 iL ?)02_ z)
(€) Fi() = 5

2. (a) Fi(2) = 25_z1
() Fafs) = —
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1 z 2z z 1 (1 —e2T0)y 4 7210 — =4T0 4 =6T0
(c) F3(2) = 3 - =+ - =z - -
8\z—1 z—e2T0  z—e 4D 8 (z—=1)(z — e 2T0)(z — e—4T0)
0,375z
d) F. = .
(d) Fal2) = 5755, 70,95
zsin 271y
F: =1
(¢) F5(2) ’522—22'0052T0+1
4 =z
f) Fy(z) = = —"—
(6) Foz) = 5
22 —0,9z
F =3 .
(g) F7(2) 22 —-1,82+0,82
z
3 () Fi(a) =
(b) Fa(z) = —
M+
222 —4
© B = 2,
T2+ 2
d) F =
(d) Fi(2) 22422-3
1
F: ==
(e) 5(Z) 22(2' N 1)2
A filoové 5+ 2
4. (a) A fuggvény Fl(s):m
i. tliglo fit)=0
.. 0,5z . _
L Fe() = 5355505 A f1e(kT0) =0
22 —0,5z
_ , I Ty
i Ay G) =3 r s s Am (k) =0
322422z -1
i . F = - 1 T =
VR = e g A fir(RT) =0
2541

(b) A fiiggvény Fs(s)

T 0,552 —2s+2,5

i. limy o0 f2(t) = 00, pozitiv valds részli pSluspar!

. 2z -1 : . Al
il. Fo,(z) = 052 3.5 klggo f2, (ETp) = 00, 1-nél nagyobb abszolit értékii pélusok!
iii. Fa,(2) = 32 lim fa, (kKTp) = 0,4, 1-nél kisebb abszolut értékli pélusok!
iii. 2Vz722_z+075, i foy (kTp) = 0,4, 1-nél ki zolit értékli pélusok!
2
25 —
iv. Fy,(2) = %, klingo for (KTp) = 0o, 1-nél nagyobb abszolut értékii pélusok!
5. (a) fi(nTo) =3-(=0,2)" - L(nTp)
(b) fo(nTp) =2,5-2""1 - 1((n — 1)Tp)
(©) f3(nTp) =0,5-0,2"-1(nTp)+0,25-0,2" - 1((n—1)Ty) = 0,5-1(0)+1,75-0,2" - 1((n— 1) Tp)
(d) f4(TlT0) = (—l)n . 1(TLTO) +3- l(nTo)
(e) f5(nTp) =2-0,25" - 1(nTp)
6. (a) f1(4Tp) =8,5
(b) f2(5Tp) =48
(¢) f5(4Tp) = —0,368
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7. fejezet

Mintavételezett rendszerek

7.1. Elméleti attekintés

7.1.1. Az impulzus-atviteli fiiggvény

Tekintsiik az alabbi mintavételezett tagot:

wry  Too ux) o Wy To yx

ahol

u(t) - folyamatos ideji bemend jel;

u*(t) - minatvételezett (diszkrét idejit) bemeno jel;
h(t) - a folyamatos mikodést tag stlyfiiggvénye;
y(t) - a tag folyamatos ideju kimenete;

y*(t) - a tag mintavételezett kimenete;

To - a mintavételezési periddusido.

A mintavételezett tag mikddésének jellemzésére - folytonos idotartomanyhoz hasonlé médon - operatortartomanybe
Osszefiiggés vezetheto le. Az impulzus-dtviteli figguény definicidja a kovetkezo:
Y(z)
U(z)

zérus k.f. z.k.f.

Az impulzus-atviteli fiiggvény tehat a mintavételezett kimenet és bemenet z-transzformaltjainak
hanyadosa zérus kezdeti feltételek mellett. Az impulzus-atviteli fliggvény csak a mintavételezési idopontokban
lesz a rendszer modellje, miutan csak ezekben a pontokban van kapcsolatban az eredeti folytonos ideju
modellel.

Hasonlbéan az atviteli fliggvényhez, az impulzus-atviteli fliggvényt is raciondlis tortfiiggvény alakban
adhatjuk meg, de ahogy a bemenet - kimenet modellnél is felirtuk az elore és visszafelé vett alakot, itt is
hasznalhatunk pozitiv és negativ kitevos polinomokat:

Y(2)  bpz™+ bn—12m "L 4+ -+ byz + by B
U(z) Anz™ + ap12" L+ +ajz+ag
bz b+ b1z 4 bz g d
On + ap_12" 4+ Farz7 "t fqgz

85
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7.1.2. Az eredo impulzus-atviteli fiiggvény meghatarozasa

Tagcsoportot tartalmazo mintavételes rendszerek eredo impulzus-atviteli fiiggvényének meghatarozasanal
figyelembe kell venni, hogy a mintavételezo szervek mely tagok kozott helyezkednek el. A jelformélé tagok
és a mintavételezok kiilonb6zo sorrendt kapcsolasa esetén az eredo impulzus-atviteli fliggvény a kovetkezo
médon hatarozhaté meg.

— Mintavételezo elotti és utani jelek:

0 To ux
u_o/ a
U(s) UHs) Ulz)

Uls) = L{u(t)} , U(z) = Z{u" (1)} -

— Mintavételezés csak a kimeno jelnél:

: To J#
u(1) Ho) Gs) B 03 I T 1))
U(s) ¥(s) Y¥s) Y(z)

Y(s)=G(s)U(s), Y(z)=Z{G(s)U(s)} = GU(z) .

— Mintavételezés csak a bemeno jelnél:

n o ux (¢
u(?) () W5 66 y(®)
U(s) U*(s) 1(s)

Uz)

Y(s) =G(s)U*(s) .
— Sorba kapcsolt tagok, de minden tag elott és utan van mintavételezo:
u®) 1o w0 ne | 50 L0 ne | w0 T 40

Us)  UHs)| G0 [ xis)  X¥s)| O | Ys) Y¥(s)
U(z) X2 Y(z)

Y(2) = Ge(2)U(2) ,  Gelz) = G1(2)Ga(2)

— Sorba kapcsolt tagok, de a tagok kézott nincs mintavételezo:

ut) T ur ] g | 0 [ mo | v Ty
Us) U%s)| OO | x5 | 66 | T Y¥(s)
Ulz) ¥z)

Y(2) = Go(2)U(2) , Ge(z) = Z{G1(5)G2(s)} & G1G2(2)

— Visszacsatolt kor, tagok elott és utdn mintavételezovel:

W(I) ol E(I) T e*(l) hu(g) y(t) 4 ¥ *([)
ws) ] E6) EXs) [ G | ¥ Y*(s)
E(z) ¥(z)
ym(f) km(ﬂ
Ym(-y} Gm(.S')
Y(z Go(2)
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— Visszacsatolt kor, de a visszacsatolasnal nincs mintavételezés:

'W(f)+ @(‘1) r e*(f) hu(“) J/(t)
we) T ES B | 99 | x L 2w
E(2) r*(s)
Yull) T() Y(z)
Y,,,(S) G,,,(S)
B _Y(z Go(2) _ Go(2)
Y(Z) - GE(Z)W(Z) ) Ge(z) - W(Z) - 1+ Z{(Go(s)Gm(s))} o 1+ Gon(Z)

7.1.3. Diszkrét ideju rendszerek erositésének meghatarozasa

Diszkrét ideji bemenet-kimenet modellel leirt rendszerek esetében az erdsitést a kovetkezo Osszefiiggés
alapjan hatdrozhatjuk meg:

azaz diszkrét ideju rendszerek esetében az erositést a bemenet-kimenet modellben szereplo polinomok
egyltthatdi 6sszegének hanyadosaként lehet meghatarozni.

Hasonld eredményre jutunk, ha a végérték-tételt alkalmazzuk. Legyen a bemenet az egységugras
fliggvény, ekkor:

z
t) =1(t =
u(t) =1() = U(z) = ~—
. oz —1 L z—1 L z—1 -
J v = fimg =) = iy = GRUE) = iy 60 =
b 2™ 4 byp12™ L+ bz + by

= lim T =
k=1 apn2™ +ap—1z2"" 4+ - +a1z+ag

7.1.4. Nulladrendi tartdszerv

A mintavételezés értelmezésénél leirtaknak megfeleloen a bemeno jel impulzusok formajaban keril a
jelformal6 tag bemenetére. Ez a gyakorlatban azt jelentené, hogy egy szabdlyzasi korben a szabélyozo
altal meghatarozott beavatkozd jel, mint impulzus keriil kikiildésre az iranyitott szakasz felé az adott
mintavételi idopontban. Ezutan, a kdvetkezo mintavételi idopontig nincs tjabb informéacié a beavatkozd
jel értékére, azaz a kikiildott jel értéke nulla. Sok esetben ez az impulzusok kikiildésén alapulé eljaras
nem megfelelo, ezért olyan egységet, nulladrendi tartoszervet kell beépiteni, amely az el6zo mintavételi
idoponthoz tartozo informéaciét megorzi a kovetkezo mintavételezési idopontig.

A tartdszerv bemenetére mintavételezett jel keriil, mig a kimenetén a tartott folytonos jel 1ép ki.
Ennek alapjan a nulladrend tartészerv atviteli fliggvénye a kovetkezo lesz:

1 — e¢Tos

Gho(s) =

S

A teljes tagcsoport — mintavételezo, nulladrendi tart6, objektum, mintavételezd — eredo impulzus-
atviteli fliggvényét a kovetkezo moédon hatarozhatjuk meg:

Gp(s)

Ge(2) = Z(Gro(s)Gp(s)) = (1 — 27" Z( .

)
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7.2. Kidolgozott feladatok

1. Alkalmazzuk a definicié szerinti és a kozelito mddszereken alapuld atirdst a kdvetkezo kifejezésre!

1

BT

T() = O, 58

Definicié szerinti atiras :
I. megoldds
Miutéan a megadott Laplace-transzformalt nevezojében csak egyszeres gyokok talalhatok, ezért
végezzik el a transzformaciét az erre az esetre alkalmazhatd, zart alakua kifejezést szolgaltatd
képlet alapjan!
A Fy(s) fiiggvény

— nevezojében két pdlus van, igy P = 2, és a pdlusok: p; = —2 és po = —4;
— a szdmldlé polinomja F,(s) =1, {gy F.(p;) =1, i=1,2;
~ a nevezo polinomja F,(s) = s + 6s + 8, derivéltja d%ﬁ =2s+6, igy
Fy(s)| _ =2(-2)+6=2
Fy(s)| _ =2(-4)+6=-2;
tehdt
-y (pi) z 1 z 1 z
F _ z\Pi) _ = 4
60 (2) ; Fo(pi) z—elori 2z —e72T0 25— 400~
1 Z(e—2TO _ €—4T0)
Fop(2) = 55 Ty AT, 6T
222 — (e72To 4 ¢=4T0)z 4 =670
Fop (2) 1 z(e7t —e7?) 0,116z
Z)= — - =
op 222— (e '4+e2)z+e3  22—0,503z 40,05

II. megoldads

Bontsuk fel az F3(s) fliggvényt parciélis tortekre, és végezziik el a transzformécidt a z-transzformacios
tablazat segitségével:
1 A B

Fo(s) = (s+2)(s+4) - s+2+s+4

1=A(s+4)+ B(s+2)

1 _Lo, 1
Cos+4|_, 2 Cos+2|_, 2
Fo(s) 1 11 11
S) = = — ——
6 (s+2)(s+4) 2s5+2 2s+4
1 z 1 z
F6D(Z)

T 2z2-—e2T0 2, 4To

A kapott z-transzformélt megegyezik az I. megoldds eredményével.

Elorefelé vett differencidkon alapuld atiras :
Végezziik el a transzformaciot a differencidlhanyadosnak az elorefelé vett differencidkon alapuld

kozelitésénél levezetett képlettel:
z—1
T

S ~
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A transzformalandé fiiggvény:
1 1
F = =
6(s) (s+2)(s+4) s2+06s+8

Behelyettesitve a kozelito képletet:

5 .
z—1 62714—8
To + To

Behelyettesitve a mintavételezési ido értékét és rendezve a képletet:

1 0,25
(z—1)2  z2—-1  22+z°

6 8
0,25 + 0,5 *

FGE (Z) =

F6E (Z) =

Visszafelé vett differencidkon alapulé atiras :
Végezziik el a transzforméciot a differencidlhdnyadosnak a visszafelé vett differencidkon alapuld
kozelitésénél levezetett képlettel:

z—1
S~
ZTO
A transzformdlandé fiiggvény:
1 1
F@(S) = =

(s+2)(s+4) s2+6s+38
Behelyettesitve a kozelito képletet:
1

5 .
G I i
ZTO ZT()

Behelyettesitve a mintavételezési ido értékét és rendezve a képletet:

1 0,2522
Fs, (2) = - .
o (2) = Ty ERIUINL

FGV (Z) =

6
0, 2522 + 0,5z

Tustin médszeren alapulé atiras :
A Tustin médszeren alapuld atiras kozelito képlete:
2 z—-1
§~ —
TO z+1

A transzformalandé fiiggvény:

1 1

FM@::@+2ﬂs+4):52+68+8

Behelyettesitve a kozelito képletet:
1

5 .
2 z—1 —1—62 2_1—1—8
?onrl f)z+1

Behelyettesitve a mintavételezési ido értékét és rendezve a képletet:

F6T(Z) =

1 2242241
F = = .
or (%) z—1)2 04%~ 1 . 4822 — 162
(z+1)2+ z—|—1+




90

7. FEJEZET. MINTAVETELEZETT RENDSZEREK

2. Tételezziik fel, hogy az €l6z0 példdban szereplo Fg(s) fliggvény egy folytonos idejii dinamikus tag
atviteli fiiggvénye! Vizsgaljuk a meg a megfelelo végérték tétel segitségével, hogy hova tart a tag
atmeneti figgvénye folytonos ideji kimenetet feltételezve, illetve az atviteli fiiggvény kiilonb6zo
moédon elvégzett diszkrétizdlasa utan mintavételezett kimenetet feltételezve!

Folytonos idejt kimenet :
Atmeneti fliggvény esetén a bemeno jel az 1(t) fiiggvény, {gy alkalmazva a Laplace-transzforméciéra
vonatkozé végérték tételt:

. . . . 1 1
A y(h) =l s¥(s) = i sF(s)U(s) = i s s = I o s
A hatarértékszamitas elvégzése elott ellenorizni kell, hogy a vizsgalando kifejezés polusai eleget
tesznek-e a stabilitasi feltételnek. Miutan a két pdlus p;1 = —2 és po = —4, azaz mindkettore
igaz, hogy Re(p;) < 0, igy a hatdrérték szdmitds elvégezheto:

1 1

li ty=...=llm ———— =
ti>Holoy() sl~r>r(1)s2+6$+8 8

A kapott érték természetesen megfelel a tag erdsitésének.

Mintavételezett kimenet a definicié szerinti diszkretizalds esetén :
Atmeneti fliggvény esetén a bemeno jel a diszkrét egységugrds fuggvény 1(kTp), melynek z-

transzformaltja —=5. fgy alkalmazva a z-transzformaéciora vonatkozd végértéktételt:
. .oz —1 .oz —1 .oz—1 0,116z z—1
klgrgoy(kTo) = im 2 Y(z) = lim 2 Fop (2)U(z) = lim z 22-0,5032+0,05 z
0,116z

= lim
z—1 22 — 0,503z + 0,05

A hatédrértékszamitas elvégzése elott diszkrét ideji esetben is ellenorizni kell, hogy a vizsgdlando
kifejezés polusai eleget tesznek-e a stabilitasi feltételnek. A nevezoben szereplo masodfoki po-
linom gyokei, azaz a két pdlus p; = 0,137 és po = 0,367. Diszkrét ideju rendszerek esetében
B] fejezetben térgyalt tételnek megfelelen, a pSlusok abszolut értékének kell 1-nél kisebbnek
lenniiik a végérték tétel alkalmazhatésdgdhoz. Miutdn a konkrét esetben |p;| < 1;4 = 1,2
teljesiil, igy a hatarérték szamitas elvégezheto:

0,116z 1

Jm y(kTo) = ... = lim —5— 0.503: 70,05 2= 17

A kapott érték természetesen ebben az esetben is megfelel a diszkretizalt tag erositésének.

Mintavételezett kimenet az elorefelé vett differencidk szerinti kozelités esetén :
Hasonl6éan az €elozo esethez a bemenet az 1(kTp) fliggvény. Alkalmazva a z-transzforméciéra
vonatkozé végértéktételt:

. .oz —1 .oz —1 .oz2—10,25 z—1
ey = Jig ¥ e) = gy R U =y = =
. 0,25
= lim 3
z—1 24+ 2

A definici6 szerint atirt alak esetében leirtaknak megfeleloen itt is ellenorizziik a pdlusokat!
Miutén az elorefelé vett differencidkon alapuld kozelito képlet alkalmazasaval kapott impulzus
atviteli fiiggvény pdlusai p; = 0 és po = —1, de |p2| £ 1, igy a hatérérték szamitds nem
végezheto el!

Mintavételezett kimenet visszafelé vett differencidk szerinti kozelités esetén :
Hasonléan az elozo esethez a bemenet az 1(kTy) fiiggvény. Alkalmazva a z-transzformécidra
vonatkozé végértéktételt:

z—1 .oz —1 . oz—1 10,2522 2z-1

z 2=l z Foy (2)U(z) = EILHI z 622-5z2+1 =z -

0,252

21622 — 5z + 1

lim y(kTp) = lim
k— o0 z—1
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A definicié szerint atirt alak esetében leirtaknak megfeleloen itt is ellenorizziik a pélusokat! Az
impulzus dtviteli fliggvény pdlusai ebben az esetben p; = 0,333 és p; = 0,5, és |p;| < 1;i=1,2
teljesiil, igy a hatarérték szamitas elvégezheto:

. . 0, 2522 1
Jm y(kTo) = = o773

Mintavételezett kimenet Tustin mddszer szerinti kozelités esetén :
Az elozo esethez hasonléan a bemenet az 1(kT}) fliggvény. Alkalmazva a z-transzformécidra
vonatkozé végértéktételt:

z—1 Coz—1 oz —=122422412—-1
z Y(Z)_ll—% z FGT(Z)U('Z)_EI—% 2 4822 —162 2z
22492241
=lim ———— .
z—1 4822 — 162

din viTo) = iy

A definicié szerint atirt alak esetében leirtaknak megfeleloen itt is ellenorizziik a pélusokat! Az
impulzus dtviteli fiiggvény pélusai ebben az esetben p; = 0,333 és po = 0,5, és |p;| < 1;1=1,2
teljesiil, igy a hatarérték szamitas elvégezheto:

2Z2+2241 1
li To)=...=lim —5—— = .
o) == I e 7 3

3. Vizsgaljuk meg a folytonos és a diszkretizalt tagok dtmeneti fliggvényeinek a menetét, azaz folytonos
esetben adjuk meg az atmeneti fliggvényt idotartomanyban, diszkrét esetben pedig alkalmazzuk a
definicié szerinti (tablazat alapjdn), a differenciaegyenlet és a polinom osztdson alapulé médszereket
a mintavételezési idopontokbeli fiiggvényértékek meghatarozaséra.

Folytonos idejt kimenet :
Az atmeneti fiiggvény:

1 1

V() = R = 55707

Az idétartomanybeli vélaszfiiggvény a Laplace-transzformélt alak Y'(s) invertdldsaval kaphatd
meg. Ehhez frjuk fel Y'(s)-t parcidlis tort alakban:

O
s Cos(s+2)(s+4) s s+2 s+4

A egyiitthaték meghatirozasa:
1=A(s+2)(s+4)+ Bs(s+4)+ Cs(s+2)

1 1 1 1 1 1
Azi = — Bzi = — 027 = -,
(s+2)(s+4)|,_, 8 s(s+4)|,__, 4 s(s+2),__, 8
11 11 11
Y _ R,
(5)=35 151283514

A tablazat alapjan elvégezve az inverz Laplace-transzforméciét az atmeneti fliggvény
idotartomanybeli alakja:

1 1 1

t)=-1(t) — e 2+ e ¥ .
y(t) = 1) — g7~ + ge
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A definicié alapjan diszkretizalt tag :

A z-transzformacié definicidja alapjan elvégzett diszkretizalas eredményeként a kovetkezo im-
pulzus atviteli fliggvény allt elo:

B 0,116z

I =
30 7 20,5032 + 0,05

igy az atmeneti fliggvény z-transzformalt alakja:

0,116z p 0,11622
Y(2) = Fs, U(z) = ! - i
(2) = FspU(2) = 5— 0,503z + 0,052 —1 23 —1,50322 + 0,553z — 0,05

Hatarozzuk meg a mintavételezési idopontokban felvettfiiggvényértékeket gy, hogy irjuk at
negat{v kitevos hatvdnysorba Y (2)-t! Ezt polinomosztds segitségével oldhatjuk meg.

0,11622 : 22—1,5032240,5532—0,05 = 0240, 11627140, 17427240, 19827340, 20824+
0,1162% — 0,174z + 0,064 — 0,006z

0,174z — 0,064 + 0,006z
—(0,1742 — 0,262 + 0,096z~ — 0,00922)

0,198 — 0,090z~ + 0,009z 2
—(0,198 — 0,2982"! 40,109272 — 0,01273)

0,2082"1 —0,100z72 40,0123

A kapott hatvanysor egyiitthatdi alapjan a diszkrét atmeneti fiiggvény a kovetkezo értékeket
vette fel az egyes mintavételi idopontokban:

y(0)=0 (0,5)=0,116 y(1)=0,174 y(1,5)=0,198 y(2)=0,208

Az elorefelé vett differencidkon alalpuld koézelités alapjan diszkretizalt tag :
Az elorefelé vett differencidkon alapjan levezetett kozelito képlettel elvégzett diszkretizalds
eredményeként a kovetkezo impulzus atviteli fiiggvény allt elo:

0,25

F =
6 22 4+ 2

E

A hatarértékvizsgalat részeként elvégzett polus ellendrzés jelezte, hogy az dtmeneti fiiggvény
nem all be egy véges értékhez. Vizsgaljuk meg a fliggvény menetét kétféle modon:

— tablazat segitségével elvégzett inverz z-transzformécidval és
— differenciaegyenlet 1épésenkénti megoldasaval.

Az inverz z-transzforméciéhoz elsd 1épésként bontsuk parcidlis tortekre az dtmeneti fliggvény
z-transzformaltjat:

Y(z) = 0,25 =z 0,25 A
224 zz—-1  (z+D(z-1)
Az egylitthaték meghatédrozésas:

n B
z+1 z-1

0,25 =A(z—1)+ B(z+1)
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Visszahelyettesitve az Y (2) kifejezésébe és dtalakitva azt az inverz z-transzformécié elvégzéséhez:

11 11 1z 1z

Y(2) = —- 1 _ ! 1
G =-531t8.01 " s.-cn° Ts o1t

igy az idotartomanybeli alak:
1 _ 1
y(kTo) = —g(—l)k "((k—1)To) + gl((/ﬂ - 1To) .

Az egyes mintavételi idopontokban kapott értékek:

k=0 y(O):_é(_1)*11(_o,5)+%1(—o,5):_é.(_1).o+%-ozo
k=1 y(0,5)*—é(—l)ol(())%—él(O):—é&-l—l—l 1=
k=2 y(l):72(71)11(0,5)+é1(0,5):—f (-1)-14+<-1=0,25
k=3 y(1,5):—%(—1)21(1)+é1(1):—%-1~1+1 1=

1 1 1
k=10 y(5) = =g (=1D)"1B) + 516) = —g - (-1) - 1+ 2 - 1=0,25
k=11 y(5,5):—1(—1)101(5,5)+11(5,5):—7 1-1+--1=

A kapott eredmények alapjdn lathat6, hogy az egységugrasra kapott vélasz a 0 és 0,25-0s
értékek kozott végez csillapitatlan lengést.
Vizsgaljuk meg, hogy a visszafelé vett differenciaegyenlet lépésenkénti megoldasdval milyen

eredményt kapunk! Ebben az esetben az impulzus atviteli fiiggvénybol indulunk Kki:
Y(z) 0,25
U(z) 22+z

Fs, =

Elso 1épésként irjuk fel az egyenletet pozitiv hatvanykitevos alakban, majd irjuk negativ
hatvanykitevos alakra és rendezziik Y'(z)-re, hogy visszafelé vett differenciaegyenletet meg-
kapjuk:

22Y (2) + 2Y (2) = 0,25U(z2)

Y(2) = —271Y(2) +0,25272U(z)

y(kTo) = —y((k — 1)To) + 0, 25u((k — 2)Tp) .

A kapott egyenlet megolddsdhoz tételezziik fel a zérus kezdeti feltételt (y(—0,5) = 0), majd az
idopontok és a bemeno kimeno jelek értékeinek behelyettesitésével oldjuk meg az egyenletet:

k=0 y(0) = —y(—0,5) +0,25u(—1) = 0+ 0,25 -0 = 0
k=1 (0,5) = —(0) + 0,25u(—0,5) = 0 +0,25-0 = 0
k=2 y(1) = —y(0,5) +0,25u(0) = 0+ 0,25-1 = 0,25
k=3 y(1,5) = —y(1) + 0,25u(0,5) = —0,25 +0,25-1 = 0
k=4 y(2) = —y(1,5) +0,25u(1) = 0+ 0,25-1 = 0,25
k=10 y(5) = —y(4,5) + 0,25u(4) =777+ 0,25-1 =

k=11 y(5,5) = —y(5) + 0,25u(4,5) =777+ 0,25-1 =
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Mint lathatd, a két megoldas ugyanazt az eredményt szolgaltatja, de mig a tablazat segitségével
elvégzett inverz z-transzformacio zart alaku képletet kapunk, igy tetszoleges idopontra kiszamolhaté
a kimenet értéke, addig a differenciaegyenlet lépésenkénti megoldédsa esetén csak valamennyi
korabbi idoponthoz tartozé eredmény ismeretében lehet a kérdéses idopontbeli értéket meg-
hatarozni.

3. Gyakorl6 feladatok és megoldasok

7.3.1. Feladatok

25+ 6

T 353 +4s2+ 2516
fliggvényt az elorefelé vett differencidk kozelitéssel, ha Ty = 1s!

1. Legyen egy tag &dtviteli fiiggvénye G(s) . Hatdrozza meg az impulzus-atviteli

2. Tekintsiik az aldbbi mintavételezett tagot!

To To
7 e HOwmodell | —— =

y D (1) + 4y (t) + 3y(t) = uM () + 4u(t)
(a) Végezze el a diszkretizdlast tablazatok segitségével!

(b) Végezze el a diszkretizaldst az elorefelé vett differencidk mddszerével!

3. Tekintsik az aldbbi visszacsatolt kort!

To To To
: — Gds) | Gly) —— >
Gads)

1 10 4
Gols) =7 Gols)=—5 Guls)=g—=

Adja meg a zart kor eredo impulzus-atviteli fliggvényét, majd végezze el a diszkretizalast a visszafelé
vett differencidk modszere szerinti kozelitéssel, ha Ty = 2s!

4. Tekintsiik az aldbbi visszacsatolt kort!

To T
. —  Gds) > Go(s) >
Guls) |=
2 2 1
Gel) =5 Gol)=g77 vl =551

A diszkretizalast a visszafelé vett differencidk mddszere alapjan végezve, adja meg a zart kor eredo
impulzus-atviteli fliggvényét, ha Ty = 2s!

5. Legyen G(z) = . +ZO E

(Megj.: A feladatot legaldbb harom kiilénb6z6 médon meg lehet oldani!)

és U(z) = % Adja meg y(2) értékét, ha Ty = 0,5s és y(—0,5) = 0!
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6. Adja meg a kimenet értékét a 4. mintavételezési idopontban, ha adott a kimeno jel z-transzformaéltja,
Y (2)!
2

M EE P

7. Abrézolja grafikonon az y(kTo) kimenetet a k = 0,1,2, 3,4 mintavételezési pontokra a kovetkezo
impulzus-atviteli fiiggvénnyel rendelkezo rendszer esetében! Adja meg a tag erositését is!

u(kTy) Y(kTo)

— " G

G(2) 22 (t)—{t ,ha0 <t <3

T 2241 0 , egyébként,

8. Tekintsiik az aldbbi mintavételezett tagcesoportot!

To To

u(t) w(t)
— Giols) o —
modell
1 — eTos
4y (1) 4 5, 544y(t) = 5.544u(t) , Gro(s) = —

Hatarozza meg a kimenet értékét a k = 0,1, 2, 3,4 mintavételi pontokban, ha a bemenet:

t ha0<t<3
uty =" U=r=0 y(-1) =0, Tp=1s
0 , egyébként

9. Tekintsiik az aldbbi mintavételezett tagcsoportot!

: —l Grols) [+ b)) —"——
1— Tos
hp(t) =2t Gpo(s) = Te

Hatarozza meg a kimenet értékét a k = 0, 1,2, 3 mintavételi pontokban, ha a bemenet:

t ha0<t<3
u(t) = ’ - , -1)=y(-2)=0, Top=1s
0 {0 e D=2 =0, T

10. Tekintsiik az aldbbi mintavételezett tagcsoportot!

) To_ kT,
SR Guols) ———  he(D) JM

0,693t 1—efoe
hp(t) =€ 5 Gho(s) = s

Hatarozza meg a kimenet értékét a k = 0, 1,2, 3,4 mintavételi pontokban, ha a bemenet:

1 ha0<t<4
=4 mbls , L) = y(—4) =0, Tp=2
u(t) {o  egyébként y(=2) =y(=4) 0= %
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11. Tekintsiik az aldbbi mintavételezett tagcsoportot!

() To To
B g e B

1 — eTos

hp(t) = 6_0’25t s Gho(S) = B

Hatarozza meg a kimenet értékét a k = 0,1, 2, 3,4 mintavételi pontokban, ha a bemenet:

u(t) = . y(=Ty) =0, Ty=2,772s

1 ,ha0<t<4
0 , egyébként

12. Adja meg az aldbbi rendszerek eredd impulzus atviteli fiiggvényét!

(a) Gi(s)
— — G Gis) [~ —{ Gils) [~ —=
> Gas)
(b)
# — Gs) — | Guofs) —> Gols) — ——
Gm(‘s)
(c) Gi(s) |—| Gs(s) j'
o - ?@J Gl |——>
- Gals)
@
o Gy
GF]!(S)

7.3.2. Megoldasok
2z+4+4

L G(z) =
L RN P

z z
2. (@) G = 1Lb—= 05— 55

224 2(2To — 1)z + 3T§ — 4Ty + 1
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12023 — 8022
3 Gl = 133 10822 4 475 — 2
8,423 — 0,422
4. G(2) i b

T 11,1523 — 5,422 12,352 — 0, 1
5. y(2) = 0,6875 A hdrom mddszer:

— differencia egyenlet felirasa és iterativ megoldésa;

-~ Y (2) meghatdrozdsa, majd polinomosztdssal a keresett idoponthoz tartozé érték meghatdrozésa;

— Y (2) meghatdrozdsa, majd inverz z-transzformdciéval kapott alakbdl a keresett idoponthoz
tartozé érték meghatarozasa.

6. y(3Tp) = 2, meghatérozhaté polinomosztassal vagy inverz z-transzforméciéval.

7. -y

10. -~y

(
(
(
(
(
11. - y(0) =0;
(2,772) = 2;
— y(5,544) = 3
~ y(8,316) = 1,5;
- y(11,088) = 0, 75;
12. (a) Ge(z) = Z{(G1(s) + G2(5))G3(s)} Z{G4(s)} = (G1G3(z) + G2G3(2))G4(2)
_ Z{Gc(5)}2{Gno(5)Go(s)} _ Go(2)GroGolz)
14+ Z{G.(5)} Z{G1o(5)Go ()} Z{Gm(5)} 1+ G.(2)GroGo(2)Gm(2)
() Gelz) = Z{Gi(5)Gs(s) + Ga()}2{Ga(s)} = (G1Ga(2) + Ga(2))Ga(2)
_ Z{G.(s)} _ G(2)
14 Z{G:(5)Gn(s)} 14 G.Gn(z)

(b) Ge(2)

(d) Ge(2)
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8. fejezet

Mintavételezett rendszerek
stabilitasa

8.1. Elméleti attekintés
8.1.1. Diszkrét BIBO stabilitas

Egy linearis mintavételezett rendszert korldtos bemenet - korldtos kimenet (BIBO) stabilitdsinak ne-
veziink, ha korlatos bemend impulzussorozat hatasara keletkezo kimeno impulzussorozat is korlatos:

u(k/’To)<M1, ko <k<oco = y(kTo)<J\427 ko <k<oo, Mp,M,<oo

Belathaté, hogy a linearis mintavételezo rendszer BIBO stabilitdsanak sziikséges és elégséges feltétele:

> " |h(kTp)| < M < oo,
k=0

azaz a zart rendszer sulyfiiggvényének mintavételezési idopontokban vett abszolut értékeibol alkotott
végtelen sor korlatos.

8.1.2. Aszimptotikus stabilitas

Egy linedris mintavételezett rendszert aszimptotikusan stabilnak (vagy roviden stabilnak) neveziink, ha
u(kTp) = 0 bemeneti impulzussorozat és y(—1Tp), y(—2Tp), ..., y(—(n — 1)Tp) # 0 kezdeti feltételek
esetén a kimeneti impulzussorozat zérushoz tart:

lim y(nTy) =0 .

n— oo

A mintavételezett rendszerek esetében is az impulzus-atviteli fliggvény nevezojének a gyokeit, vagyis a
pélusokat meghatarozva tudunk a stabilitasrél donteni a kovetkezo tételeknek megfeleloen.

— Egy lienaris mintavételezett rendszer akkor és csak akkor aszimptotikusan stabil, ha az eredo
impulzus-atviteli fiiggvényének valamennyi pélusa abszolut értékben 1-nél kisebb:

a rendszer aszimptotikusan stabil < Vp; : |pi| <1, i=1,...,n .

A megadott feltételnek megfeleloen, ha a pdlusokat a komplex sikon abrazoljuk, valamennyi pdlus
az origd kozépponti, egység sugari koron beliil taldlhaté.

— Egy lienaris mintavételezett rendszer a stabilitds hatdrdn van, ha az eredo impulzus-atviteli fliggvényének
van, vagy vannak olyan podlusai, melyeknek az abszoliut értéke egyenlo 1-gyel, de ha vannak tovabbi
polusai, akkor azok abszolut értékben 1-nél kisebbek:

stabilitds hatdra < Ipx = |pe| =1, Vp; zry ¢ [Pl <1, i=1,...,n.

99
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Geometriai szempontbdl ez a feltétel azt jelenti, hogy az impulzus-atviteli fliggvénynek van legalabb
egy olyan pédlusa, vagy péluspdarja, amely az egységsugaru kor ivén helyezkedik el, és az esetleges
tovabbi pdlusokra igaz, hogy azok nincsenek egység sugart kéron kiviil. A stabilitds hatdran 1évo
rendszer aszimptotikusan nem stabil, de BIBO stabil.

— Egy linedris mintavételezett rendszer instabil, ha az eredo impulzus-atviteli fiiggvényének van leg-
alabb egy olyan gyoke vagy gyokparja, melynek abszolut értéke nagyobb 1-nél:

a rendszer instabil < Ip; ¢ |p| > 1, i=1,...,n

Instabil rendszer esetén, a komplex sikon abrazolva a poélusokat, legaldbb egy pdlus vagy pdluspar
az egységsugari koron kiviil van.

Diszkrét idejit rendszerek esetében is igaz, hogy az aszimptotikus stabil modellek egyben BIBO sta-
bilak is, de a BIBO stabil modellek nem feltétleniil aszimptotikusan stabilak.

Belathaté, hogy a folytonos idejiu és a diszkrét ideji rendszerek stabilitdsi tartomanyai kozott a
kovetkezo abranak megfelelo 6sszefiiggés van:

Folytonos idejli rendszer Diszkrét idejli rendszer
4 Im A Im
=N
\ 3 \
et
7 {g’b
2 Re Re

de a stabilitasi tartoményok kozotti megfeletetés a diszkretizacié folyaman nem egyértelmd.
A fejezetben targyalt egyszerusitett diszkretizalasi mddszerek hasznédlata esetén a diszkretizalt
rendszer modelljének stabilitdsa megvaltozhat a kévetkezo mddon:

— Az elorefelé vett differencidk mddszere esetén a folytonos iddtartomanyban instabil rendszerek mo-
delljei diszkretizalds utan is instabilak maradnak, de az eredetileg stabil modellekbol kaphatunk
stabil vagy instabil (esetleg stabilitds hatdran 1évo) diszkrét modellt.

— A visszafelé vett differencidk moédszere esetén a folytonos idétartomanyban stabil rendszerek mo-
delljei diszkretizalds utan is stabilak maradnak, de az eredetileg instabil modellekbol kaphatunk
stabil vagy instabil (esetleg stabilitds hatdran 16v6) diszkrét modellt.

— A Tustin moédszer alkalmazasa esetén sem a stabilitas, sem az instabilitds tartoménya nem valtozik,
de a pélusok helye a stabilitasi tartoményon beliil valtozhat, igy a tranziens viselkedés mddosulhat.

8.1.3. Stabilitasvizsgalat diszkrét idotartomanyban
Poélusok elhelyezkedése alapjan

A folytonos ideju rendszerekhez hasonléan, a diszkrét ideji rendszerek esetében is a stabilitdsra vonat-
kozé tételek segitségével a pdlusok ismeretében egyértelmuen eldontheto a vizsgdlt tag vagy tagcsoport
modelljének stabilitasa. Egyszerubb esetben, ha az eredo impulzus-atviteli fliggvény elso vagy masodfoku
polinom vagy gyoktényezos alakban megadott magasabb rendi polinom, akkor a pélusok alapjan kozvet-
leniil is eldontheto a stabilitas.

A vizsgélt diszkrét idejii modell aszimptotikusan stabil, ha

Vp; ¢ |pil <1 & pi=Re(p;)+Im(p;) Re(p:;)*+Im(p;)* <1.

Jury-teszt

A Jury-teszt a vizsgdlandé rendszer eredo impulzus-dtviteli fiiggvénye nevezojének egyiitthatdi alapjan
hatarozza meg a stabilitdst. Legyen az eredo impulzus-atviteli fliggvény egy negyedrendii rendszer
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esetében a kovetkezo altalanos alaku:

1
aszt 4+ a3z® + a2 + a1z

G(z) =

A nevezo polinomja egyiitthatéinak felhasznélasdaval készitsiik el az alabbi tablazatot:

as a3 az2 air Aao
ap ay Ao as Qg

/ / / I / - a
ay, a3 Gy ay a; =a; —gaq—; 1=4,3,2,1 ay= (TZ
ay ay ay aj

!

1 1 " 1 / / . a

a; a3 a a; =a; —azay_; 1=3,2,1 az= i

n n " 1 " . a
ay aj ] =a] —agay_; 1=2,1 og= a—i,
" n
a3 a4 1"
i " n " - a
ay a;" =a; —oqay ; =1 oy =3

A diszkrét idejl rendszer akkor és csak akkor aszimptotikusan stabil, ha a korrigdlt egytitthatok koziil a
legnagyobb indextiek, tehat példankban az

/ 2 " 1"
a4 a4 a4 a4 a4

egyitthatok mindegyike pozitiv.

w-teszt

A w-teszt alkalmazdsandl azt haszndljuk ki, hogy megfelelo transzformaciét alkalmazva a folytonos és
diszkrét idotartoméanyok kozotti konverzidra, a stabilitdsi tartomédny nem torzul. Ennek megfelelden, ha
az eredo impulzus-atviteli fiiggvényt a

w—+1
w—1

egyszeru képlet segitségével mintegy attranszformaljuk folyamatos idotartomanyba, akkor az ott tanult
modszereket, igy példaul a Hurwitz-kritériumot alkalmazhatjuk a stabilitas ellenorzésére.

8.2. Kidolgozott feladatok

1. Vizsgélja meg a stabilitdsat mindkét stabilitasi definicié szerint az alabbi tagoknak, és stabil esetben
adja meg az erositést!

222 4+ 4
(@) G2 = o5, 13
Megoldds:

A tag pélusainak meghatarozasa:

—15++/225—-144 —15+9
24 24

21,2 =

azaz z1 = —0,25 20 = —1. Miutdn |z3] £ 1, de |z1,2] # 1, igy a tag aszimptotikusan nem
stabil, de BIBO stabil.

_ 27143
00,2522 40,52"1+0,5

Megoldds:

(b) Ga(2)
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frjuk at az atviteli fliggvényt pozitiv hatvanykitevos alakra, ehhez szorozzuk meg a tort
szamlalojat és nevezojét a polinomokban szereplo, abszolit értékben legnagyobb hatvanykitevoju
z értékkel, ebben a példdban z2-tel:

_ 2:-14+3 _ 2z + 322
00,2522 40,52"14+0,5 0,25+0,52+0,522 "

Ga(z)

majd hatdrozzuk meg a tag pélusait:

—0,5+/0,25-0,5 _
) _

Z1,2 = —-0,5+350,5.

Miutén |z12] = 0,25+ 0,25 = 0,5 < 1, igy a tag aszimptotikusan stabil, és ebbol kévet-
kezoen BIBO stabil is. (Megjegyzés: komplex péluspdr esetén tgy ellenorizziik, hogy annak
abszolut értéke nem nagyobb-e 1-nél, hogy vessziik a valés rész négyzetének és a képzetes rész
négyzetének az Osszegét, és ennek kisebbnek kell lennie 1-nél.) Az erdsitése:

243

K= =
0,25+ 0,5+0,5
(24 2) (24 1)z
(c) Ga(2) = 222 +32-1
Megoldds:

Elvégezve a szamlaléban a kijelolt muveleteket:

(z+2)(z+1)z _ 2*+322+22

Ga(z) = _
)= 5m s 1 T 93 1

lathatd, hogy a szamldléban szereplo polinom fokszama nagyobb, mint a nevezobelié, igy
a tag nem realizdlhaté (nem valdsithaté meg), azaz nincs értelme a stabilitdsvizsgdlatnak.
(Megjegyzés: bar az elozo két példaban a fokszdm ellenorzése kiemelve nem szerepelt, de ezt
minden esetben el kell végezni.)

2272 4 273
272427141
Megoldds:

(d) Ga(z) =

frjuk at az atviteli fliggvényt pozitiv hatvanykitevos alakra, ehhez szorozzuk meg a tort
szamlalojat és nevezdjét z3-nel:
2z+1 2z+1

G = =
1(2) 242242 2024+2+1)7

majd hatarozzuk meg a tag polusait:

—1+y1—-14 1, V3
a=0 ma=——m— =y Fin

2
Miutdn |z1] < 1, de |z0,3] = (3)*+ (@) =1, igy a tag aszimptotikusan nem stabil, de BIBO

stabil.
224z
(¢) Gs(2) = 57 0,752 — 0,25
Megoldds:

Hatéarozzuk meg a tag pélusait:

—0,754+ /0,752 +1 _ —0,75+1,25
. _

2 )

21,2 =
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azaz z1 = 0,25 és zo = —1.

frjuk at az impulzus atviteli fliggvényt gyoktényezos alakbal

z2(z+1)

@) = 0BT D)

Lathatd, hogy a szamlalénak és a nevezonek van kozos gyoke, igy a z + 1 kifejezéssel egy-
szerusiteni lehet, azaz a vizsgalandé impulzus atviteli fliggvény:
z

Gs(2) = =025

Az egyszerusitett impulzus atviteli fiiggvénynek a z = 0,25 a pdlusa, aminek abszolut értéke

természetesen kisebb 1-nél, igy a tag aszimptotikusan stabil és ebbol kovetkezoen BIBO stabil
is.

Ha ezt az egyszertsitést nem végeztiik volna el, akkor a z = —1 pdlus miatt csak BIBO
stabilnak tekinthettiik volna a tagot.

_ 272 -0,25273
22724527142
Megoldds:

Ge(2)

Elvégezve a pozitiv hatvanykitevos alakra torténo atalakitast:

z—0,25

Gol(2) = 22 + 522 + 223

Hatéarozzuk meg a tag pélusait:
z21=0, 20=-0,5 és z3=-2 .

Miutén |z3| > 1, igy a tag instabil.

2. Vizsgalja meg az alabbi tag stabilitasat!

B 222 +5
423432245241

G(2)

Megoldds:

A feladatot a Jury-teszt segitségével végezhetjiik el. Ehhez a nevezo polinomja egylitthatéinak
felhasznalasaval készitsiik el eloszor paraméteresen az elimindcids tablazatot:

az a2 a1 Qg
g a1 a2 as
ay ah a} az =2 gl =a; —asas_; i=3,2,1

’
" " __ay "o__ 0 l s
as Qo az=gb a; =0; — Qa3 1= 2,1
1" 1
as as ,
" _ Q89 "no__ 1 i T
aly =g 4 =@ a3 ; 1= 1

A vizsgdlt rendszer akkor és csak akkor aszimptotikusan stabil, ha a korrigalt egyiitthaték koziil a
legnagyobb indextuiek, azaz példankban az

az a4 aj ay

egylitthatok mindegyike pozitiv.
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—21,47+ 0,318 - 21,47

25,69 — 0,57 -14,6

104
Helyettesitsiik be a megadott G(z) atviteli fiiggvény nevezojében szerepld egytitthatékat:
4 3 5 1
1 5 3 4
3,75 1,75 4,25 ag—i ay=4-0,25-1 a4 =3-0,25-5 a}=5-0,25-3
4,25 1,75 3,75
—1,06 ar =752 af=3,75-1,13-4,25
Miutdn af-re negativ érték jott ki, igy a teszt stabilitdsi feltétele mér biztosan nem fog teljesiilni,
azaz a tag instabil, ezért a tovabbi szdmolast nem kell elvégezni.
3. Vizsgalja meg az alabbi tag stabilitasat!
1,923 — 11,2722
Gz) = , 9z , 272
28,623 — 21,622 49,42 — 0,4

Megoldds:

Helyettesitsiik be a megadott G(z) dtviteli fiiggvény nevezdjében szerepld egylitthatdkat az dltanos

alakba:
28,6 —21,6 9,4 0,4
-0,4 9,4 —21,6 28,6
28,59 —21,47 9,1 a3 = go= =—0,014 a} =28,6—0,014-0,4

9,1  —24,47 28,59 ah=-21,640,014-9,4 a} =9,4—0,014-21,6

25,60 —14,6 g = 5ot5 = 0,318 af =28,59—0,318-9,1 af
—14,6 25,69
17,37 a = g =—0,57 af =

Miutén as, aj, ay és af’

8.3. Gyakorl6 feladatok és megoldasok

8.3.1. Feladatok

1. Vizsgalja meg mindkét stabilitasi definicié szempontjabol az alabbi tagokat! Aszimptotikusan stabil

tagok esetében adja meg az erositést!

® 6= s

b G2 = 1,96z22Z:0T4i1 +1
(c) Ga(z) = Zi%

(d) Ga(z) = Z22i30—t_2152«

(e) Gs(2) = 5= _4'?)7;&_1

(f) Go(z) = O’%Z_j:(;,rjz—l -
(g) Gr(z) = (z;fi(itll)

() Ge(z) = 21

- 1—2z"14 272

egyuttahték mindegyikére pozitiv érték jott ki, igy a tag asimptotikus stabil.
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2. Legyen egy tag atviteli fiiggvénye a kdvetkezo:

25+ 6
383 +4s2 + 25+ 6

G(s) =
(a) Hatédrozza meg az impulzus-dtviteli fliggvényt az elorefelé vett differencidk kozelitéssel, ha
TO = 18'
(b) Hasonlitsa Ossze a folytonos és a diszkretizalt tag stabilitdsét!
3. Hatdrozza meg a végértéktétel segitségével, hogy hova tart az aldbbi tag sulyfliggvénye!

B z+1
1023 4+422+4+82+2

G(2)

4. Hatarozza meg a végértéktétel segitségével, hogy hova tart az aldbbi tag atmeneti fliggvénye!

2z +1

G(z) = —
(2) 523 +322 +42+1

5. Hatarozza meg a Ty mintavételezési ido értékét tgy, hogy a visszacsatolt kor a stabilitas hataran

legyen!
To T
> T
1
G(S):?

6. Tekintsiik az aldbbi visszacsatolt kort!

TU Tg TO
i — Gels) Ggl(s) Gols)
1 1 — ¢Tos 0,693
Gel)=5{11g;) Owls) =" Cold)= 7555

(a) Adja meg a zdrt kor eredo impulzus-atviteli fiiggvényét, ha Ty = Imp! A diszkretizaldst
definici6 (9.3 tablézatok) szerint végezze!

(b) Hova tart a rendszer dtmeneti fiiggvénye, ha k — co?

8.3.2. Megoldasok
1. (a) Gi(z) pdlusaip; o = 0,42+40, 57, a pélusok abszolut értéke kisebb 1-nél, igy a tag aszimptdtikusan
stabil és BIBO stabil is.
(b) Ga(z) pdlusai p1 2 =0,2 =+ 51,39, a pélusok abszolit értéke nagyobb 1-nél, igy a tag instabil.

)
(¢) Gs(z) pblusai p12 = 0,5+ %, egyik polus abszolit értéke nagyobb 1-nél, igy a tag instabil
is.
(d) Ga(2)
(e) Gs(z)

(f) Gg(z) pdlusai p 2 = —0, 1150, 69, a pSlusok abszolit értéke kisebb 1-nél, igy a tag aszimptétikusan
stabil és BIBO stabil is.

(g) G7(2) a szdmlalé fokszdma nagyobb a nevezdénél, igy a tag nem megvaldsithato.

z) a szamlalo fokszama nagyobb a nevezoénél, igy a tag nem megvaldsithato.

z) pOlusa p; = 9,26, azaz pdlus értéke nagyobb 1-nél, igy a tag instabil is.
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3
(h) Gg(z) pdlusaip; 2 =0, 5:|:§, a pélusok abszolit értéke egyenld 1-gyel, igy a tag aszimptdtikusan
instabil, de BIBO stabil.
2z+4

G(z) = instabil.
(2) = 35525, 15 Stab

A tag aszimptétikusan stabil, {igy a sulyfliggvénye a 0-hoz tart.

. o i 3
A tag aszimptétikusan stabil, igy az atmeneti fliggvénye az erositésének értékéhez, azaz —3—hoz
tart.

A megoldédshoz azt kell megvizsgalni, hogy mikor lesz az eredd impulzus atviteli fliggvény ne-
vezojének értéke abszolit értékben egyenlo 1-gyel. Ennek alapjan a kovetkezo megoldédsok le-
hetségesek:

— Tp, = 0s, a polusok ekkor a p; 2 = 1 pontban — nem redlis eset;

1 V3

— Ty, = 1s, a pélusok ekkor a p; 2 = 3 + - pontban;

— Ty, = 2s, a pblusok ekkor a p; 2 = £j pontban;
— Tp, = 4s, a polusok ekkor a p; » = —1 pontban.
_7,52-5 0,5

oz —1 z—0,5

3,752 — 2,5

Go(2) 22 +2,252 —2

» GroGol(z) =

Ge(2) =

, instabil.



9. fejezet

Szabalyozasi algoritmusok

9.1. Elméleti attekintés

9.1.1. Allandésult allapotbeli hiba

Tekintsiik az alabbi zart szabélyozési kort:

WfSHI T e(s) = G4s) u(s) Gols) ¥(8)

A visszacsatolas alapveto célja a tényleges kimenet és az eloirt kimenet, vagyis az alapjel kozotti eltérés
minimalizdldsa. A szabdlyozdsi eltérés, azaz a hibajel e(t) operdtor tartomanyban a kovetkezé mdédon
adhaté meg:

Allandésult allapotban a hibajel értékét a kovetkezo Gsszefliggésekkel lehet meghatédrozni:

E; = tlim e(t) = lim sE(s) .

—00 s—0

A zéart kor felépitése alapjan:

E(s) = W(s) — Y(s) = W(s) — G(s)E(s) = E(s)= IKVE;()S) ,
i V)
B = TG0

A hibdt mind a bemeno jel, mind a rendszer tipusiéa befolydasolja.

9.1.2. Folytonos PID-szabalyozo6

A PID-szabdlyozé egy aranyos, egy integrélé és egy derivald tag parhuzamos kapcesoldsaval kialakitott,
széles korben alkalmazott szabdlyozasi mdédszer. Hatasvazlata a kovetkezo dbran lathato:

+
e(s) o1 + K u(s)
T;S i
» Tps

107
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Altaldban az aranyos tag értékét l-nek valasztjak, és a harom tag kimenetének Osszegét erdsitik. A
bemenet-kimenet modellje az alabbi:

de(t)
dt ’

. ¢
u(t) =K |e(t)+ — [ e(r)dr + 1y
L

ahol K az erosités, T; az integralési, Tp a derivaldsi idoallands. Atviteli fiiggvénye:
Gs)=K |1+ ! + T
s) = — s
T[S D )

frekvenciafiiggvénye atalakitva dbrazolashoz:

1 1
=K ([l+ — +Tpjw | =K T2(jw)? + 26Tjw + 1
Giw) = K (14 o 4 Toj) = K (T2 + 26T +1)
ahol

1Jjw
1 /T
T=TTp , 5=§\/ﬁ.

9.1.3. Diszkrét PID-szabalyozé

Diszkrét idotartromanyban a folytonos PID algoritmus diszkretizdlt valtozatat alkalmazzuk. A diszkre-
tizalas elvégezheto az idotartomanybeli modell alapjan vagy az atviteli fliggvénybol a z-transzformaci
szabdlyai alapjan.

Az idétartomdanybeli modellbol kiindulva a kovetkezoket kapjuk:

— arényos tag: e(t) — e(kTp), azaz a hibajel értéke az adott mintavételezési pontban;
— integralo tag:

t

1 T kol
— [ e(r)dr — 0 e(iTy) ,
[ e 3 et

!

0
azaz az integralast a téglany szabdly alapjan kozelitjiik;
— derivalé tag:

T de(t)

. 1, €(T) = (k= T))

—
dt 1o ’

azaz a derivéalast két pontos kiilonbségképzéssel kozelitjiik.

Ennek alapjdn a diszkrét PID algoritmus I/O modellje:

k—1
uw(kTy) = K (e(kTO) + % Z e(iTy) + TDe(kTo) — eT(O(k - 1)T0)> _
1=0

Az igy kapott algoritmust pozicid algoritmusnak nevezziik, amelynek kimenete megadja a végrehajtészerv
bedllitandé helyzetét. Az impulzus-atviteli fliggvény eloallitasahoz z-transzformadlva a kifejezést a kovet-
kezo alakot kapjuk:

Ty =z Tp

Uiz)=K (E(z) + T o 1E(z) + To(l - Z—l)E(z)> .

A diszkrét PID szabdlyozd impulzus-atviteli fliggvénye:

Gppip(2) = ggz; =K (1 + %zj 1t %(1 - Zl)) .
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Vannak olyan beavatkozé szervek, amelyek bemenetére a pillanatnyi helyzethez képesti megvaltozést
kell bemend adatként megadni. Ezt szolgaltatja a sebesség algoritmus. Levezetéshez irjuk fel a pozicié
algoritmust a k-dik és k — 1-dik mintavételezési idopontra:

k—1
u(kTy) = K <e(k5TO) + % Z e(iTy) + TDe(kTO) - eT(O(k‘ - 1)TO)>
i=0

k-2
T k—1)Ty) —e((k—2)T
u((k —1)To) = K | e((k — 1)To) + -2 e(iTo) + 7, L= DTo) —el(k=2)Th) )
Tr ~ Ty
Kivonva egymésbdl a két egyenletet megkapjuk a beavatkozo jel megvaltozasét:
T T
u(kTo)—u((k—l)To) =K (e(kTo) — 6((k' — 1)T0) + %6((]6 — 1)T()) + le (e(kTo) — 26((/€ — 1)T0) + 6((k — 2)T0))) .

Az igy szarmaztatott sebességalgoritmust a kdvetkezo alakban szokds megadni:
u(kTy) — u((k — 1)To) = qoe(kTo) + qre((k — 1)Tp) + gee((k — 2)Tp)
ahol

Tp To Tp Tp
=K |14+ —/ =-K(1l—-—+2—7 =K—=.
qo ( + To) Q1 ( T + To) q2 T

A sebesség algoritmus impulzus-atviteli fliggvénye:

s Uz)  q+qz ' +gqz?
Ghpip(z) = E(z) = 1— -1 .

9.2. Gyakorlo feladatok

1. Hatédrozza meg a PD szabdlyzé erositését ugy, hogy egységugras fliggvénynek megfelelo alapjelvaltas
esetén a maradé szabélyozdsi hiba 5% legyen, ha Tp = 4s és a szabélyozandé tag atviteli fiiggvénye:

2

Gs) = ——
()= 32725 11

2. Adja meg annak a PID szabdlyzénak a Bode-diagramjéat, melynél K = 10, T = 4s és Tp = 1s!

3. Tekintse az alabbi rendszer!

w(t) + - ell

M) .

PD szabalyozo ), 3@+ 2y V4 =20

(a) Adja meg, hogy milyen K értékre lesz a rendszer aszimptotikusan stabil, ha T; = 0, 5!

(b) Legyen K = 1. Végértéktétel segitségével adja meg, hogy hova tart a kimenet (y(t)), ha a
bemenet w(t) = 1(¢)! Mekkora lesz a maradé szabdlyozasi hiba?

4. Hatéarozza meg, hogy milyen K értékre lesz stabil az alabbi Pl-szabdlyozét tartalmazé kor!

Hs)
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5. Diszkrét PID sebesség algoritmust alkalmazva, valasza meg az erosités (K) és az integralasi idodllandd
(Ty) értékét ugy, hogy e(k) = 1(k) bemenet esetén a k = 0 mintavételezési iddpontban a szabalyzé
kimenete u(0) = 8, a k = 1 mintavételezési idopontban u(1) = 12 legyen, ha a mintavételezési
idodllandé Ty = 1s, a derivélasi idodllandé Tp = 1s!

6. Hatarozza meg a diszkrét PID szabdlyzo erositését, integralasi és derivalédsi idodllandéjat, ha gp =
93 q1 = *3,(]0 =3 és TO = 1s!

7. Hatarozza meg a diszkrét PID szabdlyz6 sebesség algoritmusanak kimenetét a &k = 0,1, 2,3 min-
tavételi pontokban a kovetkezo adatok esetében!

do = 15 q1 = 72a q2 = 0757 u(i2) = Oa TO =2s

2 ,ha0<t<6s
e(t) =

0 , egyébként.

8. (a) Diszkretizdlja az aldbbi szabdlyoz6 kort az aldbbi dbrdnak megfeleloen, és hatdrozza meg az
eredo impulzus-atviteli fliggvényt, ha Ty = 0, 3465s:

To To To
;T—/—' Gels) Gols)
1 1
Gc(S)ZE Go(s) = 12

(b) Moédositsa a szabélyozé impulzus dtviteli fiiggvényét a kovetkezo médon:

Gc(s) = K* 5

S

és vizsgélja meg, hogy a K értékének novelésével lehet-e a kort instabil allapotba hozni!



Melléklet

A kovetkezo oldalakon taldlhatéak a Laplace- és z-transzformécié elvégzéséhez sziikséges tébldzatok.
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T /I. Laplace-transzformacié azonossagai

Fogalom Idofiggvény Laplace-transzformalt
Laplace-transzformdcié értelmezése f(#) F(s)= Z? ft)e stdt
g;::ii eI;zgelace—transzformécié £(8) = % :?: F(s)estds F(s)
Linearités cf(t) cF(s)
Szuperpozicié c1f1(t) + cafa(t) c1F1(s) + caFy(s)
Differencidlhanyados FO(t) sF(s) — f(0)
Laplace- FA(t) s2F(s) — sf(0) — f/(0)
transzformaltja F (1) s"F(s) — nil sn=P=1 ) (0)
¢ =
Integréalds Laplace-transzforméciéja g f(r)dr 1F(s)
Eltolési tétel 1t—71)f(t—1) e TF(s)
Csillapitési tétel f(t)eTot F(s+a)
Konvolicié tétel F1(t) = fa(t)t Fi(s) - Fy(s)
Kezdeti-érték tétel }g% ft) = 81520 sF(s)
Végérték tétel Jim f(t) = lim sF (s)




T /II. Nevezetes fliggvények Laplace-transzformaéltja

Id6figgvény f(t)

Laplace-transzformalt F(s)

/e

Egységimpulzus 0(t) 1
. [ 1
Egységugras 1(t) -
s
) . . 1
Egység-sebességugras v(t) -
s
n n!
t Sn+1
1
e—at
S+«
1
t —at
’ (s +0)?
2m, —at Ly Ac TL'
te~ " (n pozitiv egész) Grapt
1 —at —pBt 1
e —e ! —_
1 S
—pBt —at
—(Be "' — ae a —_—
5_@(5 ) (o # ) G+a)(s+h)
1 1
(1 —e o) _—
! s(s+ a)
1 1
(1= —at t —at
a? (1—e ate”™™) s(s+ a)?
Wn
n(w, t Wn
sin(wy,t) 4o
s
nt -3
cos(wpt) T or
2
Wn__e—twnt sin(wp,v/1—82t) (0< €< 1) “n

$2 + 28wps + w2

1-— \/11_7526‘5‘”“ sin(wp /1 — €2t +cos™1 €)
(0<e<l)

2
n

5(8? + 28w s + w2)

w
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T /III. z-transzformacié azonossagai

MELLEKLET

Fogalom Idofiggvény z-transzformalt
z-transzformacié i n
értelmezése f(nTo) Fz) = n2=:0 f(nTo)z
P
Egyszeres polusok _ F.(pi) z
esetén f(nTo) Fz) = Z F'(p;) z—eriTo
i=1_P
Inverz z-transzformaécié 1 1
értelmezése F(nTh) = 27 ?{ F(2)2""dz F(2)
r
Attérés az s- és z-sik R 1 In 2 oy o5To
kozott To
Elérefelé vett N 1 Y14 8Tl
differencidk kozelitéssel Ty 0
Visszafelé vett N 1 L 1
differencidk kozelitéssel 2Ty 1— 5Ty
Tustin-mdédszer s 2 z-1 L 1+ sTp/2
kozelitéssel T z+1 1+ —sTy/2
Linearitds cf (nTy) cF(z)
Szuperpozicid c1f1(nTo) + c2 f2(nTh) c1F1(2) + caFa(2)
Differenciahanyados
To) — - 1T, -1
visszafelé vett 1(nTp) J;i(n )To) ZZTO F(z)
1)Ty) — f(nT, -1
eldrefelé vett f(n+ VTo) = f(nTh) : F(z)
TO TO
Eltol4si tétel f(kTy — nTy) 2 "F(2)
m—1
f(kTo +mTy) 2" (F(z) — f(iTo)z™")
=0
-1
Kezdetiérték-tétel lim f(kTp) = lim —— F(2)
k—0 z—oo0 2
-1
Végérték-tétel lim f(kTp) = lim —— F(z)
k— o0 z=1  z




T /IV. Nevezetes fliggvények Laplace- és z-transzformaltja

f(t) F(s) f(nT) F(z)
o(t) 1 1(n =0);0(n #0) 1
1
o(t — kTp) e kT 1(n=k);0(n #k) -
1 z
1(¢ — 1 1
) ! vagy(n) —
1 ZTQ
t — T —_—
v(t) 52 4o (z—1)2
' 3 2 2(z —1)3
t3 1 (nTp)? TS 2(2% + 42+ 1)
6 st 6 6 (z—1)¢
1 z
—at T —anTy
c s+a nio¢ z —e—To
z
a™ vagy a™1(n)
z—a
1 2Tpe—To
t —at T —anTy
‘ (s+a)? 11hoe (z — e—T0)2
e—at _ e—bt 1 e—anTg _ e—bnTo 1 Z(e—aTo _ e—ng)
b—a (s +a)(s+b) b—a b—a (z—eT0)(z — e~ tTh)
1 e—at a | — e—anTo z(1 — e~eT0)
s(s+a) (z=1)(z — e~oT0)
— w . T zsinwTp
sin w sin wn
52 + w? 0 22 —2zcoswTh +1
s 2(z — coswTp)
t T
cone s 4+ w? coswnto 22 —2zcoswTlp + 1
—aTs ¢
—at o w —anTo .: ze~ %0 gin wTh
e~ sin wt R e o sinwnTy 27— 20T coswTy 4 e—2aTh
2 _ —aTg T
e % coswt sta =10 coswnTy c e coswlo

22 — 2e~To z cos wTy + e—2aTo
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