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Frekvenciatartomany

* bevezetesének indoka:
- altalaban id6tartomanybeli valasz kell
+ alkalmazott tesztjelek is ezt indokoljak

* informacios rendszerek esetében a jelek szinuszos
komponenseket tartalmaznak

* masodrendl rendszerek alapjan latszik, hogy a
parameterek meghatarozasa lényeges és nem
egyszerl feladat

* frekvenciatartomanyban sokféle modszer segiti az
analizist és a tervezest
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Frekvenciatartomany

* linearis rendszereknél szoros 0sszefugges van az
id6tartomany és a frekvenciatartomany kozott — a
frekvenciatartomanybeli adatokbol kovetkeztetni
lehet az id6tartomanybeli viselkedésre

 alkalmazasanak indoka osszefoglalva:
* meglevo eszkozok alkalmazhatdésaga
* jol kiegésziti az id6tartomanybeli vizsgalatokat
« erdemes elvegezni olyan rendszereknel is, amelyek
soha nem kapnak szinuszos gerjesztest
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Frekvenciatartomany bevezetese

 legyen a bemenet R amplitudoju @, frekvenciaju
szinuszos jel:

u(t) = R sinw,t

» az ,allandosult” (kvazistacionarius) allapotbeli kimenet

y(t) = C sin(w,t +¢)
ahol C a kimenet amplituddja, a ¢ fazissietés vagy
faziskéses
* linearis rendszereknel a kimeno jel és a bemeno jel
frekvenciaja megegyezik
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Frekvenciatartomany bevezetese

* linearis tag gerjesztése szinuszos bemenettel

] Plot ==
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e u(t)=Rsinwyt, R=1,w,=0,2Hz
e y(t)=Csin (wyt + @)
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i Frekvenciatartomany bevezetese

* a u(t) bemenet altalanos alakja frekvencia-
tartomanyban :

u(t) = R(w)sin(wt+p,) = Im(R(w)e /#(® ejt) =Im(U(jw) e’/*?)
« ahol R(w) bemenet konstans vagy frekvenciafuggo
amplitudoja
* U(jw) = R(w)e’/?@ az amplitudot és a kezdeti
faziseltolas szoget tartalmazo komplex kifejezés, a

bemeno jel =0 idOpillanathoz tartozé komplex
vektora

* a kimenet altalanos alakja
y(t) = C(w)sin(awt+ @) = Im(C(w)e /?d?) ej@t) = Im(Y(jw) e’/?F)
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i Frekvenciatartomany bevezetese

* Legyen G(s) a tag atviteli fuggvenye, ekkor:

Y(s)

U(s)

* Analdg modon képezzuk a szinuszos kimeno es
bemeno jel exponencialis alakban felirt hanyadosat:

Y(jw)e!®t  Y(jw)

G(s) = = Y(s)=G(s)U(s)

] — — — jo(w)
CU0) = Ghwyera = UGy — 4°
* ahol A(w) =% az amplitudoviszonyt kifejez6

abszolut ertek

o(w) = o,(w) — @, (w) a faziseltolasok kulonbsegeét
megado fazisszog
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i Frekvenciatartomany bevezetese

* Frekvenciatartomany bevezetése az s = jw kifejezes
behelyettesitésével:

Yjow) = G(jo)U(jw)

A frekvenciafuggveények szokasos felirasa:
Yjo) = [Y(jo)| £Y(jo)
ahol |Y(jw)| a jel amplitudgja

/Y(jw) a jel fazisa
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i Frekvenciatartomany bevezetese

* A kimenet meghatarozasa a

o
GUw) = ngg

osszefuggeés alapjan:

— A(w)e]¢(w)

* a kimendjel amplitudoja:
[Y(o)| = [Glo)| -|[U(e)| = C((0)=A4A(e0)R(o)
- afazisa

ZY(jo) = £G(jo) + LU(jo) = ¢0) = plo) + ¢,(@)
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i Frekvenciatartomany bevezetese

* Legyen az atviteli fuggveny

Y(s) K(s—z)(s—23) ot (5= 2zp)

G(s) = =
B =06 T =G —p =)
* legyen a bemenet
u(t) = sinwt
azaz az amplitudo 1, frekvencia o rad/s
* a bemenet Laplace transzformaltja:
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Frekvenciatartomany bevezetese

 a kimenet:

Kw(s—2z)(—2y) ..o (s —2,,)
(s? + w?)(s —p)(s—p2) - s (s —Pp)
 atirva parcialis tortekre

G(s) w Ay A, B, B,

52+a)2_s—ja)+s+ja)+s—p +m+s—
1 Pn

Y(s) =G(s)U(s) =

~<
N\
W
\—/
I
|

* inverz Laplace-transzformalva

y(t) = A;eJ®t + A,e~J9t + B eP1t 4 ... + B, ePnt

— J
hd ~ ~ —

,2allandosult” alla- tranziens viselkedés
potbeli viselkedés (stabil esetben)
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i Frekvenciatartomany bevezetese

- Ha p,,..., p, negativ valos reszu polusok, akkor

lim y (£) = Ael®t + A e @t

* Az egyutthatok meghatarozasahoz

G(S)(L)_ Al + Az
s24+w? s—jo S+ jw

egyenletet szorozzuk meg (s-jw)-val eés helyettesitsunk
bes=jo-t

(S—J'w)°G(S)°w_A +Az(5—jw)
(s —jw)(s +jw) 1 s+ jw

Iranyitastechnika — PE MI, VI BSc Frekvenciatartomény/1 2



i Frekvenciatartomany bevezetese

G(s) w G(w 1 .
= () _ (].)z_.lG(]-w)le]LG(]w)
S+jw s=jw 2] 2]
* A, meghatarozasahoz szorozzuk meg (s+jw)-val és
helyettesitsunk be s=-jw -t :

(st jw)6(s) w
B s + w?

G(—jw) 1 o
— — ——G(i —Jj2G(jw)
2/ 2].I (Jw)le

2
S=—jw

* azZaz 1 . | | | | |
Y(t)‘ = Z |G(]'Cl))|(€]wt+140(]w) _ e—]a)t—JAG(Ja))) —
t—oo

= |G(jw)| sin(a) t + AG(iw))
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Frekvenciatartomany bevezetese

* A rendszer atviteli figgvénye ismeretében, szinuszos
bemenet esetén a kimenet a |G(jw)| amplitudo-

karakterisztika és a £G(jw) faziskarakterisztika alapjan
meghatarozhato.
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i Zart kor frekvenciatartomanybeli valasza

* Legyen az eredd atviteli fuggvény:

Y(s) G(s)
S U(s) 1+G(s)H(s)

* szinuszos bemenet esetén, allandosult allapotban
s = jw behelyettesitéssel:
L Y(e) _ G(w)
6U®) =560y = T+ GG HGo)

* bontsuk fel G -t:
Glw) =G| LG i)
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i Zart kor frekvenciatartomanybeli valasza

« ekkor a zart kor ered0 atviteli fuggvenyének
amplitudoja:

cGo) | 16G)]
1+ G(w)H(Gw)| |1+ G6(w)H(w)

|Ge(iw)| — |

e fazisa:

£Go(jw) = p(w) = 26(jw) — £(1+ G(w)H(jw))
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i Frekvenciafuggvenyek abrazolasi modjai

* abemenet: u(t) = R(w) sin wt

a jelformalo tag atviteli fliggvénye: G (jw) = A(w)e/#@)

a kvazistacionarius kimenet: y(t) = C(w) sin(wt + @y)
(o) =A(o)R(0) ¢lo) = xo) (g,(0)=0)

linearis rendszerekneél a kimeno jel és a bemeno jel
frekvenciaja megegyezik

frekvenciat 0 < w <« tartomanyban valtoztatva minden
o ertekhez meghatarozzuk 4A(w)-t €s o w)-t €s ezeket
abrazoljuk
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i Frekvenciafuggvenyek abrazolasi modjai

« Amplitudo-fazis gorbe, Nyquist-diagram
* frekvenciat 0 < w < o tartomanyban valtoztatva

minden o ertékhez meghatarozzuk es a komplex
sikon abrazoljuk a

G(o) =G (jo)| £G(jo) = A(w)e/ ") =
= Re(G (jw)) + jIm(G (j w))

képletben szereplo A(w) abszolut ertéket es
o(w) faziseltolasi szoget.
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i Frekvenciafuggvenyek abrazolasi modjai

* az igy kapott pontokat 0sszekotjuk és jeloljuk a
novekvd frekvencia iranyat

* A jelleg gorbe egyes pontja allandosult
(kvazistacionarius) allapotot adnak meg.

« Gyakorlati alkalmazasa nehézkes:
* egy pont meghatarozasa is sok munka

» tag paramétere vagy rendszer elemeinek
megvaltozasakor ujra kell szerkeszteni
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i Frekvenciafuggvenyek abrazolasi modjai

 Bode-diagram
 ceél a Nyquist-diagram hatranyainak kikuszobolese
« az amplitudo logaritmusat és a fazisszoget a

frekvencia fuggvényeében abrazolva kapjuk a Bode-
diagramot

G(jw) = A(w) e/A9= |G (jw)| e/~
InG (jo) =In|G (jo)| +jpx @)
 gyakorlatban az amplitudéviszonyt decibelben adjuk
meg:
A(o)[dB]= 201g|G (jo)
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i Frekvenciafuggvenyek abrazolasi modjai

 elonyei:
* konnyen szerkeszthetb gorbek

 szorzat fuggvenyek (soros kapcsolas) 0sszeadasra
vezethetOk vissza:

201g(4,e/71-A,e/72)= 201gA4,+201g4,+j( ¢, + ¢,)-201ge
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Frekvenciafuggvenyek jellemz6 pontjai

* Legyen egy visszacsatolt kor frekvenciafuggvénye az

P(jo) A
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Frekvenciafuggvenyek jellemz6 pontjai

G(jo)lA

* M, csucsrezonancia,
G(jw) maximuma a relativ
stabilitasra utal,
nagy M,nagy tullendulest jelez

* . rezonanciafrekvencia .
P o(jo) A

» BIV savszélesseég, az a frekvencia- ©
ertek, ahol az eredeti amplitudo a
70,7%-ara csokken (3dB-lel lesz
Kisebb)
* nagy savszelesség: gyorsabb felfutas
* kis savszelesség: nagy frekvenciaju zajok kevésbé
mennek at
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Frekvenciafuggvenyek jellemz6 pontjai

 vagasi arany: a nagy frekvencias tartomanyban a
gorbéhez huzott erintd meredeksege a szuro
tulajdonsagok jobb jellemzéseére

IGOo)lA
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i Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

* Nulladrendi tag
* 1/O modell: y=Ku

o atviteli fuggveny: G(s)=K

* frekvenciafuggveny: G(jw)=K

* Nyquist diagram:
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Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

= BudE-MagnitudE'l
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L
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Freguency, (Radisec)

111
ik

azaz a nulladrendi tag sorba kapcsolas eseten az ered6
amplitudo gorbéjét az erOsitées logaritmusanak megfelelben
fuggolleges iranyba eltolja, a fazis gorbét valtozatlanul hagyja
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Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

* Integrald tag
. /O modell: T,y =u
. Atviteli fliggveny: G(s) = —
T;s
- frekvenciafuggveny: G(jw) =

T;jw
* Nyquist diagram:
- yausto _ioi]
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Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

 Bode diagram

]
—Phase
=20+

a ‘Bl
=] 2 =40
% =)
= 0
S 4 . > £ 60 |-

- a0

a0t

240 L1 1IN T Ll L i R 0T O T N T T T 1 T

10* 107 10 10! 10" 100 107 10 10! 10°
Frequency, (Rad/sec) 1 Frequency, (Radfsec)

T,
azaz a integralo tag, sorba kapcsolas esetéen, az eredo
amplitudo gorbejet -20 dB meredeksegl egyenessel eltolja,
a fazis gorbet -90°-kal sietteti
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i Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

« Els6rendl tag
* 1/0 modell: ty™ +y = Ku

- atviteli fuggveny: G(s) =

s+ 1
* az u(t) = Rsinw t bemenetre adott valasz:

Rw
s+ 1 s?2 4+ w?

Y(s) =G(s)U(s) =

RK[ tw?* _t wsin(wt+ @)

£) = +
y(t) o [z r1" V1 + 12w?

tranziens tag  ,allandosult” allapotot
t >0 tag—0 leird tag
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Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

 frekvenciafuggveny:

K K Kjwt
Tjw+1 120w2+1 712w%2+1

G(w) =

valos rész képzetes rész

* Nyquist diagram:

(T T _ioix]
10 rm
—Imapitiary
S
0 >
Re
- :
@
_1 |:| | | |
-1 -5 0 3 1 L3 2
Real
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i Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

* Bode diagram (K=1):

201g = —20lgVw?t2+1 [dB]

jot + 1

 alacsony frekvencianal w << 1/t

—201g/1+ w272 = —201g1 = 0 [dB]

* magas frekvencianal o >> 1/t

—201g+/1 + w272 = —20lgw 7 [dB]
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Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

_iojx

20

* Bode diagram: o W

o

(K=1)

ik

v

“Hlf=

2 -20dB/dekad

S0} ! \
60 :

Sl =

_SD 1 1 11Ii 1 IIIIIIII! 1 1 11iiin 1 1111 |

10 10? i 10° 10! 10°
Fre 1 v, (Radfsec)
T i x|
10

s P4 : >

IIdeT
4

Iagnitude

]
(=]
I

@ = —arctgwrt

Phase, (Deg)
I

=
=
I

2=

_1|:||:| L1 11Iin 1 1 IIIIII! L1 11In L 1 i 1 1 111l
0* 102 1t 10° ik 10°
Frequency, (Radfsec)
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i Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

« Masodrend( tag
* 1/0 modell: T2y + T,y +y = Ku

T2y 4 28Ty +y = Ku
K
T?s? + 2¢Ts + 1
K
T?(jw)? + 2¢Tjw + 1

- atviteli fUggveny: G(s) =

* frekvenciafuggveny: G(jw) =

* az esetek szétvalogatasa ¢ ertéke alapjan,
legyen K =1
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i Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

* legyen £ >1, ekkor a masodrendu tag ket elsGrendi
sorba kapcsolt tagnak felel meg:

1 1
6(jw) =

. =G (iw) - :
Jo+1 Tyjw +1 a(j@) - Gp(jw)

* Nyquist diagram:
(K=1, §>1) W -lo| x|

3 A
— Imaginary
Sk

0

J\\\Q@

1 |
<1 & 1] 5 1 LA 2
Feal

v
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Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

* Bode diagram (K=1, £>1):
G|[dB] = 201g|G,(jw) - G, (jw)| = 201g|G,(jw)| + 201g|G, (jw)| =

= |G41ldB] + |Gp|[dB]
Qe = @, + @p = —arctgwT, — arctgwT)
ol ol %

]
ok —Magnitude

-20dB/dekad

il
1

[ <Al
Al
E0l

B/dekad

Migrituage (Decibels]
Phise, [Deg)

RO
0

EN=
a0t i i 180}

_'II:I 1 L1 11111l 1 1 IIIIIII: 1 L1 11111l 1 1 IIIIII: 1 L1 1111l i 1 Ll iiiin 1 L1111l 1 Ll i L L |||||||I L L1 11l
i 107 100 101 102 103 . 10 100 107 102 103
Frae o y. [Rad/sec) Fi . [Rad/zec) 1

15
1 1
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i Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

* legyen 0 <£<1, ekkor

1

GIldB] = 20lg | e+ oTgw + 1

=—201g+/(1 — w2T?)2 + (2Téw)?

2¢Tw
p(w) = —arctg1 — 72
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Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

* Nyquist diagram:
(K=1, 0 <£<1)

_{of x|
A(wy)
]
il A(@)
S '
—Imaginaty
-20 L
-1 5 o 3 /| 13 2
Real
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i Dinamikus tagok frekvenciafuggvényei

, IG|[dB] = —201g+/ (1 — w2T?2)2 4+ (2T¢w)?
* Bode diagram: 26T

o(w) = —arctg1 — a7

 alacsony frekvencianal, o << 1/T az oT
elhanyagolhato az 1 mellett, igy |G|[dB] =0, ¢ =0

- magas frekvencianal, o >> 1/T az «*T* tag mellett a
tobbi tag elhanyagolhato, igy

|G|[dB] = —201g+/ w*T* = —40lgwT ¢ = —180°
* legyen w =1/T, itt a pontos érték:

|G|[dB] = —201g+/4&% = =201g2& @ = —90°
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Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

* Bode diagram (K=1, 0 <¢&<1)

licd 1o/
. 0
10~ —DJagnitude
! 25
0 —//i\ >
jio | =30
3 mf i CIEES
2 : u
S 0 : g :
> Sy ! & o125 !
-50 | |
l 150 :
Gl | |
_TOH= | I o |
_ED O 0 0808 AT AT 1 |||||||:l | AN Y T I 8 NI _2|:||:| 1 1 1 111111 | IIIIIII: S RS I 61 14 L Ll LLLILL
10 10 i 10! 10% 10 10! i’ 10! 10?
Frequency,(Rad/zed) Frequency, (Rad/sec)

1

T

~ie
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Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

« Magasabb rendu tag
« /O modell: T3y® + T2y + T,yW +y = Ku

K
T5s3 + Tys?2 +Tys + 1

- atviteli fuggveny: G(s) =

 frekvenciafuggveny:

G(w) =

K
T3 (jw)d + T (jw)? + Tyjw + 1
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Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

- atmeneti fUggveny:

Pt
>~ =100 %]
; At
[ VT —
24
1
I
G(s) = .
s3+2s2+3s+4 s = Bk
» 0 20 40 il 20 100
Time (sec)
* Nyquist diagram i
a 4
B — Imaginaty ‘
Fin
2k
0 TRt |
2k
_4|
A
-8 ] ] ]
3 45 -3 05 3
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Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

* Bode diagram

—Bx -l
a0k 2
20 50
A0 -
i -100
B 0k s
é L o el : , %-150
< F0F -\ -60dB/dekad 2
80 " 200
o0k
100 i |
1ok -270°
_12|:|1|:|_2 | ] IIIIIIEI_I | Il I”I{II:ID | 11 IIII]T:]I | 1 1 ||||1|:|2 'EDDID_Q 1 1 11 ”I].IEI_]_ | I III{IEIU | 1 11 III]T;]I | 1 11 III{DE
Frequency, (Radfzec) Frequency, (Radfsec)
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Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

* Egytarolos integralo tag 1 A58 4EeR

1 1 1 o
G(iw) = - . -10,00000000
(I ) T22 (](1))2 + le(,() TI](,() T]a) + 1 -20.00000000

-30.00000000

—Imagmaty

* Nyquist diagram e

1
-17 B54TES 1] 10

» Bode diagram

o] 1ol x|
100 1]
al = —Magnitude a5 —Phase
a0 -
50 -
A0
4 0| ® B
2 =
ERIS -1}
E =
= -2 £ 1254
el 150}
Al
175
'ED - [
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i Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

* Derivalo tag
* 1/O modell: y = TpuW

atviteli fuggveny: G(s) = Tps

frekvenciafuggveny: ¢(jw) = Tpjw

Nyquist diagram:

Bode diagram:
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i Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

» Egytarolds derivalo tag
* 1/0 modell: T,y® 4y =Tyu®

, . . e , ] _ TDS
atviteli fuggveny: G(s) = s+ 1
e , Thjw
» frekvenciaflUgqgvény: ) = D
ggveny: G(jw) Tt 1
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Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei

* Nyquist diagram:
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Dinamikus tagok frekvenciafuggvenyei
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