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VALOSZINGSEGSZAMITAS (ismétlés)




Skalar értékl valészinlségi valtozok

A £ valoszinlségi valtozd normalis vagy Gauss eloszlasu, jelolesben
~ N(m,o?) 1
£ m, o (1)
ha a valtozo f. valoszinlsegi slruségfiiggvenye:

1 _ (z—m)?
e 202 (2)

fe(z) =

2mo

ahol m a valtoz6 varhato6 értéke és o2 a szérdsa

Az f¢ slruségfiggvenyu ¢ valoszinlsegi valtozo varhato ertéke és
szorasnégyzete

E{e) = / sfe(@)de | (€} = / (z — B{E})* fe(x)de
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Kovariancia

Ket skalar ertek( valdszinlségi valtozo £ es 6 kovarianciaja:

COV{E, 0} = E{(§ — E{£})(0 — E{0})}

A ¢ skalar ertekl valdszinlségi valtozo varianciaja (a valtozo
onmagaval vett kovarianciaja):

o*{&} = COV{¢, &} = BE{(¢ - E{£})*}

Korrelacios egyutthato (normalt kovariancia):

E{(§ — E{§})(0 — EX0})}
oi&ro{f}

pi&, 0} =
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Vektor ertekl valdszinlsegi valtozok

A £ valdszinlségi valtozo vektor értékd, ha
£ W), we, £w)eRH

A valtozé m € R* varhato értéke egy valos vektor.

Varianciaja egy valés elemi négyzetes matrix, az un. kovariancia
matrix:

COV{¢} = E{(¢ - B{eN(E - BE{¢H")

A kovariancia matrixok pozitiv definit szimmetrikus matrixok, azaz

ZCOV{E 2 >0 , VzeRH
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Egyuttes valoszinlUsegi surlsegfliggvény

A &, ..., &, skalar ertékl valoszinlségi valtozok egylttes valoszinlseqi
striségfuggvénye egy n valtozés nem-negativ figgveny f(z1, ..., x,),
amelyre

by b

Pla; <x1 <b1, ..., p < xp < b,] = / / flxy, ..., xp)dxy...dxy,
al an

Marginalis valoszinldsegi strisegfliggvény (a 2 valtozos esetben)

fe, (1) :/_ fei .65 (1, 2)d2

Flggetlenség (a 2 valtozds esetben)

f§1,§2 (5131,5132) — f£1 (5131) ' sz (5132)
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Tobbdimenzidos normalis eloszlas

A normalis vagy Gauss eloszlasu m varhato értekl és X
kovariancia matrixu valoszin(ségi valtozo

§ ~ N(m,X)

egy olyan valoszinlsegi valtozokbal alloé vektor, amelynek minden
&,1=1,...,u komponense egy normalis eloszlasu skalar értéki

valoszinlségi valtozo.
Valbészinlsegi slruségfliiggveény: R a p;; korrelacios e.h.-kbdl alkotott
determinans

1 1 (s poo o (Eimmy)(zi—my)
e 2R i=1 22j=1 Pij o109

\/27r01...0,u\/§

f(xl, ...,x,u) —
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Két dimenzids normalis eloszlas

ValoszinlUségi sdriségfuggvény:

1 (z1—mq)? (1—m1)(zg—msy) | (zg—mg)?
_ 1 2(1—1r2) ( o2 A 0109 + o2 )
f(ZUl,ZUQ) — € 1 2

2mo109vV 1 — r?
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Linearisan transzformalt valoszinlségi valtozok

Egy £(w) € R™ vektor értekd valoszinliségi valtozota T’ € R™*"
nemszingularis négyzetes transzformacios matrix alkalmazasaval
transzformaljuk:

n="1T¢
Az n valoszinlseégi valtozo statisztikai:

E{n} =TE{¢} . COV{n} =TCOV{&T"

Ha a ¢ valészinlseqgi valtozd N (me, A¢) normalis eloszlasu volt, m;,
varhat6 értekkel és A, kovariancia matrixszal, akkor 7 transzformalt
valoszinlseégi valtozo is N (m,, A,) normalis eloszlasu lesz, ahol

My — ng , A"? — TA&TT
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LINEARIS REGRESSZIO (ismétlés)

eladas 2 — p. 10/2



Parameterbecslés linearis regresszioval 1.

Feladatkit(izés
Adott:

® Egy paraméterekben lineéris determinisztikus modell

mn
v = aTp =3 aup:

1 =1

p € R™ az ismeretlen modell paraméterek, a determinisztikus fliggetlen valtozok
r € R" és az y(M) ¢ R+ mérési hibaval terhelt fiiggd valtozo.

® Az m (m > p) mérésbol allé mért értékek halmaza

Y1
Y2

11

21

12

22

L1n

L2n,
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Parameterbecslés linearis regresszidval 1f.

® Egy L veszteségfligvény

m m
L = TWr=> ) riWyr;
i=1j=1

(M) ()T

i o= Yi—Y,  =yi—xp

ahol r a rezidudl vagy eltérés vektor és W egy alkalmas pozitiv definit
szimmetrikus sulymatrix.

Feladat:
Szamitsuk ki a p paraméterek egy p becslését ugy, hogy az L vesztesegfuggvény minimalis

legyen.

L minimuma: 2& =0
p

(rTW)r’ =0
(y—X'p)'Wwxt =0
XTwy=XTWXp
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Parameterbecslés linearis regresszioval 2.

Modszer : A p paraméterek legkisebb négyzetes (LS) becslése:

(XTWX)p=XTWy vagy p=XTWX)"I1XTWwy

Megjegyzések:

1. Feltételezziik, hogy mért fliiggd valtozok értékét additiv, nulla varhaté érték
mérési hiba terheli

Ha még az egyes mérési hibak egymastdl statisztikailag figgetlenek es azonos
normalis eloszlasuak A. kovariancia matrixszal, akkor a mért értékek eloszlasa is
normalis lesz:
M
y ~ Ny™M A,)

2. A sulymatrix egy jo valasztasa, ha az a mérési hibak ismert vagy becsitilt
kovariancia matrixanak inverze:

W =A1

=
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A regresszioval kapott paraméterek tulajdonsagai

p=(XTwx)"1xTwy

becslési egyenletet tekinthetjik gy is, mint az y valoszinldségi valtozé egy linearis
transzformacidjata 7 = (X' W X)~!X* konstans determinisztikus matrixszal, amelynek
eredménye a p valoszinlségi valtozo.

Ennek alapjan a p becslés varhaté értéke és COV {p} = TCOV {y}T?1 szbrasa kiszamolhato.

Ha a mérési hibak normalis eloszlasuak nulla varhato értékkel és A, kovariancia matrixszal, és
a stlymatrixot a Az '-nek valasztjuk, akkor a p becslés az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:

® A becslés normalis eloszlasu.
® A becslés varhato értéke E{p} = p, tehéat a becslés torzitatlan.

® A becslés kovariancia matrixa
cov{p}=(XxTwx)-1!

® A becslés egy maximum likelihood vagy legnagyobb valészin(iségi becslés, és
Igy egy hatasos optimalis becslés
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A PREDIKCIOS HIBA MINIMALIZALASA
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Prediktiv input-output modellek: SISO eset

J(k|0) = Wy (g ", 0)y(k) + Wu(g™ ", 0)u(k)

A fenti egyenletbeli W,(q~*,0) és W, (q~*, 0) tényezbk Ggynevezett

linearis sz(rok, a 6 az allandd, ismeretlen, becsilni kivant paraméterek
vektora.

A diszkrét idej linearis idoinvarians egybemeneti-egykimenetl
(DT-LTI SISQO) sztochasztikus rendszerek altalanos alaku
bemenet-kimenet modellje

A (g My(k) = B* (¢~ u(k) + C* (g~ "e(k)
prediktiv alakban:
9(k|0) = y(k)—e(k) = A—=H (¢~ ', 0))y(k)+(H (¢ ',0)G(q ", 0))u(k)

ahol
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ARX modellek prediktiv alakja

TekintsUk a legegyszertbb esetet, amikor az altalanos

A* (g~ Ny(k) = B* (¢~ u(k) + C* (¢~ )e(k)
alaku input-output modellben a mozgoatlag tag nulla, azaz a kimeneti
rendszerzaj feher.

Ebben az esetben C*(¢q~1) = 1.
Ekkor H=1(¢71,0) = A*(¢™1) és igy

Wy(g~,0)=1-A"(¢"") , Wulg ",0)=B*(¢"")

A becslo elemei:
9:[—a1 —ay ... —a, bgby ... bm]T , N>n+m

y(k|0) = —ary(k — 1) — ... — apy(k — n) + bou(k) + ... + byu(k — m)
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Nemlinearis idoinvarians egykimenetl rendszerek

Mert erték sorozat
D[1,N] = DY = {(y(k),u(k)) | k=1,... N}
Az altalanos prediktiv alak:

y(k|0) = g(k, D1,k —1];0)

Paraméterekben linearis rendszerek:

Példa: ARX modell

y(k|0) = —a1y(k — 1) — ... — apy(k — n) + bou(k) + ... + byu(k — m)
0=[-ay ... —ay by ... by]*
g

“(k,DI1,k—1])=¢pk)=|yk—=1) ... —ylk—n) u(k) ... u(k—m)
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Példa: paraméterben linearis nemlinearis eset

Paraméterekben linearis nemlinearis ARX modell, amikor a kimeneti
rendszerzaj fehér.

y(k) = a1y?(k — 1) + bou*(k) + e(k)

Az altalanos nemlinearis prediktiv alak:
0 = la1 bo]" . §(k|0) = y(k) - e(k)
Segédvaltozokkal:
y'(k—1) = 2(k—1) , u'(k) = w(k)
a modell teljesen ARX alakra hozhato:
y(k|0) = ar1z(k — 1) + bow(k)
0

= [a1 bo]"
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A predikcios hiba

El6allithatd a predikcios hiba sorozat a modellbol és a mért érték
sorozatbol:

e(k,0) = y(k) —g(k|0) , k=1,...,N

A parameterbecslés elve : Egy paraméterbecslési modszer a mért
érték sorozatbdl eloallit egy becsllt paraméter vektort:

DN — éN
Egy modell "j0", azaz a becsult paraméterek "jok", ha a predikcios
hibak "kicsik".

A predikcios hiba nagysaga
Az ¢(k, 0) predikcios hiba egy jelsorozat, nagysagat jelnormaval
merjik.
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A predikcids hiba nagysaga

ElGszUreés
A predikcios hiba el6sz(irésére akkor van sziikség, ha a predikcios

hibasorozat tagjai korrelaltak, azaz nem tekinthetok fehérzajnak.

A norma megvalasztasa

Vi (0, DN = % > ek, 0)

ahol /(.) egy pozitiv skalar értékd fuggvény.

Egykimenetl eset: legegyszeribb és legelterjedtebb a négyzetes
jelnorma

U(e) = =¢€°
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A predikcids hiba nagysaga - 2

A norma megvalasztasa bonyolultabb esetekben
Sulyozott eset: nem egyenlden pontos mérések
1 N

Vin(6, DY) = = > BN, K)(e(k,0))

k=1

ahol G(V, k) idotol fiiggo sulytényez0 sorozat.

Tobbkimenetl eset: altalanositott négyzetes jelnorma

1
l(e) = §5TA_15
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A predikcios hiba minimalizalasa

A paraméterbecslési médszer: DY — Oy

Az altalanos paraméterbecslési feladat
Adottak

* mért értékek: D[1,N] = DV = {(y(k),u(k)) | k=1,...N}

® prediktiv parametrizalt modell: ¢ (k|0) = g(k, D[1,k — 1];0)
predikcios hiba sorozat (diszkrét ideji
jel): e(k,0) =y(k) —5(klo) , k=1,...,N

* norma a predikciés hiban: Vy (6, DN) = L S #(e(k, )) ahol

/(.) egy pozitiv skalar ertékl fuggveny, leggyakrabban: /(¢) = 552

Az ismert DYV mért érték sorozatbhol és a 0 paraméter vektor értékébdl
kiszamithatjuk a Vi (0, D™V) norma értéket. A k = N id6pillanatban

valasszuk meg a becstilt 5 paraméter vektort Ggy, hogy

Oy = 0n(DV) = argm@in Va (6, D)
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Pelda: SISO ARX modellek

ALAPESET: Az altalanos alaku input-output modellben a mozgdatlag
tag nulla, azaz a kimeneti rendszerzaj fehér

A*(¢ M y(k) = B*(a~ u(k) + e(k)
A modell prediktiv alakja:
§(k|0) = —ary(k—1)—asy(k—2) - - -—any(k—n)+bou(k)+- - -+bu(k—m)
A paramétervektor:
0=|—-a1 —as ... —ap bygby ... bm]T
A predikciés hiba (fehérzaj! ):

e(k) = 9(k|0) — y(k) = e(k)
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