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A predikcios hiba minimalizalasa

A paraméterbecslési médszer: DY — Oy

Az altalanos paraméterbecslési feladat
Adottak

* mért értékek: D[1,N] = DV = {(y(k),u(k)) | k=1,...N}

® prediktiv parametrizalt modell: ¢ (k|0) = g(k, D[1,k — 1];0)
predikcios hiba sorozat (diszkrét ideji
jel): e(k,0) =y(k) —5(klo) , k=1,...,N

* norma a predikciés hiban: Vy (6, DN) = L S #(e(k, )) ahol

/(.) egy pozitiv skalar ertékl fuggveny, leggyakrabban: /(¢) = 552

Az ismert DYV mért érték sorozatbhol és a 0 paraméter vektor értékébdl
kiszamithatjuk a Vi (0, D™V) norma értéket. A k = N id6pillanatban

valasszuk meg a becstilt 5 paraméter vektort Ggy, hogy

Oy = 0n(DV) = argm@in Va (6, D)
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Nemlinearis rendszerek paraméterbecslési feladata

A nemlinearis és parameterekben nemlinearis rendszerek parametereinek

becslése az altalanos paraméterbecslési optimalizalasi feladat megoldasat
igényli.

A parameéterbecsléesi modszereket az egybemeneti-egykimenetl dinamikus
rendszerek példajan mutatjuk be.
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A paraméterbecslés, mint nemlinearis optimalizalasi feladat 1

Adott:
1. Egy DV = {(y(k),u(k))|k =1,..., N} mért érték sorozat ;
2. Prediktiv modell : SISO eset

9(k|8) = g(k, D*~1;0)
(Specialis eset. paraméterekben linearis
j(k|0) = 61 g*(k, D1, 6)

egy ¢g*(.) adott mért adatokban nemlinearis vektor értékd figgvennyel);

3. Ebbdl és a mért kimenetekbdl szamolhat6 a predikcids hiba sorozat

e(k,0) =y(k) — §(k|0)
4. Egy veszteségfiiggvény alkalmas ¢(.) vektornormaval

N

Vn (0, DY) = = " t(e(k,0))

1
N

k=T
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A paraméterbecslés, mint nemlinearis optimalizalasi feladat 2

Keressuk:

azt a paraméterbecslési médszert, amely a mért értékekbdl elballit egy
Omodss (DY) becslést tgy, hogy

é7nodsz (DN) = arg mein VN (07 DN)
Specialis eset : paraméterekben nemlinearis, de allandé paraméter(i SISO rendszer

paramétereit a legkisebb négyzetes elvli becsléssel becsiiljuk.

Veszteségfliggveny:

Optimalizalasi feladat:

. o1 1 _
Ok n (DY) = arg min > §[y(k) — g(k,D*1;0))°
k=1
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Az optimalizalasi feladat lehetséges megoldasi utjai 1

Az adott DYV minta melletti optimalizalasi feladat célfiiggvénye ugyan latszélag kvadratikus, a
nemlinearis g(k, D*—1; 0) fiiggvény jelenléte miatt azonban analitikusan altalaban nem
megoldhato .

tobb lokalis minimum is lehet

Analitikus megoldas hianyaban az optimalizalasi feladatot numerikus kozelitd eljarasokkal
oldhatjuk meg, az alabbi, elvileg kilénb6zd két médon.

1. Nemlinearis egyenletrendszer megoldasara vezet 06 Gt
Ez esetben az optimum sziikséges feltételét jelentd

ly(k) —g(k,D*~1;0)] — =0 , j=1,...,N

1N
P

N | —
Q
D
O

nemlineéris egyenletrendszert kell megoldani numerikus modszerrel.
Probléma: a megoldas altalaban nem egyértelmd, és a konvergencia
gyorsasaga (és az, hogy melyik megoldashoz konvergal) erésen fligg a kezdeti
becslést Ol.
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Az optimalizalasi feladat lehetséges megoldasi utjai 2

2. Direkt megoldas a Vi (0, DY) veszteségfiiggvény 6 szerinti
minimalizalasaval
Ez a feladat numerikus figgvényminimalizalo eljarasokkal :
peldaul az ugynevezett gradiens modszerrel oldhatdo meg.
Itt is problémat jelent, hogy uUgynevezett globalis optimalizalasi
eljarasokra van (lenne) sztikség a tobb lehetseges lokalis
minimum miatt.
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A GRADIENS MODSZER
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A gradiens modszer elve 1

A gradiens modszer egy altalanos fluggvény szélsdérték (minimum
vagy maximum) kereso eljaras, amely lokalis széls 6értek-keresésre
alkalmas .

Adott egy

G : R =R

tobbvaltozos skalarertekl nemlinearis fiuggveny. Ennek gradiense
(gradiens vektora) valamely x* € R™ pontban a

Gx(x*) = grad G(x*) = | 6_G(X*) . oG

*\1T
— (x") @

%
m-dimenzios vektor, ahol x; az x vektor ¢-edik koordinataja. A
gradiens vektor a G fliggvény , mint az (m + 1)-dimenziés R !
térben értelmezett felilet +* pontjaban huzott érint 0k kozul a
legmeredekebb iranyaba mutat.
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A gradiens modszer elve 2

Az alabbi abra egy allo forgasi paraboloid feliletet mutat. Meghuztuk a
felllet egy pontjaban a gradiens vektort is, az abra jobb oldali
részében pedig a gradiens mez0, azaz az egyes pontokban huzhato
gradiens vektorok vettletei lathatoak.
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A gradiens modszer elve 3

A G fliggveny gorbiletét, azaz konvex vagy konkav voltat valamely
x* € R™ pontban a Hg = G x x matrix, az ugynevezett Hesse matrix
mutatja, amelynek 7j-edik eleme

0%G
[GXX]ij N 8:628563

A G fliggvenynek minimuma (lehet, hogy csak lokalis minimuma)
van az x* pontban, ha

grad G(x*) =0 és Gxx(x*)>0

azaz G x x(z*) Hesse matrix pozitiv definit.
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A gradiens modszer

A gradiens modszer egy iterativ kozelit 6 mddszer egy tdbbvaltozos fuggvény
széls 6értékének meghatarozasara. Hasznalatdhoz szikség van

® egy alkalmas xg kezd 6érték re,
® egy ¢ pontossagi korlat ra,
® egy ¢ |épéskoz re.
Az algoritmus f & Iépései minimumkeresés esetén  a kdvetkezok:
1. Legyen: := 0, ahol ¢ az iteracios lepések szama es x; = xg
2. Szamitsuk ki a veszteségfiggvény z; pontbeli G x (z;) gradiensvektorat.

3. Ha a gradiensvektor mér "elég kicsi", azaz ||G x (x;)|| < e, akkor elértik a
minimumot, és z,,in = ;.

4. Egyébként lepiink egyet a negativ gradiens iranyaba, azaz
Li4+1 — Ly — éX(xZ)5

megnoveljik a szamlalot, azaz i := 7 + 1, majd a 2. |épéstdl folytatjuk.
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A veszteségfiggvény minimalizalasa gradiens moédszerrel

A Vi (6, DY) veszteségfiiggvény 6 szerinti minimalizalasara is hasznalhatjuk a gradiens
modszer algoritmusat az alabbi megfeleltetésekkel:

Vn(0, DY) ~ G(x)

0 ~ X

A sziikséges indul6 (a priori) adatok
® egy alkalmas 0y kezd 6 paramétervektor érték
® egy e pontossagi korlat
® egy ¢ |épéskdz a paraméterek terében

Fontos megjegyezni, hogy a gradiens moédszer

® lokalis széls 6érték keres 6 modszer, azaz a becsilt paraméterérték fligghet a
kezdeti érték j6 , azaz a valodi érték kdzeli megvalasztasatol |,

® egy iteracios lépés polinomialis id 6bonyolultsagu, és a gyakorlati
algoritmusok gondoskodnak a ¢ lIépéskdz megfeleld valtoztatasardl, azaz a
minimum kozelében megfelel 6 csokkentésér Ol.
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NEMLINEARIS MODELLEK MUNKAPONT KORULI
LINEARIZALASA
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Linearizalas: centralt valtozok

A nemlinearis modellek paramétereinek becslését gyakran m unkapont
korul linearizalt valtozatuk segitségével végezziik, hisz en a linearis , de
legalabbis paraméterekben linearis modellek becslésére szamos hatekony
és aszimptotikusan torzitatlan modszer all rendelkezésre

Iranyitasi feladatoknal, igy dinamikus rendszerek paramétereinek
becslésénél is altalaban x munkapont koruli, azaz ugynevezett
perturbacios valtozokkal dolgozunk, amelyeket valamely xg referencia
pont vagy allandosult allapottol valo eltérestikkel definia lunk:

X =X — Xg

ahol zo az x valtoz6 allandosult allapotbeli ertéke.
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Munkapont koruli linearizalas 1

A linearizalas a linearizaland6 nemlinearis fliggvény alla ndosult allapot kortli Taylor
sorfejtésén alapszik. Egy egyvaltozés dinamikus nemlineéaris y = f(x, t) figgvénynél az x
valtozo szerinti Taylor sorfejtés az alabbi alakban irhato:

2 B 2
f(z,t) = f(xo,t) + % . (x — zo) + % - (z 2T0) + ... (2)

ahol z¢ a referencia pont es % az f fuggveny x szerinti :-edik parcialis derivaltja, amelyet az

xo referencia pontban veszunk.

A fenti sorfejtés elso két tagja utani magasabbrend( tagok elhanyagolasaval kapjuk a linearis
kozelitest:

d
o8 = fo, )+ 2| (2= =0)
dx 20
és igy az eredeti nemlinearis egyenlet az
d
y = f(zo,t) + i (z — zo)
dx |4,

formulaval kozelitheto.
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Flggvények linearizalasa

Ay = f(zo,t) + %

(r — xp) kozelito alakbolay =y — yo = y — f(xo, t)-t helyettesitve
0

- df ~
——p— - X
YT ax X0

amely a végso0 linearizalt egyenlet az = perturbaciés valtozéval kifejezve.
Tobbvaltozos skalarérteku  f(xzq,...,xn,t) esetre:

ahol J a figgvény ugynevezett Jacobi matrixa (ez esetben sorvektor), amelynek ¢-edik eleme
a megfelel6 z; valtozd szerinti parcialis derivalt, azaz

_ 9f

Jg =
8:171'
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Nemlinearis prediktor linearizalasa

A fenti elvet alkalmazzuk az alabbi nemlinearis prediktor
linearizalasara:
j(k|0) = g(k, D"~ 0)

Eloszor definialunk (keresiink) egy alkalmas x,, munkapontot:

Ly = (y*,u*,e*)
DY ={yk) =y, u(k) =ulk=1,...,N}

Ezek utan alkalmazzuk a tobbvaltozos linearis Taylor kozelitest

5(0) =3 [ai“fi)

. og
. ult) + dy (i)

i=1

o

felhnasznalva azt, hogy a 6 paraméterek nem valtoznak, azaz 0 =0.
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